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Напоминание: представимость 𝐻𝑚( ;𝐺)

В этом блоке задач излагается доказательство того, что когомологии 𝐻𝑚( ;𝐺) являются представимым
функтором с представляющим объектом 𝐾(𝐺,𝑚).

Задача 1.1. а) Пусть 𝑋 и 𝐾 суть топологические пространства. Введите структуру группы на
множестве [Σ𝑋,𝐾] аналогичную структре группы на гомотопических группах.
б) Постройте естественный изоморфизм [Σ𝑋,𝐾] ∼= [𝑋,Ω𝐾] и покажите, что структура группы из
предыдущего пункта при изоморфизме переходит в структуру группы, индуцированную умножением
петель.
в) Докажите, что [𝑋,Ω2(𝐾)] является абелевой группой.

Пусть 𝒞 — категория 𝐶𝑊 -комплексов с отмеченной точкой и непрерывными отображениями, сохра-
няющими отмеченную точку в качестве морфизмов. Приведённой теорией когомологий на категории
𝒞 называется последовательность функторов ℎ𝑛, 𝑛 ∈ Z из категории 𝒞 в категорию абелевых групп
вместе с естественными изоморфизмами ℎ𝑛(𝑋) ∼= ℎ𝑛+1(Σ𝑋) для каждого 𝐶𝑊 -комплекса, причём
для каждого ℎ𝑛 выполнены следующие аксиомы:
0. для гомотопных отображений 𝑓 ∼ 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 индуцированные отрображения 𝑓 * и 𝑔* равны;
1. для любого корасслоения 𝐴 → 𝑋 в 𝐻𝑜𝒞 последовательность ℎ𝑛(𝑋/𝐴) → ℎ𝑛(𝑋) → ℎ𝑛(𝐴) точна;
2. для включений 𝑖𝛼 : 𝑋𝛼 → ∨𝛼𝑋𝛼 отображение произведения

∏︀
𝛼 𝑖

*
𝛼 :

∏︀
𝛼 ℎ

𝑛(𝑋𝛼) → ℎ𝑛(∨𝛼𝑋𝛼) явля-
ется изоморфизмом.

Задача 1.2. Пусть 𝐾 — топологическое пространство.
а) Пусть 𝑓 : 𝑌 → 𝑋 — отображение 𝐶𝑊 -комплексов. Постройте отображение 𝑓 * : [𝑋,𝐾] → [𝑌,𝐾] и
покажите, что оно зависит только от гомотопического класса отображения 𝑓 .
б) Покажите, что 𝑓 * : [𝑋,Ω𝐾] → [𝑌,Ω𝐾] является гомоморфизмом групп.
в) Покажите, что [𝑋/𝐴,𝐾] → [𝑋,𝐾] → [𝐴,𝐾] — точная последовательность множеств с отмнечен-
ным элементом для любой 𝐶𝑊 -пары (𝑋,𝐴).
г) Покажите, что имеет место биекция [∨𝛼𝑋𝛼, 𝐾] ∼=

∏︀
𝛼[𝑋𝛼, 𝐾], и что биекция превращается в изо-

морфизм (абелевых) групп при замене 𝐾 на Ω𝐾 (Ω2𝐾).
Задача 1.3. а) Докажите, что соответствие ℎ𝑛 : 𝑋 ↦→

[︀
𝑋,𝐾(𝐺,𝑚)

]︀
является контрвариантным

функтором, определяющим приведённую теорию когомологий.
б) Покажите, что имеют место естественные изоморфизмы [𝑋,𝐾(𝐺, 𝑛)] ∼= ̃︀𝐻𝑛(𝑋;𝐺).
Указание: воспользуйтесь теоремой единственности для когомологий.
в) Покажите, что этот изоморфизм задаётся соответствием 𝑓 ↦→ 𝑓 *(𝛼) для некоторого фиксирован-
ного класса 𝛼 ∈ 𝐻𝑛(𝐾(𝐺, 𝑛), 𝐺).

Гомоморфизм Бокштейна

Пусть 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 — положительные целые числа взамно простые с фиксированным 𝑚. Определим лин-
зовое пространство 𝐿 = 𝐿(𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) фактор пространство сферы 𝑆2𝑛−1 ⊂ C𝑛 по действию группы
Z/(𝑚), порождённому поворотом 𝜏(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = (𝑒

2𝜋𝑖𝑙1
𝑚 𝑧1, . . . , 𝑒

2𝜋𝑖𝑙𝑛
𝑚 𝑧𝑛).

Задача 1.4. Вычислите группы когомологий пространства 𝐿.
Указание-комментарий. Отметим, что в случае 𝑚 = 2 линзовое просранство 𝐿 является по определению проек-
тивным пространством R𝑃 2𝑛−1. Вспомните, как вычислялись группы (ко)гомологий для него. Самый простой способ
вычислить (ко)гомологии линзового простраства — ввести удобную (Z/(𝑚)-инвариантную) клеточную структуру на
сфере 𝑆2𝑛−1.
Покажите, что подмножества сферы 𝐵2𝑛−2

𝑗 = {(0, . . . , 0, 𝑒
2𝜋𝑖𝑗
𝑚 ) cos 𝜃 + (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1, 0) sin 𝜃 | 0 6 𝜃 6 𝜋

2 }, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

и 𝐵2𝑛−1
𝑗 = {(0, . . . , 0, 𝑒

2𝜋𝑖𝜙
𝑚 ) cos 𝜃 + (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1, 0) sin 𝜃 | 0 6 𝜃 6 𝜋

2 , 𝑗 6 𝜙 6 𝑗 + 1}, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 являются клетками
размерности 2𝑛 − 2 и 2𝑛 − 1, соответственно. Покажите, что при действии группы Z/(𝑚) клетки переставляются.
Достройте клеточную клеточную структуру на сфере по индукции и используйте её для вычисления (ко)гомологий
линзового пространства.

Гомоморфизмом Бокштейна называется связывающий гомоморфизм в длинной точной последова-
тельности когомологий связанный с последовательностью коэффициентов 0 → 𝐻 → 𝐺 → 𝐺/𝐻 → 0.
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Нас будет в осном интересовать гомоморфизм Бокштейна 𝛽 : 𝐻𝑛
(︀
𝑋;Z/(𝑚)

)︀
→ 𝐻𝑛+1

(︀
𝑋;Z/(𝑚)

)︀
,

связанный с последовательностью 0 → Z/(𝑚) → Z/(𝑚2) → Z/(𝑚) → 0, и гомоморфизм Бокштейна̃︀𝛽 : 𝐻𝑛(𝑋;Z/(𝑚)) → 𝐻𝑛+1
(︀
𝑋;Z

)︀
, связанный с последовательностью 0 → Z ·𝑚−→ Z → Z/(𝑚) → 0.

Задача 1.5. Пусть 𝜌 : 𝐻𝑛(𝑋;Z) → 𝐻𝑛
(︀
𝑋;Z/(𝑚)

)︀
— гоморфизм, индуцированный канонической

проекцией Z → Z/(𝑚). Покажите, что 𝛽 = 𝜌̃︀𝛽.
Задача 1.6. Покажите, что гомоморфизм Бокштейна 𝛽 удовлетворяет правилу Лейбница: 𝛽(𝑎𝑏) =
𝛽(𝑎)𝑏 + (−1)|𝑎|𝑎𝛽(𝑏).
Задача 1.7. Пусть 𝐾 = 𝐾(Z/(𝑚), 1). а) Используя задачу 1.6 и формулу универсальных коэффи-
циентов, вычислите когомологии 𝐻*(︀𝐾;Z/(𝑚)

)︀
.

б) Докажите, что гомоморфизм 𝛽 : 𝐻𝑛
(︀
𝐾;Z/(𝑚)

)︀
→ 𝐻𝑛+1

(︀
𝐾;Z/(𝑚)

)︀
— изоморфизм для нечётных 𝑛

и нулевой для чётных.
Задача 1.8. Используя задачи выше и структуру кольца когомологий 𝐻*(︀C𝑃∞;Z/(𝑚)

)︀
, опишите

структуру кольца 𝐻*(︀𝐾;Z/(𝑚)
)︀
.

Стабильное расщепление пространств типа 𝐾(Z/(𝑝𝑛); 1)

Напомним, что на лекции мы доказали, что любая надстройка над пространством R𝑃∞ ≃ 𝐾(Z/(2), 1) не рас-
щепляется в букет из двух пространств с нетривиальными когомологиями. Следующая задача показывает,
что для пространств типа 𝐾(Z/(𝑝), 1) при 𝑝 > 3 уже первая надстройка расщепляется в букет.
Задача 1.9. Пусть 𝐾 = 𝐾(Z/(𝑝𝑛); 1), и 𝑟 ∈ (Z/(𝑝)

)︀× — образующая мультипликативной группы
поля.
а) Постройте отображение 𝑓 : 𝐾 → 𝐾, индуцирующее умножение на 𝑟 в 𝜋1(𝐾) ∼= 𝐻1(𝐾;Z) ∼= Z/(𝑝𝑛).
б) Докажите, что отображение 𝑓 , построенное в п.а) индуцирует умножение на 𝑟 в 𝐻1

(︀
𝐾;Z/(𝑝𝑛)

)︀
и

𝐻2
(︀
𝐾;Z/(𝑝𝑛)

)︀
. Указание: воспользуйтесь формулой универсальных коэффициентов.

в) Покажите, что 𝑓 * : 𝐻2𝑖−1
(︀
𝐾;Z/(𝑝𝑛)

)︀
→ 𝐻2𝑖−1

(︀
𝐾;Z/(𝑝𝑛)

)︀
— умножение на 𝑟𝑖. Докажите то же

утверждение для групп 𝐻2𝑖

(︀
𝐾;Z/(𝑝𝑛)

)︀
.

Для фиксированного 𝑗 > 0 рассмотрим ℎ𝑗 = Σ𝑓 − 𝑟𝑗1 : Σ𝐾 → Σ𝐾.
г) Покажите, что (ℎ𝑗)* : ̃︀𝐻2𝑖(𝐾;Z) → ̃︀𝐻2𝑖(𝐾;Z) имеет нетривиальное ядро тогда и только тогда,
когда 𝑖 ≡ 𝑗 mod 𝑝− 1.
д) Выведите из этого, что композиция 𝑚𝑖 = ℎ1∘. . .∘̂︀ℎ𝑖∘. . .∘ℎ𝑝−1 индуцирует изоморфизм на ̃︀𝐻*(𝐾;Z)
для * ≡ 2𝑖 mod 2𝑝− 2.
Пусть 𝑋𝑖 — телескоп отображений Σ𝐾

𝑚𝑖−→ Σ𝐾
𝑚𝑖−→ . . .

е) Покажите, что включение Σ𝐾 → 𝑋𝑖 индуцирует изоморфизм на гомологиях в размерностях
сравнимых с 2𝑖 mod 2𝑝− 2, и что ̃︀𝐻*(𝑋𝑖;Z) = 0 в остальных размерностях.
ж) Таким образом, имеет место расщепление Σ𝐾 ≃ 𝑋1 ∨ . . .∨𝑋𝑝−1. Указание: воспользуйтесь теоремой
Уайтхеда.
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