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1.0. Êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöàìè
Â ïåðâîì ñåìåñòðå ìû ðàáîòàëè ñ êàòåãîðèÿìè "÷èñòûõ" àëãåáðàè÷åñêèõ

îáúåêòîâ, òàêèõ, êàê ãðóïïû, êîëüöà, ... � ýòî áûëè ìíîæåñòâà, ñíàá-

æ¼ííûå îäíîé èëè íåñêîëüêèìè îïåðàöèÿìè, êàê ïðàâèëî, áèíàðíûìè.

Â ýòîì ñåìåñòðå íàì âñòðåòÿòñÿ áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè: ïî ÷èñòûì

îáúåêòàì ìû áóäåì ñòðîèòü íîâûå êàòåãîðèè, êîòîðûå áóäóò è èíòåðå-

ñîâàòü íàñ ñàìè ïî ñåáå, è ñëóæèòü ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ ÷èñòûõ îáúåêòîâ.

Íà÷í¼ì ñ îäíîé èç òàêèõ êîíñòðóêöèé.

1.0.0. Îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ∈∈ RING
ââåä¼ì êàòåãîðèþ R-ìîäóëåé

R−MOD := {{(M,α) ||M ∈∈ (AB), α : R −→ End(M)}}.
Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî α � ìîðôèçì êîëåö (â ïåðâîì ñåìåñòðå
ìû íàäåëèëè ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìîâ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû
ñòðóêòóðîé êîëüöà).

Äëÿ r ∈ R,m ∈ M çàïèñü α(r)(m) ∈ M ãðîìîçäêà è ïëîõî
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âîñïðèíèìàåòñÿ, òàê ÷òî âìåñòî íå¼ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü

α(r)(m) =: r ·α m.
Ìîðôèçì α îáû÷íî ÿñåí èç êîíòåêñòà, à ÷àñòî îáîçíà÷åíèå äëÿ
íåãî äàæå íå ââîäèòñÿ, è îñòà¼òñÿ îáîçíà÷åíèå r ·α m =: r ·m.

Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå R-ìîäóëÿ: ýòî � àáåëåâà ãðóïïà M ,
ñíàáæ¼ííàÿ îòîáðàæåíèåì

R×M −→M : (r,m) 7→ r ·m,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðûì àêñèîìàì (ðàç â æèçíè âûïèøèòå èõ!).

Êðàòêî è áåç àáñòðàêòíîé ÷åïóõè ãîâîðÿ, ìîäóëü íàä êîëü-
öîì � àáåëåâà ãðóïïà, íà êîòîðîé îïðåäåëåíî äåéñòâèå êîëüöà.
Ñëåäóåò òîëüêî èìåòü â âèäó, ÷òî â ýòîé êîíñòðóêöèè êîëüöî
ïñèõîëîãè÷åñêè � "áîëåå ïîñòîÿííûé" îáúåêò, ÷åì àáåëåâà ãðóïïà.

Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü ìîðôèçìû êàòåãîðèè R − MOD. Äëÿ
(M1, α1), (M2, α2) ∈∈ R−MOD

MorR−MOD
(
(M1, α1), (M2, α2)

)
:=

:= {f :M1 →M2 | ∀r ∈ R, ∀m ∈M1

[
f(r ·α1 m) = r ·α2 f(m)

]
.

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî f � ìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï.

Èòàê, ìîðôèçìû â êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä äàííûì êîëüöîì �
ýòî ìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï, óâàæàþùèå äåéñòâèå êîëüöà íà
íèõ.

1.0.1. Ïðîñòåéøèå êàòåãîðíûå ñâîéñòâà R − MOD. Â
êàòåãîðèè åñòü î÷åâèäíûé íà÷àëüíûé, îí æå êîíå÷íûé îáúåêò �
íóëåâîé ìîäóëü, îäíîýëåìåíòíàÿ ãðóïïà

0 := {0}
ñ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì äåéñòâèåì (ëþáîãî) êîëüöà.

Êàê è â AB, â êàòåãîðèè R − MOD åñòü è ïðÿìûå ïðîèçâå-
äåíèÿ, è ïðÿìûå ñóììû, ïðè÷¼ì îíè èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè M,N ∈∈ R − MOD íà ãðóïïå M × N
îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå (r ∈ R)

r · (m,n) := (r ·m, r · n).
Ýòî � è ïðîèçâåäåíèå, è ñóììà, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíû è ìîðôèçìû

M ×N −→M : (m,n) 7→ m,M ×N −→ N : (m,n) 7→ n,
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è ìîðôèçìû

M −→M ×N : m 7→ (m, 0), N −→M ×N : m 7→ (0, n),

îáëàäàþùèå òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Èç äâóõ îáîçíà÷åíèé M ⊕ N è M × N ìû âûáèðàåì îáîçíà÷åíèå
ñóììû, ïîñêîëüêó (òåíçîðíîå) ïðîèçâåäåíèå ⊗ âñêîðå ïîÿâèòñÿ1,
è ïàðà çíàêîâ "îïåðàöèé" (⊕,⊗) ñìîòðèòñÿ ëó÷øå, ÷åì ïàðà (×,⊗).

1.0.2. Ìîäóëè è èäåàëû. Íàïîìíèì, ÷òî èäåàëîì êîëüöà
R íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî a ⊆ R, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè

a+ a ⊆ a

è
Ra ⊆ a

(íà ñàìîì äåëå îáà âêëþ÷åíèÿ äîëæíû îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî).
Î÷åâèäíî, èäåàëû a / R � ýòî R-ìîäóëè, ñîäåðæàùèåñÿ â R.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå R-ìîäóëåé � ýòî îáîáùåíèå òåîðèè
èäåàëîâ â R. Îäíàêî çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ìû "èçâëåêëè" ìîäóëè èç
êîëåö, íà èõ êàòåãîðèè ïîÿâèëèñü íîâûå îïåðàöèè, èç êîòîðûõ
âàæíåéøàÿ � ïðÿìàÿ ñóììà ⊕.

1.0.3. Àáåëåâû ãðóïïû êàê Z-ìîäóëè. Â ñëó÷àå R = Z
îáíàðóæèâàåòñÿ "ñîâïàäåíèå" êàòåãîðèé:

Z−MOD = AB.
Äåéñòâèòåëüíî, àêñèîìû îêàæóòñÿ èäåíòè÷íûìè, åñëè äëÿ n ∈ Z≥0
è a ∈ A ∈∈ AB ïîëîæèòü

n · a := a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n ñëàãàåìûõ

(ïðè n = 0 ñóììà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà 0A), à äëÿ n ∈ Z<0

ïîëîæèòü n · a := −
(
(−n) · a)

)
.

Îáùàÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà î êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ìîäóëÿõ
íàä êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ äàñò íàì â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

1îíî, ðàçóìååòñÿ, íå áóäåò êàòåãîðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå
óæå îïðåäåëåíî è åäèíñòâåííî
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1.0.2*. Èíòóèòèâíûé ñìûñë R−ìîäóëåé. Åñëè ïðî êîëüöî R

äóìàòü ïî Ãðîòåíäèêó êàê ïðî êîëüöî "ôóíêöèé" íà "ïðîñòðàíñòâå"

X, òî ñ ìîäóëåì M ñëåäóåò ñâÿçàòü êàðòèíó ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ

ïðîñòðàíñòâ íàä X; òîãäà M îêàæåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ñå÷åíèé

ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðè÷¼ì M áóäåò ñíàáæåíà ñòðóêòóðîé "óìíîæåíèÿ"íà

ýëåìåíòû r ∈ R.

Õîðîøèé êëàññ ïðèìåðîâ äîñòàâëÿåòñÿ ïîíÿòèåì êàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì X; â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü M

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê àáåëåâà ãðóïïà âåêòîðíûõ ïîëåé íà X, êîòîðûå

ìîæíî óìíîæàòü (ñëåâà...) íà ãëàäêèå ôóíêöèè � ýëåìåíòû êîëüöà R.

Ðàçëè÷íûå èíòóèòèâíî ÿñíûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâà îòðàæàþòñÿ â

àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìîäóëÿ. Íàïðèìåð, òðåáîâàíèå îòñóòñòâèå

ðåçêèõ ñêà÷êîâ â ñëîÿõ ñåìåéñòâà ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïëîñêîãî ìîäóëÿ.

Ñ ëþáûì èäåàëîì â êîëüöå R ñâÿçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà X. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

ñîñðåäîòî÷åíî íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå: âíå åãî âåêòîðíûå ïðîñòðàí-

ñòâà îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Ïîäðîáíîñòè ñì. â [Ìàíèí2012].

1.1. Îáðàçóþùèå; ðàíã ìîäóëÿ.

1.1.0. Ïîäìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé ïîäìíîæåñòâîì. Ïóñòü E ⊆
M � ïîäìíîæåñòâî ìîäóëÿ. Îáîçíà÷èì

〈E〉 :=
⋂

E⊆N⊆M

N.

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ïî âñåì ïîäìîäóëÿì, ñîäåðæà-
ùèì ìíîæåñòâî E. Èíîãäà ýòî ïåðåñå÷åíèå îáîçíà÷àþò ñëîâàìè
íàèìåíüøèé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M , ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî E.

Êîíñòðóêòèâíî

〈E〉 := {r1e1 + · · ·+ rnen | n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ R, e1, . . . , en ∈ E};

çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî "ïóñòàÿ"ñóììà, òî åñòü ïðè n = 0,
ðàâíà 0M .

Ïîäìíîæåñòâî E ⊆M íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì, åñëè 〈E〉 =M .

4



1.1.1. Îïðåäåëåíèå ðàíãà ìîäóëÿ. Íåôîðìàëüíî ðàíã ìî-
äóëÿ � ýòî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ìîùíîñòü ïîðîæäàþùåãî

ìíîæåñòâà. Â íàøåì êóðñå òî÷íûé ñìûñë ýòîìó îïðåäåëåíèþ
áóäåò ïðèäàí ëèøü äëÿ êëàññà ìîäóëåé, êîòîðîìó ïîñâÿù¼í
ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë.

Ýëåìåíòû ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà îáû÷íî íàçûâàþòñÿ îá-

ðàçóþùèìè ìîäóëÿ.

1.1.2. Êîíå÷íîïîðîæä¼ííûå ìîäóëè. R-ìîäóëü M íàçû-
âàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì, åñëè â í¼ì ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêîå n ∈ N è òàêèå
m1, . . . ,mn ∈M , ÷òî

M = Rm1 + · · ·+Rmn.

Ðàíã ìîäóëÿ M � ýòî íàèìåíüøåå n, ïðè êîòîðîì òàêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå âîçìîæíî.

Êëàññèôèêàöèÿ áåñêîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé (áåç äîïîëíè-

òåëüíûõ ñòðóêòóð) � çàäà÷à áåçíàä¼æíàÿ, è ìû åé çàíèìàòüñÿ íå

áóäåì. Íàîáîðîò, êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé íàä

íåêîòîðûìè êîëüöàìè âïîëíå ðåàëüíà, è ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ åé ïî

âîçðàñòàþùåé ñëîæíîñòè, íà÷èíàÿ ñ ïîëåé.

1.2. Ñâîáîäíûå ìîäóëè
1.2.0. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I ∈∈ SET � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.
Ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé

RI := {f : I −→ R : i 7→ fi}
íàäåëÿåòñÿ î÷åâèäíîé ñòðóêòóðîé R-ìîäóëÿ: äëÿ f, f ′ ∈ RI

(f + f ′)i := fi + f ′i

è äëÿ f ∈ RI , r ∈ R
(r · f)i := r · fi.

Òàêèå ìîäóëè è íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè; ÷óòü òî÷íåå, ìîäóëü
F ∈∈ R − MOD íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà I ∈∈ SET èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì F 'R−MOD RI .

1.2.1. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî. Ïóñòü ñíîâà I ∈∈ SET �
ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à M ∈∈ R − MOD � ïðîèçâîëüíûé
ìîäóëü (íà ýòîò ðàç, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, íå
ïðåäïîëàãàþùèéñÿ ñâîáîäíûì).
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ m : I → M ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåíåí ìîðôèçì ìîäóëåé α : RI → M , òàêîé, ÷òî äëÿ

ëþáîãî f : I → R

m = α ◦ f.
Ýòà ôîðìóëèðîâêà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåñêîëüêî îòîðâàííîé îò
ïîâñåäíåâíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ðàñêðîåì å¼ â ñëó÷àå êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà "èíäåêñîâ" I = {1, . . . , n}, êîãäà â ìîäóëå RI ìîæíî
âûäåëèòü ýëåìåíòû ej : i 7→ δij è îòîæäåñòâèòü RI ñ ìíîæåñòâîì
íàáîðîâ f = (f1, . . . , fn) ýëåìåíòîâ êîëüöà R ñ ïîìîùüþ âçàèìíî
îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ f ↔ f1e1+ · · ·+fnen. Òîãäà óíèâåðñàëü-
íîå ñâîéñòâî êîíñòàòèðóåò òîò î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ej 7→ mj ïðîäîëæàåòñÿ äî
ìîðôèçìà ìîäóëåé F →M .

1.2.2. Ñâîáîäíûå ðåçîëüâåíòû. Ñâîáîäíûå ìîäóëè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íàèáîëåå óäîáíûé è ë¼ãêèé â îáðàùåíèè êëàññ
ìîäóëåé. Îäíàêî íå âñå ìîäóëè ñâîáîäíû; íàïðèìåð, íå ñâîáîäåí
ìîäóëü C2 ∈∈ Z − MOD. Ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ïðîèçâîëüíîãî
ìîäóëÿ, îäíàêî, ïîçâîëÿåò â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå âûðàçèòü ýòîò
ìîäóëü ÷åðåç ñâîáîäíûå.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ïðîèçâîëüíûé R-ìîäóëü; âûáåðåì
â íåì ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ {mi | i ∈ I}. Äëÿ ñîâìåñòèìîñòè
ñ èñïîëüçîâàííûìè âûøå îáîçíà÷åíèÿìè óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî
I�"ïîñòîðîííåå" ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, à i 7→ mi � îòîáðàæåíèå.
×òîáû íå ññûëàòüñÿ íà òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ïîðîæäàþùèõ
ìíîæåñòâ, ìîæíî äàæå äîïóñòèòü, ÷òî {mi | i ∈ I} =M .

Ââåä¼ì ñâîáîäíûé ìîäóëü F1 := RI Ñîãëàñíî óíèâåðñàëüíîìó
ñâîéñòâó, ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì π1 : F1 → M (åãî êîíñòðóêöèÿ
íàì íå âàæíà, íî, ðàñïðîñòðàíÿÿ îáîçíà÷åíèå èç ïðåäûäóùåãî
ïîäðàçäåëà ñ êîíå÷íîïîðîæä¼ííîãî ñëó÷àÿ íà îáùèé, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî π1 : ei 7→ mi äëÿ âñåõ i ∈ I).

Íåò ïðè÷èí ïîëàãàòü, ÷òî π1 � èçîìîðôèçì; ýòî âûïîëíÿëîñü
áû, åñëè áû ìîäóëü M áûë ñâîáîäåí. Â îáùåì æå ñëó÷àå ïîëîæèì
M1 := ker π1 è ïîâòîðèì îïåðàöèþ, ïîëó÷àÿ ñâîáîäíûé ìîäóëü F2

è ýïèìîðôèçì π2 : F2 → M2. Èòåðèðóÿ ýòè äåéñòâèÿ, ïîëó÷èì
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé

· · · π4−→ F3
π3−→ F2

π2−→ F1
π1−→M ;

6



Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè÷èí îáðûâàòüñÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò.
Îíà è íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòîé ìîäóëÿ M .

Ïîä÷åðêí¼ì íåîäíîçíà÷íîñòü íàøèõ äåéñòâèé íà êàæäîì øà-
ãó. Òåì íå ìåíåå, ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿ îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè (ãîìîòîïèè), êîòîðîå áóäåò ââåäåíî â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Ïîêà îãðàíè÷èìñÿ êëàññîì ïðèìåðîâ. Ïóñòü R = Z è M�
êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F1 = Zr
� ñâîáîäíàÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ïîñêîëüêó
ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ñâîáîäíà, âñÿ íàøà
ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà èìååò âèä

· · · −→ 0 −→ 0 −→ kerπ ↪→ Zr π−→M.

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà (íåíóëåâîé ÷àñòè) ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû
èìååò íåêîòîðîå îòíîøåíèå ê "ñòåïåíè íåñâîáîäû" ìîäóëÿ. Ýòîò
âîïðîñ áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â äàëüíåéøèõ ëåêöèÿõ.

1.3. Àääèòèâíûå êàòåãîðèè

Ìû ñåé÷àñ ëèøü óïîìÿíåì ñâîéñòâî êàòåãîðèé R−MOD, êîòîðîå
îòíîñèò èõ ê íåêîòîðîìó âàæíîìó êëàññó êàòåãîðèé.

Êàòåãîðèÿ A íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ å¼ îáúåêòîâ
A,B ∈∈ A íà ìíîæåñòâå MorA(A,B) èìååòñÿ ñòðóêòóðà àáåëåâîé

ãðóïïû, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ A,B,C ∈∈ A êîìïîçèöèÿ

MorA(A,B)×MorA(B,C) −→ MorA(A,C)

áèëèíåéíà. Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïîíÿòèå áèëèíåéíîãî ÎÒÎÁÐÀ-
ÆÅÍÈß (íå ìîðôèçìà) β : X × Y → Z, ñâÿçûâàþùåãî òðîéêó
àáåëåâûõ ãðóïï X, Y, Z; áèëèíåéíîñòü òàêîãî îòîáðàæåíèÿ îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ X îòîáðàæåíèå Y → Z : y 7→ β(x, y)
ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ãðóïï, è òî æå âåðíî ïðè ëþáîì y ∈ Y äëÿ
îòîáðàæåíèÿ X → Z : x 7→ β(x, y).

Ñðåäè ìíîãèõ èñòî÷íèêîâ, ïîñâÿùåííûõ àääèòèâíûì êàòåãî-
ðèÿì, îòìåòèì ïîäðîáíîå èçëîæåíèå â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå
[Freyd1964].
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