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5.1*. Äîêàæèòå, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû öåëî÷èñëåííûõ ïîëè-
íîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíà àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû öåëî-
÷èñëåííûõ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. [Çàìå÷àíèå. Íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü (28 ìàðòà 2019) íåèçâåñòíî, èìåþò ëè ìåñòî ýòè
àëãîðèòìè÷åñêèå ðàçðåøèìîñòè.]

5.2. Ïîñòðîéòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå F8 èç âîñüìè
ýëåìåíòîâ.

5.3. Ïîñòðîéòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå F9 èç äå-
âÿòè ýëåìåíòîâ.

5.4*. Ïóñòü K ⊃ k � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî åñòü
dimkK = 2. Îáîçíà÷èì äëÿ x ∈ K îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ íà x ÷åðåç
Mx : K → K : y 7→ xy, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî îòîáðàæåíèå êàê
ëèíåéíûé ýíäîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà K íàä k. Ââåä¼ì íà K × K êâàä-

ðàòè÷íóþ ôîðìó (x, y) 7→ tr(Mxy). Âñåãäà ëè ýòà ôîðìà íåâûðîæäåíà?

5.5. Âñåãäà ëè êîìïîçèöèÿ íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé íîðìàëüíà?
[Ñîâåò. Ðàññìîòðèòå òðîéêó ïîëåé Q ⊂ Q(

√
2) ⊂ Q( 4

√
2)]

5.6. Äëÿ a, b, c ∈ Z ðàññìîòðèòå ìíîãî÷ëåí f = ax2 + bx + c ∈ Z[x] è
óñòàíîâèòå áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ
ðåäóêöèÿ f := f mod p ∈ Fp[x] ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

5.7. Ñêîëüêî òî÷åê ëåæèò íà "îêðóæíîñòè�, çàäàííîé óðàâíåíèåì
x2 + y2 = 1, íàä ïîëåì Fp?
5.8. Ñêîëüêî òî÷åê ëåæèò íà ãðàññìàíèàíå k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â
n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì Fq?

5.9*. Ïðè êàêèõ ïðîñòûõ p è íàòóðàëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ n ìíîãî÷ëåí
xp − x− 1 íå ðàçëàãàåòñÿ íà íåòðèâèàëüíûå ìíîæèòåëè â êîëüöå F2[x]?
5.10. Ïðè êàêèõ n ∈ N ìíîãî÷ëåí x2n + xn + 1 íåïðèâîäèì â Fpn [x]?

5.11. Ñóùåñòâóåò ëè 100 ðàçíûõ ïîëåé K òàêèõ, ÷òî

F7(x
7, y7) ⊂ K ⊂ F7(x, y)?
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