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ËÈÑÒÎÊ 5: ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÐÀÑÑËÎÅÍÈß

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå S2n+1 ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå áåç íóëåé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå S11 ñóùåñòâóþò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ
ïîëÿ áåç íóëåé.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðà S2n íå ïàðàëëåëèçóåìà ïðè n > 1.

4. Ïóñòü ξ, γ � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàí-
ñòâîì X, ïðè÷¼ì γ îäíîìåðíî. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññëîåíèÿ CP (ξ ⊗ γ) è CP (ξ) èçî-
ìîðôíû. Òî æå äëÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è ïðîåêòèâèçàöèé.

5. Îïèøèòå ôóíêöèè ñêëåéêè äëÿ îäíîìåðíîãî ðàññëîåíèÿ γ⊗k íàä CP n, ãäå
γ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå, k ∈ Z, è ïðè îòðèöàòåëüíûõ k ïîäðàçóìåâàåòñÿ
òåíçîðíàÿ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ γ ∼= Hom(γ,C). Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ CP 1.

6. Äîêàæèòå, ÷òî T Gr(k,N) ∼= Hom(γ, γ⊥), ãäå γ åñòü k-ìåðíîå òàâòîëîãè÷åñêîå
ðàññëîåíèå íàä (âåùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíûì) ãðàññìàíèàíîì Gr(k,N), à γ⊥

åñòü (N − k)-ìåðíîå ðàññëîåíèå îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòåé.

7. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå q : CP n → CP n/CP n−1 ∼= S2n. Äîêàæèòå, ÷òî q∗α =
vn, ãäå α ∈ H2n(S2n) � ñòàíäàðòíàÿ îáðàçóþùàÿ, ïðîèñõîäÿùàÿ èç îðèåíòàöèè
CP n, à v ∈ H2(CP n) � êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê [CP n−1] ∈ H2n−2(CP n).

8.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ F → E → B, äëÿ êî-
òîðîãî íå âûïîëíåíî âòîðîå èç óñëîâèé òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà (ò. å.H∗(F ;R)
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì câîáîäíûì R-ìîäóëåì, íî íå ñóùåñòâóåò
íàáîðà êëàññîâ â H∗(E;R), êîòîðûå îãðàíè÷èâàþòñÿ íà áàçèñ â êîãîìîëî-
ãèÿõ êàæäîãî ñëîÿ).

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ F → E → B, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà, íî îòñóòñòâóåò èçî-
ìîðôèçì êîëåö H∗(E;R) ∼= H∗(B;R)⊗H∗(F ;R).

9. Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû êîëåö

H∗(U(n);Z) ∼= Λ[u1, u2, . . . , un], dimui = 2i− 1,

H∗(SU(n);Z) ∼= Λ[u2, . . . , un], dimui = 2i− 1

(ñïðàâà ñòîÿò âíåøíèå àëãåáðû îò íå÷¼òíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ). Óêàçàíèå: èñ-
ïîëüçóéòå ðàññëîåíèå U(n − 1) → U(n) → S2n−1 è òåîðåìó Ëåðå�Õèðøà. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü ïðî êîãîìîëîãèè ãðóïïû O(n), èñïîëüçóÿ òîò æå ìåòîä?
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