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ËÈÑÒÎÊ 6: ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊËÀÑÑÛ ×ÆÅÍß

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âû÷èñëèòå ïîëíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ×æåíÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ CP n.

2.

à) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ L(n,m) = CP (η ⊕ Cm), ãäå
η � òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n, à Cm � òðèâèàëüíîå
m-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n.

á) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ CP (η⊗i1⊕ . . .⊕η⊗ik) äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ öåëûõ ÷èñåë i1, . . . , ik.

â)* Âû÷èñëèòå ïîëíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ×æåíÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëî-
åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ CP (η⊗i1 ⊕ . . .⊕ η⊗ik).

3. Ïóñòü 0 6 k 6 l � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå Ìèëíîðà

Hkl =
{

([z0 : · · · : zk], [w0 : · · · : wl]) ∈ CP k × CP l : z0w0 + . . .+ zkwk = 0
}
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî Hij ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì îáðàçà âëîæåíèÿ Ñåðãå

CP k × CP l ↪→ CP (k+1)(l+1)−1,

([z0 : · · · : zk], [w0 : · · · : wl]) 7→ [z0w0 : · · · : ziwj : · · · : zkwl]

ãèïåðïëîñêîñòüþ H ⊂ CP (k+1)(l+1)−1 îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
á) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ Hij.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ ìîæ-
íî ðåäóöèðîâàòü ê SU(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c1(ξ) = 0. Óêàçàíèå: ðåäóê-
öèÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóåò ïîäíÿòèþ êëàññèôèöèðóþùåãî îòîáðàæå-
íèÿ â BU(n) äî îòîáðàæåíèÿ â BSU(n).

5. Ïóñòü ξ � m-ìåðíîå, à η � n-ìåðíîå êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ. Ïîëüçóÿñü
ïðèíöèïîì ðàñùåïëåíèÿ, âûðàçèòå êëàññû ×æåíÿ c1(ξ ⊗ η), c2(ξ ⊗ η), c1(S

2ξ),
c2(S

2ξ), c1(Λ
2ξ), c2(Λ

2ξ) ÷åðåç êëàññû ×æåíÿ ðàññëîåíèé ξ è η. Çäåñü Siξ îáîçíà÷àåò
i-ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ ξ, à Λiξ îáîçíà÷àåò i-þ âíåøþþ ñòåïåíü.

6. Çàïèøåì ci(ξ) = σi(x1, . . . , xn) (i-ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôîðìàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ). Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíûå êëàññû ×æåíÿ ñèììåòðè÷åñêîé è âíåøíåé ñòå-
ïåíè ðàññëîåíèÿ ξ âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(Λkξ) =
∏

16i1<...<ik6n

(1 + (xi1 + . . .+xik)), c(Skξ) =
∏

16i16...6ik6n

(1 + (xi1 + . . .+xik)).

7. Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä X è ïóñòü p : Fl(ξ) → X �
ôëàãèçàöèÿ ðàññëîåíèÿ ξ. Äîêàæèòå, ÷òî èíäóöèðîâàííîå p∗(ξ) íàä Fl(ξ) ðàñïàäà-
åòñÿ â ñóììó îäíîìåðíûõ γ1⊕ . . .⊕γn. Îïèøèòå îãðàíè÷åíèå êàæäîãî ðàññëîåíèÿ
γi íà ñëîé Fl(Cn) ⊂ Fl(ξ) â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ, âõîäÿùèõ âî ôëàãè.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà Áåòòè (ðàíãè ãðóïï öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé) ìíîãîîá-
ðàçèÿ ôëàãîâ F = Fl(Cn) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì β2i+1(F ) = 0 è∑

i

β2i(F )t2i =
n−1∏
i=1

(1 + t2 + . . .+ t2i).
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