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Ëèñòîê 6.

Çàäà÷à 1. Íà àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ N, êàæäîå èç êîòîðûõ ëèáî êîíå÷íî ëèáî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê

êîíå÷íîìó, çàäàíà ìåðà µ: åñëè A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî µ(A) = 0, à åñëè A � äîïîëíåíèå ê êîíå÷íîìó,

òî µ(A) = 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé, íî íå ñèãìà-àääèòèâíîé ìåðîé.

Çàäà÷à 2. Íà àëãåáðå, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ

[a, b) â R çàäàíà ìåðà µ ôîðìóëîé µ([a, b)) = F (b)−F (a), ãäå F � ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ

ñëåâà ôóíêöèÿ íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé êëàññ, ïðèáëèæàþùèé ìåðó µ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü µ � ñèãìà-àääèòèâíàÿ êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà àëãåáðå A. Äîêàæèòå, ÷òî

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû: (i) A � µ èçìåðèìî, (ii) ñóùåñòâóþò B,C ∈ σ(A), B ⊂ A ⊂ C

è µ(B \ C) = 0, (iii) µ∗(A) + µ∗(X \A) = µ(X).

Çàäà÷à 4. (a) Ïóñòü µ � ñèãìà-àääèòèâíàÿ êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà B(Rn) è B ∈ B(Rn).

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F òàêèå,

÷òî µ(U \ F ) < ε è F ⊂ B ⊂ U .
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî E ⊂ Rn èçìåðèìî ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.

(c) Ïóñòü E ⊂ Rn � èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò îòêðûòîå

ìíîæåñòâî U è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F òàêèå, ÷òî λ(U \ F ) < ε è F ⊂ E ⊂ U .
Çàäà÷à 5. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L(x) = b+ Cx, òî λ(C(A)) = |detC|λ(A).

(b) Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà åäèíè÷íîì êóáå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ

äâóõ ìíîæåñòâ B1 è B2, îòëè÷àþùèõñÿ ñäâèãîì, âåðíî ðàâåíñòâî µ(B1) = µ(B2). Äîêàæèòå, ÷òî µ � ìåðà

Ëåáåãà.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðÿìîé åñòü òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî B, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èíòåðâàëà I

ìíîæåñòâà B ∩ I è (R \B) ∩ I èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî

ìíîæåñòâî A−A ñîäåðæèò èíòåðâàë.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà ñèãìà-àëãåáðå A, An ∈ A è fn � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü A èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

(a) Èçâåñòíî, ÷òî ðÿä
∑

n µ(An) ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî µ
(⋂

N

⋃
n>N An

)
= 0.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä
∑

n µ
(
x : |fn(x)| ≥ δ

)
ñõîäèòñÿ äëÿ âñÿêîãî δ > 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn ñõîäèòñÿ µ ïî÷òè âñþäó ê íóëþ.

Çàäà÷à 9. (a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé íà [0, 1], êîòîðûå

ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå Ëåáåãà ê íóëþ, íî íå ñõîäÿòñÿ íè â îäíîé òî÷êå.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîé ñõîäÿùåéñÿ ïî ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïî÷òè âñþäó

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî sinnx íå èìååò ñõîäÿùåéñÿ ïî ìåðå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà [0, 1].

(d) Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó íå çàäàåòñÿ òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè fn ñõîäèòñÿ ê f ïî ìåðå µ,

òî Ψ(fn) ñõîäèòñÿ ê Ψ(f) ïî ìåðå µ äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ψ.

Çàäà÷à 11. (a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f íà [0, 1] òàêîé, ÷òî âñÿêàÿ èçìå-

ðèìàÿ ôóíêöèÿ g, ñîâïàäàþùàÿ ïî÷òè âñþäó ñ f , âñþäó ðàçðûâíà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f íà Rn ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêàÿ ôóíê-

öèÿ g òàêàÿ, ÷òî f = g ïî÷òè âñþäó.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ëîêàëüíî ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå Rn → Rn, òî îáðàç èçìåðè-

ìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ

íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ýòî íåâåðíî.
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