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Â ýòîé ëåêöèè ìû îïðåäåëèì ïðåäâàðèòåëüíîå ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîé êðè-
âîé è îïèøåì ìíîæåñòâî âñåõ êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè.

1.0. Ãëîáàëüíûå ïîëÿ

1.0.0. Îñíîâíîå ïîëå. Ðàáîòàåì íàä îñíîâíûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïî-
ëåì

k = k.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíî ïðîèçâîëüíî; â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàññìîòðåíèÿ óïðî-
ùàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèÿõ âðîäå char(k) 6= 2, 3.

Íåêîòîðûå òðàíñöåíäåíòíûå ìåòîäû èìåþò ñìûñë ëèøü ïðè k = C; îáîñíî-
âàíèå íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè.

1.0.1. Ðàñøèðåíèÿ îñíîâíîãî ïîëÿ. Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå âåñüìà ðàñ-
ïðîñòðàíåíû ñïåöèôè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè è àëãåáðàè÷åñêèìè
îáúåêòàìè. Òàê, êîìïàêòàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ áàíàõîâû àëãåáðû íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íà íèõ (Ãåëüôàíä-Íàéìàðê), êîììóòàòèâíûì êîëüöàì � èõ ñïåêòðû
(Ãðîòåíäèê); ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ýòèõ ñîîòâåòñòâèé îïðåäåëÿþò ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïîäõîäÿùèõ êàòåãîðèé.
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Â íàøåì ñëó÷àå óäîáíî íà÷àòü ñ àëãåáðàè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Ïóñòü
K ⊃ k

êîíå÷íîïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå ïîëåé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííûå óñëîâèÿ íå ñëåäóþò äðóã èç äðóãà.

k(x, y) ⊃ k � êîíå÷íîïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíèå òðàíñöåíäåíòíîñòè 2.

C(x, x
1
2 , x

1
4 , x

1
8 , . . . ) ⊃ C � ðàñøèðåíèå ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1, íå ÿâëÿþùååñÿ

êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì.

1.0.2. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: ïîëå k(x). Ýòî �ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé

K = k(x).
ÂÍÈÌÀÍÈÅ Ê ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈßÌ! Ñêîðî äëÿ êðèâîé X (ýòî ïîíÿòèå ÁÓÄÅÒ
îïðåäåëåíî) ÷åðåç

K = k(X)

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà ýòîé êðèâîé. Îáà îáîçíà÷å-
íèÿ íàñòîëüêî ñòàíäàðòíû, ÷òî îò íèõ íåâîçìîæíî îòêëîíèòüñÿ. Òàê ÷òî ëèøü
âíèìàíèå ê êîíòåêñòàì è ôîíòàì ïîçâîëèò èçáåæàòü íåäîðàçóìåíèé.

1.0.3. Íîðìèðîâàíèÿ. Ìû ñëåäóåì [Ñåðð1968]. Ââåä¼ì óïîðÿäî÷åííóþ ïî-
ëóãðóïïó (

Z
∐
{∞},+,≤

)
,

â êîòîðîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ Z+∞ = {∞},Z <∞.

Íîðìèðîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî1 ïîëÿ K åñòü ýïèìîðôèçì ïîëóãðóïï

v : (K, ·)� (Z
∐
{∞},+),

óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìàì

v(x) =∞⇐⇒ x = 0; (1.0.3a)

v|K× : K× � Z � ìîðôèçì ãðóïï; (1.0.3b)

v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)}. (1.0.3c)

Ââåä¼ì íå âïîëíå ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå

Val(K) :=
{
íîðìèðîâàíèÿ K�

(
Z
∐
{∞}

)}
.

Òåîðåìà Îñòðîâñêîãî îïèñûâàåò âñå íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë � èõ
îêàçûâàåòñÿ ïî îäíîìó íà êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî

Val(Q) = {vp | p � ïðîñòîå},

ãäå vp
(
pn a

b

)
= n ïðè a, b ∈ Z, aZ+ pZ = bZ+ pZ = Z, n ∈ Z.

1àêñèîìû, êîòîðûå ñåé÷àñ áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû, âðåìåííî íå ïîäðàçóìåâàþò âûäåëåí-
íîãî ïîäïîëÿ k ⊂ K
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Â íàøèõ îñíîâíûõ ðàññìîòðåíèÿõ ôèãóðèðóåò îñíîâíîå ïîëå k ⊂ K, è ê ïåðå-
÷èñëåííûì òð¼ì àêñèîìàì äîáàâëÿåòñÿ ÷åòâ¼ðòàÿ:

v|k× ≡ 0. (1.0.3d)

Íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ K, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàþòñÿ íîðìè-
ðîâàíèÿìè íàä k. Îáîçíà÷åíèå:

Valk(K) := {v ∈ Val(K) | v|k× ≡ 0}.

Ýòî ïîíÿòèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íå âïîëíå åñòåñòâåííûì; ìû, îäíàêî, ïîñòåïåí-
íî ñ íèì îñâîèìñÿ, ó÷àñü íà íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ äóìàòü î íîðìèðîâàíèÿõ êàê
î òî÷êàõ.

1.0.4 Íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ k(x). Äëÿ ëþáîãî α ∈ k èìååòñÿ íîðìèðîâàíèå
�ïîðÿäîê íóëÿ èëè ïîëþñà â α�. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ordα è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâA,B ∈ k[x], óäîâëåòâîðÿþùèõA(α)B(α) 6=
0 è ëþáîãî n ∈ N, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ordα

(
(x− α)nA

B

)
= n;

ýòî íîðìèðîâàíèå íàäî äîîïðåäåëèòü, ïîëîæèâ ordα(0) :=∞.

Åù¼ îäíî íîðìèðîâàíèå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ord∞; îíî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî

ord∞(x) = −1
è, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìèðîâàíèÿ íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôîðìóëîé

ord∞

(A
B

)
:= −deg(A) + deg(B).

Òåîðåìà. Íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ k(x) èñ÷åðïûâàþòñÿ óêàçàííûìè íîðìèðîâà-
íèÿìè:

Valk
(
k(x)

)
= {ordα | α ∈ k}

∐
{ord∞}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v : k(x)× → Z � íîðìèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì äâå âîç-
ìîæíîñòè.

(1) ∃α ∈ k; v(x − α) > 0. Òîãäà òàêàÿ α åäèíñòâåííà: åñëè áû íàøëàñü β 6= α,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ v(x− β) > 0, òî ìû áû íåìåäëåííî ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ

0 = v
(
(x− α) + (β − x)

)
≥(1.0.3d) min(v(x− α), v(x− β)) > 0.

Äàëåå,
v(x− α) = 1,

ïîñêîëüêó èíà÷å, â ñëó÷àå v(x − α) = d > 1 â ñèëó (1.0.3b) âûïîëíÿëîñü áû
âêëþ÷åíèå v

(
(x− α)n

)
∈ dZ äëÿ ëþáûõ n ∈ Z \ {0}, è ïîýòîìó, òàê êàê ëþáîé

ìíîãî÷ëåí P ∈ k[x] ñòåïåíè n > 0 ïðåäñòàâèì â âèäå P = c0 +
∑n
i=1 ci(x− α)i,

ãäå c0, c1, . . . , cn ∈ k è cn 6= 0, îêàçàëîñü áû (c ïîìîùüþ èçâåñòíîé ëåììû:
åñëè äëÿ a, b ∈ K âûïîëíåíî v(a) 6= v(b), òî v(a + b) = min

(
v(a), v(b)

)
), ÷òî

v(P ) = dmin{i|ci 6= 0} ∈ dZ, à òîãäà è âñå çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàíèÿ v áóäóò
äåëèòüñÿ íà d, âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ î åãî ñþðúåêòèâíîñòè.
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Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè ðàâåíñòâî v = ordα.

(2) ∀α ∈ k; v(x − α) ≤ 0. Êàê è â ñëó÷àå (1), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∀α ∈
k; v(x− α) = −1 è âûâåñòè îòñþäà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ k[x] èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî v(P ) = −degP . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî v = ord∞.�

1.1. ×òî òàêîå àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ?

1.1.0. Ìíîãî÷ëåíû è ìíîæåñòâà èõ íóëåé. Ïðîöèòèðóåì îïðåäåëåíèå èç
ñàìîãî íà÷àëà çàìå÷àòåëüíîãî ó÷åáíèêà [Øàôàðåâè÷2007]:

ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

f(x, y) = 0,

ãäå f(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k.

×èòàòåëü, êîòîðîãî óñòðàèâàåò ýòî îïðåäåëåíèå2, ìîæåò ïðîäîëæèòü ÷òåíèå. À
åñëè ÷èòàòåëÿ ÷òî-òî â í¼ì ñìóùàåò (íàïðèìåð, ÷òî x � íå òîò, ÷òî â ïðåäûäó-
ùèõ ïîäðàçäåëàõ...), òî, âîçìîæíî, åìó/åé èìååò ñìûñë ïðåäâàðèòåëüíî ïðî-
ñìîòðåòü Ïðèëîæåíèå.

Òî, ÷òî â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò íàçûâàòüñÿ êðèâîé, ïðàâèëüíåå íàçûâàòü
(ïëîñêîé) àôôèííîé êðèâîé; â äàëüíåéøåì ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ äðóãèìè êðè-
âûìè.

Óðàâíåíèÿ êðèâûõ ÷àñòî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå A = B; ïðè ýòîì ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü ýòîé çàïèñè è A− B = 0.

Ó íåêîòîðûõ êðèâûõ (âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè!) åñòü îáùåïðèíÿòûå èìåíà; îíè
îáû÷íî ñâÿçûâàþòñÿ ñ îáðàçàìè âåùåñòâåííûõ êðèâûõ � êëàññà, êîòîðûì ìû
çàíèìàòüñÿ â îñíîâíîì íå áóäåì. Íàïðèìåð,

Îêðóæíîñòü Äåêàðòîâ Ëåìíèñêàòà Êâàðòèêà
ëèñò Áåðíóëëè Ôåðìà

x2 + y2 = 1 y2 = x3 + x2 (x2 + y2)2 = 2(x2 − y2) x4 + y4 = 1

2ìåíÿ â ñòóäåí÷åñêèå ãîäû îíî âïîëíå óñòðàèâàëî...
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Íå âñå êëàññè÷åñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå � ïëîñêèå. Íàïðèìåð, ýëëèïòè-
÷åñêèå êðèâûå âîçíèêëè ïðè èçó÷åíèè äëèí äóã ýëëèïñîâ

X2

a2
+
Y 2

b2
= 1.

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ñàìè ýëëèïñû ìàëîèíòåðåñíû è íå îòëè÷àþòñÿ îò îêðóæ-
íîñòè (õîòÿ â 17-ì âåêå ýòè êðèâûå ñ÷èòàëèñü áû ðàçíûìè). Îäíàêî èõ äëèíû,
âûðàæàåìûå ïîñëå ïàðàìåòðèçàöèè (X = a cos t, Y = b sin t) ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà
êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ

(d`)2 := (dX)2 + (dY )2 =
(
a2 sin2 t+ b2 cos2 t

)
(dt)2

ê ýëëèïòè÷åñêîìó èíòåãðàëó∫
d` =

∫ √
a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt,

íå áåðóùåìóñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è ñûãðàâøåìó çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â
ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè 18 è 19 âåêîâ. Ââåäÿ íîâûå ïåðåìåííûå3

ξ := cos t, η := sin t, ζ :=
√
b2 cos2 t+ a2 sin2 t,

ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà∫
ζd arcsin η =

∫
ζ

dη√
1− η2

=

∫
ζ
dη

ξ

íà êðèâîé, çàäàííîé äâóìÿ óðàâíåíèÿìè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäè-
íàòàìè ξ, η, ζ {

ξ2 + η2 = 1
ζ2 = b2ξ2 + a2η2

Âûðàæàÿñü ïðîôåññèîíàëüíî, ìû ïðåäñòàâèëè ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ êàê ïå-
ðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê.

1.1.1. Êàêèå êðèâûå îäèíàêîâû? Íåñîìíåííî îäèíàêîâû êðèâûå, ïåðåâî-
äèìûå äðóã â äðóãà âçàèìíî îáðàòíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
� íàïðèìåð, ëþáîé ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà y = f(x) ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè (x, y) 7→ (x, y − f(x)), òîãäà êàê îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä
(x, y) 7→ (x, y + f(x)). Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå êðèâûõ,
îäíàêî, äëÿ íàñ ñëèøêîì òîíêî. Ââåä¼ì áîëåå ãðóáîå îòíîøåíèå, íà÷àâ ñ òð¼õ
ïðèìåðîâ.

Ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îêðóæíîñòè. Ñíîâà ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, çà-
äàííóþ óðàâíåíèåì

x2 + y2 = 1 (1.1.1a)

è ïîñòðîèì ïó÷îê ïðÿìûõ ÷åðåç òî÷êó (x, y) = (−1, 0):

3ìû èñïîëüçóåì íå î÷åíü óäîáíûå è íå ñàìûå òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ,
ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì
áîëåå ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàò
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Óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ �
y = t(x+ 1),

ãäå t ∈ k. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïîëó÷àåì

x2 + [t(x+ 1)]2 = 1; (1.1.1b)

ðàññìîòðèì åãî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè â k(t). Ïîñêîëüêó x = −1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ, ìû
çíàåì áåç âñÿêèõ âû÷èñëåíèé, ÷òî äðóãîé êîðåíü (ÿâëÿþùèéñÿ x-êîîðäèíàòîé
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x, y) = (−1, 0)) è
èìåþùåé "íàêëîí" t) çàâèñèò îò t ðàöèîíàëüíî.

Äåéñòâèòåëüíî, íàõîäèì

x =
1− t2

1 + t2
, y =

2t

1 + t2
; (1.1.1c)

òàêèì îáðàçîì, ëþáîå t ∈ k äà¼ò òî÷êó íà îêðóæíîñòè. Íàïðèìåð, ïðè õàðàê-
òåðèñòèêå char(k) /∈ {2, 5} âûáîð t = 1

2 äà¼ò "õîðîøî èçâåñòíóþ" (åãèïåòñêóþ)

òî÷êó (x, y) = (35 ,
4
5 ).

Áîëåå òîãî, âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà îêðóæíîñòè, êðîìå îäíîé, ïîëó÷àþòñÿ
òàêèì îáðàçîì; äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x, y) 6= (−1, 0) ëåæèò íà îêðóæíîñòè, òî

t =
y

x+ 1
(1.1.1d)

åñòü íå ÷òî èíîå, êàê "íàêëîí" ïðÿìîé èç ðàññìîòðåííîãî ïó÷êà.

Óðàâíåíèÿ (1.1.1c) è (0.0.0d) îïðåäåëÿþò áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì îêðóæ-
íîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1.1.1a), è ïðÿìîé, ïàðàìåòðèçîâàííîé ïåðåìåííîé
t.

Ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ äåêàðòîâà ëèñòà. Íàïîìíèì óðàâíåíèå ýòîé êðè-

âîé4:
y2 = x3 + x2 (1.1.1e)

Çäåñü òðåáóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîèòñÿ äàæå ïðîùå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ïðè-
ìåðå: ïó÷îê ïðÿìûõ

y = tx (1.1.1f)

ïðîõîäèò ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó êðèâîé (ýòî ïîíÿòèå áóäåò îáñóæäàòüñÿ íèæå;
ïîëåçíî óâèäåòü ýòó îñîáóþ òî÷êó íà èçîáðàæ¼ííîé âûøå âåùåñòâåííîé êàð-
òèíêå). Ïîäñòàíîâêà (1.1.1f) â (1.1.1e) äà¼ò t2x2 = x3+x2, èëè ïîñëå ñîêðàùåíèÿ
íà x2

x = t2 − 1, y = t3 − t (1.1.1g)

4ñ ýòîãî ïðèìåðà íà÷èíàåòñÿ ó÷åáíèê [Øàôàðåâè÷2007]
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� ýòî è åñòü èñêîìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ äåêàðòîâà ëèñòà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
îíà "ñêëåèâàåò" òî÷êè t = ±1. Îäíàêî ýòî � ñíîâà áèðàöèîíàëüíûé èçîìîð-
ôèçì, ïîñêîëüêó â ñèëó (1.1.1f) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé
t = y

x .

Ðàçíûå êàíîíè÷åñêèå âèäû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ìû íà÷èíàëè ñ ðåàëèçà-

öèè êðèâîé, îòâåòñòâåííîé çà äëèíû äóã ýëëèïñà X2

a2 + Y 2

b2 = 1, è ýòà ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êðèâàÿ áûëà ðåàëèçîâàíà êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
êâàäðèê (íàä R � öèëèíäðà è êîíóñà){

ξ2 + η2 = 1
b2ξ2 + a2η2 = ζ2

, (1.1.1h)

âòîðàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò îò "ïîëóîñåé" a è b ýëëèïñà.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ

ξ =
1− u2

1 + u2
, η =

2u

1 + u2
, ζ =

bv

1 + u2
(1.1.1i)

(â ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíòàõ ÷èòàòåëü óçíàåò "òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ" çàìåíó
(1.1.1c) â èçìåí¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ) äâà óðàâíåíèÿ (1.1.1h) ïðåâðàùàþòñÿ â
îäíî

v2 = u4 +
4a2 − 2b2

b2
u2 + 1 (1.1.1j)

� åñëè ââåñòè "ýêñöåíòðèñèòåò"

e :=

√
1− b2

a2
,

òî îíî ïðåâðàùàåòñÿ â

v2 =
(
u2 +

1− e
1 + e

)(
u2 +

1 + e

1− e

)
. (1.1.1j′)

Îáðàòíîå ê (1.1.1i) ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

u =
η

ξ + 1
, v =

ζ

b

(
1 +

η2

(ξ + 1)2

)
(1.1.1k)

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.1.1i) è (1.1.1k) íå îïðåäåëåíû â ëåæàùèõ íà
ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ òî÷êàõ (ξ = −1, η = 0, ζ = ±b) ïðîñòðàíñòâåííîé
êðèâîé è

(
u = ±i, v = ± 2ei√

1−e2
)
ïëîñêîé.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî êðèâàÿ (1.1.1j′) áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíà êðèâîé (1.1.1j′)

y2 = x(x− e)
(
x− 1

e

)
(1.1.1l)

� ïðèâåä¼ì îäíó êîìïîíåíòó ïðåîáðàçîâàíèÿ, u = −i
√

1−e
1+e

x+1
x−1 , ïðåäîñòàâëÿÿ

÷èòàòåëþ íàéòè îñòàëüíûå òðè. Ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òîæå îêàæóòñÿ
îïðåäåë¼ííûìè íå âñþäó. Ïðåèìóùåñòâî êðèâîé ((1.1.1l)) ïåðåä (1.1.1j′) ñêà-
æåòñÿ ïðè âëîæåíèè àôôèííîé ïëîñêîñòè â ïðîåêòèâíóþ.

***
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Èòàê, íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ ìû ïîçíàêîìèëèñü ïîíÿòèÿìè áèðàöèîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé è áèðàöèîíàëüíîãî èçîìîðôèçìà êðèâûõ. Òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ïîíÿòèé, òðåáóþùåãî (íà äàííîì óðîâíå ðàññìîòðåíèÿ) áîëüøîãî êîëè÷å-
ñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ îáîçíà÷åíèé, ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì, îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ
ê [Øàôàðåâè÷2007].

Îòìåòèì, îäíàêî, íåñêîëüêî ìîìåíòîâ.

(à) Áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì êðèâûõ áóäåò äëÿ íàñ îñíîâíûì; ïðîñòðàí-
ñòâà ìîäóëåé êðèâûõ áóäóò ñîñòîÿòü èìåííî èç êëàññîâ áèðàöèîíàëüíîé èçî-
ìîðôíîñòè êðèâûõ.
(á) Åãî òî÷íîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî âñêîðå.
(â) Àôôèííûå êðèâûå íå áóäóò èãðàòü ñóùåñòâåííîé ðîëè â êóðñå. Èíòóèòèâíî
èõ ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê ïîëíûå êðèâûå ñ ïðîêîëàìè. ×èòàòåëè, âëàäåþ-
ùèå êîìïëåêñíûì àíàëèçîì è äâóìåðíîé òîïîëîãèåé, ñóìåþò ñôîðìóëèðîâàòü
òî÷íîå óòâåðæäåíèå.
(ã) Îäíî èç íå î÷åíü ïðèÿòíûõ ñâîéñòâ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ çàêëþ÷àëîñü
â òîì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëî "íå ñîâñåì" îòîáðàæåíèÿìè.
Êîãäà ìû ïåðåéä¼ì ê ïîëíûì êðèâûì, âñþäó-îïðåäåë¼ííîñòü îòîáðàæåíèé áó-
äåò âîññòàíîâëåíà; òîãäà æå ìû ïåðåéä¼ì îò áèðàöèîíàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ
ê áèðåãóëÿðíûì.
(ä) Êðèâûå, äîïóñêàþùèå ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, íàçûâàþòñÿ ðàöèî-
íàëüíûìè; îíè áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíû ïðÿìîé; ëèíãâèñòû áûâàþò øîêè-
ðîâàíû, óçíàâ, ÷òî åñòü îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ íå ðàç-
ëè÷àþò ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé. Ñåðü¼çíûé æå âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè íåðà-
öèîíàëüíûå êðèâûå?

Îòâåò � ÄÀ, è ñ îäíèì èõ ìíîæåñòâîì ìû óæå âñòðåòèëèñü: ýëëèïòè÷åñêèå
êðèâûå íå ðàöèîíàëüíû. Êîãäà ìû îñâîèì ïîíÿòèå ðîäà êðèâîé, îáîñíîâàíèå
áóäåò ìãíîâåííî: ðîä ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ðàâåí 0, à ýëëèïòè÷åñêîé � 1. Â ñà-
ìîì íà÷àëå [Øàôàðåâè÷2007] óñòàíàâëèâàåòñÿ íåðàöèîíàëüíîñòü åù¼ îäíîé
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, òàê íàçûâàåìîé êóáèêè Ôåðìà, îïðåäåëÿåìîé óðàâíå-
íèåì x3 + y3 = 1.

1.1.2. Àáñòðàêòíûå, âëîæåííûå è ïîãðóæ¼ííûå êðèâûå. Îïÿòü ââå-
ä¼ì ýòè ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ ïðåäâàðèòåëüíî è íà ïðèìåðàõ.

Ââåä¼ì âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ (àôôèííîé) ïðÿìîé

L := {t|t ∈ k}.

Ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü, ÷òî ïðîñòî L = k, íî äëÿ íàñ k � ìíîæåñòâî ñ îïåðà-
öèÿìè, à L � "ïðîñòî" ìíîæåñòâî, ñòðóêòóðó (îêîëüöîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà)
íà êîòîðîì ìû ââåä¼ì ïîçæå.

Ââåä¼ì òàêæå ïîñòîÿííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ àôôèííîé ïëîñêîñòè

A2(k) := k× k,

ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ òå æå çàìå÷àíèÿ.
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Íàäî íàó÷èòüñÿ äóìàòü îá L êàê îá àáñòðàêòíîé, íèêóäà íå âëîæåííîé, êðè-
âîé (ïðÿìîé). Ðàññìîòðåííûå íàìè ïðèìåðû îêðóæíîñòè è äåêàðòîâà ëèñòà
íàäî ïîíèìàòü êàê äâà îòîáðàæåíèÿ

L \ {±i} −→ A2(k) : t 7→
(1− t2
1 + t2

,
2t

1 + t2

)
è

L −→ A2(k) : t 7→ (t2 − 1, t3 − t).

Ïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì (íå-îïðåäåë¼ííîñòü êîòîðîãî â äâóõ òî÷-
êàõ ïðîéä¼ò ïðè ïåðåõîäå îò àôôèííîé ãåîìåòðèè ê ïðîåêòèâíîé), à âòîðîå �
ïîãðóæåíèåì (ïîñêîëüêó ñêëåèâàåò òî÷êè t = ±1).

Ñêëàäûâàþùååñÿ ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî âëîæåíèå � ýòî èíúåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå àáñòðàêòíîé êðèâîé â ïëîñêîñòü, òðåáóåò íåêîòîðîé êîððåêòèðîâêè.
Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó êëàññè÷åñêóþ êðèâóþ, ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó, çàäà-
âàåìóþ â àôôèííîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì

y2 = x3

Îíà äîïóñêàåò î÷åâèäíóþ èíúåêòèâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

L −→ A2(k) : t 7→ (t2, t3)

(îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò, êàê è â ñëó÷àå äåêàðòîâà ëèñòà, ïðîñòî:
t = y

x ), êîòîðàÿ, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì, à íå âëîæåíèåì. Ïðè÷èíà
êðîåòñÿ â îñîáîé òî÷êå (x = 0, y = 0), íî ìû îòêëàäûâàåì îáñóæäåíèå ýòîãî
ïîíÿòèÿ.

1.2. Ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà êðèâûõ

1.2.0. Âàæíîå îáîçíà÷åíèå. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x, y] \ k ïîëîæèòåëüíîé
ñòåïåíè ìû òåïåðü îïðåäåëÿåìóþ èì êðèâóþ áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ìíîæå-
ñòâîì åãî íóëåé è îáîçíà÷àòü

zerf := {(x, y) ∈ A2(k) | f(x, y) = 0}.

Íåñòàíäàðòíûé øðèôò äëÿ x, y êîììåíòèðóåòñÿ â Ïðèëîæåíèè. Îòìåòèì, ÷òî
òðàäèöèîííî � ñì., íàïðèìåð, [Ìàíèí2012]) � èñïîëüçóåòñÿ ìåíåå ìíåìîíè÷-
íîå îáîçíà÷åíèå V(f) ≡ zerf , ïî-âèäèìîìó, îò ñëîâà variety.

1.2.1. Íåïðèâîäèìûå ïëîñêèå êðèâûå. Íà÷í¼ì îïÿòü ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà:
êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì xy = 0
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x = 0

y = 0

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ êðèâûõ, ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí xy ∈ k[x, y] ïðèâî-
äèì. Íàïîìíèì îáùåå îïðåäåëåíèå:

ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x, y] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè îí íå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøèõ ñòåïåíåé, òî åñòü èç ðàâåíñòâà
f = f1f2, ãäå f1, f2 ∈ k[x, y] ñëåäóåò, ÷òî ëèáî f1 ∈ k, ëèáî f2 ∈ k. Â ñèëó î÷å-
âèäíîé ôîðìóëû

zerf1f2 = zerf1
⋃

zerf2

íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x, y] ðàâíîñèëüíà íåâîçìîæíîñòè ïðåäñòà-
âèòü êðèâóþ zerf â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñòðîãî ñîäåðæàùèõñÿ â íåé êðèâûõ.
Êðèâûå, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì, ñàìè íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè.

Âñå ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå êðèâûå áûëè íåïðèâîäèìû, õîòÿ
ìû ñïåöèàëüíî ýòîãî íå îãîâàðèâàëè. Â ýòîì æå ðàçäåëå íåïðèâîäèìîñòü êðè-
âûõ îêàæåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííîé.

Èíîãäà êàæåòñÿ ñîáëàçíèòåëüíûì âîâñå îòêàçàòüñÿ â àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êóð-

ñàõ îò ðàññìîòðåíèÿ ïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé � âåäü ïðèâîäèìûå ìíîãîîáðàçèÿ

ðàñïàäàþòñÿ â îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ. Îäíàêî ÷àñòî, â òîì ÷èñëå â íàøåì êóð-

ñå, ìíîãîîáðàçèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íå òîëüêî èíäèâèäóàëüíî, íî è â ñåìåéñòâàõ; è

÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñåìåéñòâà, ïî÷òè âñå ÷ëåíû êîòîðûõ íåïðèâîäèìû, íî íåêîòîðûå

ïðèâîäèìû. Òàêîâî (î÷åâèäíî) ñåìåéñòâî ãèïåðáîë xy = c è (òîæå î÷åâèäíî, åñëè

âèäåòü òî, ÷òî â 19-ì âåêå íàçûâàëîñü ìíèìûì) ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé x2+y2 = r2.

1.2.2. Êîëüöà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà êðèâûõ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü
êîëüöî k[x, y] êàê êîëüöî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé A2(k) → k, òî äëÿ íåïî-
ñòîÿííîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[x, y] \ k ïîðîæä¼ííûé èì èäåàë

〈f〉 := fk[x, y] C k[x, y]

ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â 0 íà

êðèâîé zerf . Ýëåìåíòû ôàêòîð-êîëüöà k[x,y]
〈f〉 èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ðåãóëÿðíûå

(ïîëèíîìèàëüíûå) ôóíêöèè íà zerf .

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

X := zerf ,

òî ýòî ôàêòîð-êîëüöî îêàçûâàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ãëàâíûõ îáúåêòîâ êîììó-
òàòèâíîé àëãåáðû ≈ àôôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

k[X] :=
k[x, y]
〈f〉
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Åñëè íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x, y] \ k íåïðèâîäèì, òî ïîðîæä¼ííûé èì
èäåàë 〈f〉 ïðîñò (ñì. [ÀòüÿÌàêäîíàëüä1972]).

Â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî k[X] íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

1.2.3. Ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ. Èòàê,
â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîé êðèâîé X îïðåäåëåíî (ñì. [ÀòüÿÌàêäîíàëüä1972])
ïîëå ÷àñòíûõ5

k(X) := ff
(
k[X]

)
.

Ýòè ïîëÿ è áóäóò îñíîâíûìè â íàøåì ïîäõîäå ê êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè-
÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì k. Êëàññ ýòèõ ïîëåé áûë ââåä¼í â íà÷àëå ëåêöèè;
îêàçûâàåòñÿ, îí îõâàòûâàåò ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà ÂÑÅÕ êðèâûõ.

Òåîðåìà. (a) Åñëè ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x, y] \ k íåïðèâîäèì, òî ïîëå

k(zerf ) ⊃ k

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k ñòåïåíè òðàíñöåíäåíò-
íîñòè 1.
(á) Íàîáîðîò, åñëè K ⊃ k � êîíå÷íîïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå ïîëåé ñòåïåíè
òðàíñöåíäåíòíîñòè 1, òî íàéä¼òñÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x, y], äëÿ
êîòîðîãî K ' k(zerf ).

Î äîêàçàòåëüñòâàõ. (à) Ïîñêîëüêó ïîëå K ïîðîæäåíî íàä k âñåãî äâóìÿ
ýëåìåíòàìè x è y, êîíå÷íîïîðîæä¼ííîñòü ñîìíåíèé íå âûçûâàåò. Îñòà¼òñÿ ïî-
êàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà u, v ∈ K óäîâëåòâîðÿþò íåòðèâèàëüíîìó ïî-
ëèíîìèàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k. Ýòî ãåîìåòðè÷åñêè î÷å-
âèäíî: ñíîâà îáîçíà÷èâ X := zerf è ïðåäñòàâèâ u, v êàê (êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòè) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò x, y, îòìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëè ýòèõ ôóíêöèé
èìåþò íå áîëåå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íóëåé íà X, è ïîòîìó îïðåäåëåíî ðàöè-
îíàëüíîå (òî åñòü îïðåäåë¼ííîå âíå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê è çàäàâàåìîå
ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè) îòîáðàæåíèå

u× v : X 99K A2(k).

Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ (ñì. [Øàôàðåâè÷2007], ãäå, ïðàâ-
äà, ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ,
íî íóæíîå íàì óòâåðæäåíèå èç íåãî âûòåêàåò), à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî u è v
ñâÿçàíû ïîëèíîìèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì.

(á) Íå ñðàçó î÷åâèäíî, ÷òî ïîëå K ïîëÿ k(X), ïîðîæä¼ííîå êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì îáðàçóþùèõ, ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî âñåãî äâóìÿ îáðàçóþùèìè.

Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà òàêîâî. Âûáåðåì x ∈ (K \ k). Åñëè K \ k(x), òî áîëüøå
íè÷åãî äîêàçûâàòü íå íàäî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàñøèðåíèå K ⊃ k(x) êî-
íå÷íî è, åñëè îíî ñåïàðàáåëüíî, òî ïî òåîðåìå î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå (ñì.

5ìû èñïîëüçóåì èíîãäà âñòðå÷àþùååñÿ â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå îáîçíà÷åíèå ff äëÿ
fraction field
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[Âàðäåí1975]) íàéä¼òñÿ òàêîé y ∈ K, ÷òî K = k(x)(y) = k(x, y). Îáùåå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñíîâà ìîæíî íàéòè â [Øàôàðåâè÷2007] (êðèâàÿ X
ñíà÷àëà ïîìåùàåòñÿ â ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à çàòåì ïðîåêòèðóåòñÿ îòòó-
äà íà ïëîñêîñòü). �

1.3. Îáúåäèíåíèå M(k) âñåõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé

1.3.0. Îêîí÷àòåëüíîå îïðåäåëåíèå áèðàöèîíàëüíîãî èçîìîðôèçìà.Ìû
óæå çíàêîìû ñ ïîíÿòèåì áèðàöèîíàëüíîãî èçîìîðôèçìà íà ïðèìåðàõ àôôèí-
íûõ êðèâûõ (êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò èãðàòü â îñíîâíîì âñïîìîãàòåëüíóþ
ðîëü, à ôèãóðèðîâàëè ïî èñòîðè÷åñêèì è ìåòîäè÷åñêèì ïðè÷èíàì).

Òåïåðü ââåä¼ì îñíîâíîå, òî÷íîå è îêîí÷àòåëüíîå îïðåäåëåíèå. Äâå íåïðèâîäè-
ìûå àôôèííûå êðèâûå X1 ⊂ A2(k) è X2 ⊂ A2(k) áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíû,

X1 ' X2,

åñëè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà íèõ K1 = k(X1) è K2 = k(X2) èçîìîðôíû
íàä ïîëåì êîíñòàíò:

K1 'k K2.

Íåñêîëüêî êîììåíòàðèåâ ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ.

(à) Ïîëÿ K1 ⊃ k è K2 ⊃ k íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè íàä k, åñëè ñóùåñòâó-
åò èçîìîðôèçì

ι : K1
'−→ K2,

òîæäåñòâåííûé íà k. Ïðåäîñòåðåæåíèå: â ñëó÷àå k = C èçîìîðôèçì ïîëåé

ff
( C[z, w]
〈−w2 + z3 + iz + 1〉

)
'−→
( C[z, w]
〈−w2 + z3 − iz + 1〉

)
,

îïðåäåë¼ííûé ñîïîñòàâëåíèåì (z.w) 7→ (z, w), íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íàä
C.
(á) Ïîñêîëüêó ãëàâíûì ñîäåðæàíèåì ýòîé ëåêöèè ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ìíî-
ãî÷ëåíàìè f ∈ k[x, y] è îïðåäåë¼ííûìè èìè ìíîæåñòâàìè íóëåé zerf , áîëåå
åñòåñòâåííûì ìîãëî áû ïîêàçàòüñÿ îïðåäåëåíèå îïðåäåëåíèå áèðàöèîíàëüíûõ
èçîìîðôèçìîâ â òåðìèíàõ zerf1 ' zerf2 (íåòðóäíî, âïðî÷åì, óáåäèòüñÿ, ÷òî
ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x, y]\k îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñâîèõ íóëåé zerf îäíîçíà÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî k×-ïðîïîðöèîíàëüíîñòè). Îäíàêî ìû ïðåäïî÷ëè èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ âèäà K = k(X), ïîä÷¼ðêèâàþùåå ñâÿçü êðèâîé è äëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé íà íåé; â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëîâîñî÷åòàíèÿ
X � ìîäåëü (ïîêà ïëîñêàÿ àôôèííàÿ) ïîëÿ K = k(X).
(â) Ýòî æå îáîçíà÷åíèå áóäåò ñîõðàíåíî ïðè áîëåå øèðîêîì ïîíèìàíèè ïîíÿ-
òèÿ "êðèâàÿ� X, êîòîðîå, îäíàêî, íå ïîòðåáóåò ðàñøèðåíèÿ êëàññà ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïîëåé K. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ áóäóò ôèãóðèðîâàòü ìíîæåñòâà U ⊂ X,
ïîëó÷àåìûå âûáðàñûâàíèåì èç X êîíå÷íûõ (èíîãäà ïóñòûõ) ìíîæåñòâ òî÷åê,
òàêèõ, ÷òî K = ff

(
k[U ]

)
.

1.3.1. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâàM(k). Çäåñü íàì ïîëåçíî áóäåò îáîçíà÷åíèå
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äëÿ óæå ôèãóðèðîâàâøåãî ìíîæåñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

kirr[x, y] ⊂ k[x, y].

Íà âñÿêèé ñëó÷àé, ââåäÿ äëÿ d ∈ N>0 îáîçíà÷åíèå

k[x, y]d :=
{ ∑
i+j=d

aijx
iyj | aij ∈ k,∃i ∈ {0, . . . , d} : ai,d−i 6= 0

}
.

äëÿ ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d, óòî÷íèì

kirr[x, y] := k[x, y] \
(
{0}

∐ ∐
d1,d2∈N>0

k[x, y]d1 · k[x, y]d2
)
.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ââåñòè ãëàâíûé îáúåêò íàñòîÿùåé ëåêöèè

M(k) :=
{zerf | f ∈ kirr[x, y]}

'

Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé (âñåõ) êðèâûõ � ýòî ìíîæåñòâî ïëîñêèõ àôôèííûõ
êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî áèðàöèîíàëüíîãî èçîìîðôèçìà.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî ìíîæåñòâî ñíàáæåíî ñþðúåêöèåé

kirr[x, y]�M(k).

1.3.2. Çàêëþ÷åíèå. Ìû îïðåäåëèëè ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ êàê ìíî-
æåñòâî; ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü íà ýòîì ìíîæåñòâå ðÿä ñòðóêòóð. Îêàæåòñÿ, ÷òî
åäèíñòâåííûé äèñêðåòíûé èíâàðèàíò â ìèðå êðèâûõ, ðîä, ðàçáèâàåò ïðîñòðàí-
ñòâî ìîäóëåé íà ïîäìíîæåñòâà, íàäåë¼ííûìè åñòåñòâåííîé (õîòÿ ïîòðåáîâàëñÿ
÷óòü ëè íå âåê, ÷òîáû âûðàáîòàòü ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ) ñòðóêòóðîé êîíå÷íî-
ìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Çàäà÷à áëèæàéøèõ ëåêöèé � ââåñòè ýòè ñòðóêòóðû.

Ïðèëîæåíèå: ÷òî òàêîå ìíîãî÷ëåí?
Âîïðîñ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåñêîëüêî îáèäíûì äëÿ ÷åëîâåêà äëÿ ÷åëîâåêà õîòÿ
áû ñî ñðåäíèì îáðàçîâàíèåì. È äàæå ñòóäåíòàì ìëàäøèõ êóðñîâ ñîâðåìåí-
íûõ (ìåõàíèêî-) ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ëþáûõ óíèâåðñèòåòîâ èçâåñòíî
îïðåäåëåíèå-îáîçíà÷åíèå

k[x, y] :=
{ m∑
i=1

n∑
j=1

aijx
iyj | m,n ∈ N, aij ∈ k

}
(ìû òîæå èì ïîëüçîâàëèñü).

Îäíàêî íå âïîëíå ÿñíû îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

• ×òî òàêîå x, y, . . .?
Âîò ìû îïðåäåëÿåì îêðóæíîñòü: S1 := {(x, y) ∈ R × R | x2 + y2 = 1}. Çäåñü

ÿâíî x ∈ R è y ∈ R � íàïðèìåð, ìû ðàäîñòíî íàõîäèì òî÷êó íà îêðóæíîñòè
(x, y) = (35 ,

4
5 ) ∈ S1.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ìû îïðåäåëÿåì êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà

îêðóæíîñòè R[S1] := R[x,y]
〈x2+y2−1〉 , òî ÿâíî x, y : R× R→ R � àáñöèññà è îðäèíà-

òà, âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè.

•×òî òàêîå f?
Â ÷àñòíîñòè, êàêàÿ çàïèñü ïðàâèëüíåå:

f èëè f(x, y) ∈ k[x, y]?

Â ïåðâîì ñëó÷àå f � ýëåìåíò êîëüöà ïîëèíîìîâ, âî âòîðîì � ôóíêöèÿ äâóõ
ïåðåìåííûõ k × k → k. Êñòàòè, íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ìíîãî÷ëåí è îïðåäå-
ëÿåìàÿ èì ôóíêöèÿ � ðàçíûå îáúåêòû, íàïðèìåð, íàä Fp ìíîãî÷ëåí xp = x
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

•×òî òàêîå k[x, y]? Îïðåäåëåíèå áûëî äàíî, òàê ÷òî óòî÷íèì âîïðîñ: êàêîâà
ðîëü áóêâ x, y â îïðåäåëåíèè êîëüöà k[x, y]?

Ïðîùå îáñóäèòü ýòîò âîïðîñ äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé

k[x] := {a0 + a1x+ a2x
2 + . . . } ←→ {(a0, a1, a2, . . . )}

� äåéñòâèòåëüíî, ïî÷åìó áû íå îòîæäåñòâèòü ìíîãî÷ëåí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
åãî êîýôôèöèåíòîâ?

Ïîñëå òàêîãî îòîæäåñòâëåíèÿ ñëîæåíèå â êîëüöå k[x] îêàçûâàåòñÿ î÷åâèä-
íûì (ïîêîýôôèöèåíòíûì), à óìíîæåíèå � íåî÷åâèäíûì è îïðåäåëÿåìûì ôîð-
ìóëîé6

(a0, a1, a2, . . . )(b0, b1, b2, . . . ) := (a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, . . . );

èìåííî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîé ôîðìóëû íóæíî âåðíóòüñÿ ê òðàäèöèîííûì ìíî-
ãî÷ëåíàì, è òîãäà ôîðìóëà

(a0 + a1x+ a2x
2 + . . . )(b0 + b1x+ b2x

2 + . . . ) =

+a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + . . .

ñëåäóåò èç äèñòðèáóòèâíîñòè...� íî ÃÄÅ? Ìû âåäü â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ
óìíîæåíèÿ â åù¼ íå îïðåäåë¼ííîì êîëüöå!

Òàêèì îáðàçîì, áóêâà x â êîëüöå k[x] èãðàåò íåêîòîðóþ ñèìâîëè÷åñêóþ
ðîëü, âñåãî ëèøü îáîñíîâûâàÿ ñâîåîáðàçíîå óìíîæåíèå. Íå âïîëíå ÿñíî, êîëü-
öà k[x] è k[y] � èçîìîðôíûå êîëüöà èëè îäíî è òî æå êîëüöî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçíûõ áóêâ äëÿ îáîñíîâàíèÿ åñòåñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ...

Òå æå ïðîáëåìû äåéñòâóþò è â êîëüöàõ k[x, y] := k[x][y] è ò. ï.

***

Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî áûëî áû ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèå îòâåòû:

• Êîëüöà k[x], k[x, y], . . . è ïîëÿ k(x), k(x, y), . . . ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè è ïîíÿò-
íûìè; íå âäàâàòüñÿ â îáñóæäåíèå ôèãóðèðóþùèõ â íèõ áóêâ.

6ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé, à ñàìî îïðåäåëåíèå (ïðàâäà, íå â êîëüöå ìíîãî÷ëå-
íîâ k[x], à â áîëüøåì êîëüöå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[x]]) ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ
ïîëóãðóïïîâîãî êîëüöà k[N+]/ Êîíñòðóêöèÿ íåìíîãî ïðîÿñíÿåòñÿ, åñëè îòîæäåñòâèòü àääè-
òèâíûé ìîíîèä N+ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì {xn | n ∈ N}.
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• Èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè ÒåÕà äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ðàçíîâèäíîñòåé èñïîëüçî-
âàíèÿ òðàäèöèîííûõ áóêâ, íàïðèìåð

x, y, · · · ∈ k(x, y, . . . ) äëÿ ïåðåìåííûõ;

x,y, · · · ∈ k äëÿ êîíñòàíò;

x, y, · · · ∈ k äëÿ ñèìâîëîâ.

• Ñ÷èòàòü îñíîâíûì îáîçíà÷åíèå f ∈ k[x, y], à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíî-
ìèàëüíûõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàòü êàêîå-íèáóäü îáîçíà÷åíèå âðîäå

f : k× k −→ k : (x,y) 7→ f(x,y).

Îäíàêî çà òàêèìè îáîçíà÷åíèÿìè áûëî áû òðóäíî ñëåäèòü, è èõ èñïîëüçîâàíèå
íåîïðàâäàííî îòêëîíÿëîñü áû îò òðàäèöèé ñîâðåìåííîé àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîé
ëèòåðàòóðû. Ïîýòîìó ìû ïîéä¼ì äðóãèì ïóò¼ì.

***

Áóäåì â îñíîâíîì ñëåäîâàòü òðàäèöèÿì (ïîíèìàÿ áóêâû â çàâèñèìîñòè îò êîí-
òåêñòà). Íî ïîäîéä¼ì ê êîëüöàì ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîçèöèé óíèâåðñàëüíîé àë-
ãåáðû.

Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùåå (âçðîñëîå) îïðåäåëåíèå. Äëÿ ìíîæåñòâà ïåðå-
ìåííûõ X (òèïè÷íûå ïðèìåðû: X = {x}, X = {x, y}, ...) ââîäèòñÿ êàòåãîðèÿ
(ñì. [Ëåíã1968], [Ìàêëåéí2004])

[X ]k := {{(A, ι) || A ∈∈ k-ALG, ι : X 99K A}},

îáúåêòû êîòîðîé � ïàðû (k-àëãåáðà A, îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ ι : X 99K A ), à

Mor
(
(A, ι), (A′, ι′)

)
:= {α : A→ A′ | ι′ ◦ α = ι}.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ � íà÷àëüíûé îáúåêò ýòîé êàòåãîðèè. Çäåñü ñíîâà âîçíèêà-
åò ïðîáëåìà îáîçíà÷åíèé, ïîòîìó ÷òî õî÷åòñÿ îáîçíà÷èòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó
ýòîãî îáúåêòà k[X ], íî òàêîå îáîçíà÷åíèå î÷åâèäíî êîíôëèêòîâàëî áû ñ óæå
ïðèíÿòûìè k[x], k[x, y] è ò.ä. Çäåñü ìû, îäíàêî, ïîçâîëèì ñåáå èñïîëüçîâàòü
÷èñòî ÒåÕîâñêèé òðþê � íåñòàíäàðòíûé ðàçìåð ñêîáîê7 (îáñóæäàåìàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ áîëüøå íå áóäåò ôèãóðèðîâàòü â êóðñå).

Èòàê, îáîçíà÷àåì íà÷àëüíûé îáúåêò êàòåãîðèè [X ]k ÷åðåç(
k
[
X
]
, ιX

)
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà (A, ι) ∈∈[X ] k îïðåäåë¼í ìîðôèçì α : k
[
X
]
→ A,

óäîâëåòâîðÿþùèé α◦ ιX = ι. Îñîáåííî âàæåí ñëó÷àé A = k; îáîçíà÷èì âòîðóþ
êîìïîíåíòó ýòîãî îáúåêòà plug. Ýòî � ïîäñòàíîâêà "÷èñëîâûõ" çíà÷åíèé íà
ìåñòà ïåðåìåííûõ; â îòâåðãíóòûõ âûøå íåòðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî
áûëî áû èñïîëüçîâàòü çàïèñü plug : X → k : x 7→ x, ... . Åñëè åù¼ îáîçíà÷èòü α =

eval : k
[
X
]
→ k, òî eval◦ ιX = plug � ýòî è åñòü ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ

ìíîãî÷ëåíà ïðè ïîäñòàíîâêå ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé íà ìåñòî ïåðåìåííûõ.

7ïî ïðèíÿòîìó ñîãëàøåíèþ k[x] = k
[
{x}

]
. Òàêîãî ðîäà îáîçíà÷åíèå íåîáõîäèìî áûëî áû

ïðè ïîñòðîåíèè àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ïîëÿ, ãäå èñïîëüçóåòñÿ k
[
X
]
= k

[
kirr[x]

]
.
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Íî ðàáîòàòü â òàêèõ ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèÿõ, êîíå÷íî, íåâîçìîæíî. Ïî-

ýòîìó, äîêàçàâ, ÷òî ιX èíúåêòèâíî, ìû âëîæèì ñ åãî ïîìîùüþ X â k
[
X
]
è

çàòåì äëÿ f ∈ k
[
X
]
è x ∈ X ââåä¼ì ïîëóçàêîííîå ñîêðàùåíèå

f(x) := eval(f),

ðåàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå "çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà" k
[
X
]
× kX → k.
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