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Çàäà÷è

Ê ëåêöèè 1

1.1. Âîçìîæíà ëè ÷åòâ¼ðêà ïîëåé K1 ⊃ K2 ⊃ K3 ⊃ k, â êîòîðîé ñòåïåíü òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè K1 íàä k ðàâíà 1, íî íèêàêèå ðàñøèðåíèÿ ñîñåäíèõ ïîëåé íå
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè?

1.2. Ïóñòü K ⊃ F � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, è ïóñòü v ∈ Val(K) � íîðìè-
ðîâàíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå v|F : F →

(
Z
∐
{∞}

)
óäîâëåòâîðÿåò âñåì

àêñèîìàì íîðìèðîâàíèÿ, êðîìå, âîçìîæíî, ñþðúåêòèâíîñòè. Îïèøèòå âñå íîð-
ìèðîâàíèÿ ïîëÿ Q(

√
2).

1.3. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé îïèøèòå âñå íîðìèðîâàíèÿ íàä îñíîâ-
íûì ïîëåì k ïîëåé k(x,

√
1− x2) è k(x,

√
1− x3). Ïðîâåðüòå ïåðâûé èç îòâåòîâ

ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè îêðóæíîñòè.

1.4. (Çàäà÷à èç ó÷åáíèêà È.Ð. Øàôàðåâè÷à). Ïóñòü äåêàðòîâ ëèñò, çàäàí-
íûé óðàâíåíèåì y2 = x3 + x2, ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä R. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü åãî
ïåòëè.

1.5. Âûðàçèòå äëèíó ýëëèïñà ÷åðåç òàáëè÷íûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Èçó-
÷èòå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïðè ýêñöåíòðèñèòåòå ýëëèïñà, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ.

1.6. Íàéäèòå â êàêîì-ëèáî ñïðàâî÷íèêå îïðåäåëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé (ßêîáè-Ãóäåðìàíà) òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ôóíêöèé z 7→ cnz, snz, dnz. Íå
îáÿçàòåëüíî âíèêàÿ â àíàëèòè÷åñêóþ ñóòü ýòèõ îïðåäåëåíèé, ñî÷òèòå èõ ñâîé-
ñòâà ìîòèâèðóþùèìè ðàññìîòðåíèå â òð¼õìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå êî-
îðäèíàòàìè (c, s, d) ïåðåñå÷åíèå äâóõ êâàäðèê{

c2 + s2 = 1
d2 + κ2s2 = 1

(κ � ïàðàìåòð). Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî áèðàöèîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïå-
ðåâåäèòå ýòó ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ â ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ â ôîðìå Âåéåð-

øòðàññà, çàäàííóþ óðàâíåíèåì y2 = x3 + ax + b ñ ïàðàìåòðàìè a, b. Ñëåäèòå
çà òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ñëó÷àåì κ = 0, dn ≡ 1.
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2.1. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñëîâî òðåóãîëüíèê îçíà÷àåò îáúåäèíåíèå òð¼õ ïðÿìûõ â ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì (íàïðèìåð, C), ïðåä-
ëîæèòå îïðåäåëåíèÿ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé. Èçó÷èòå èõ ïåðåñå-
÷åíèå; âñåãäà ëè îíî ñîñòîèò èç 4-õ òî÷åê?

Ñëåäóþùèå òðè çàäà÷è èìåþò ñìûñë íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k, íî äëÿ îñòîðîæíî-

ñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî k = C.

1
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2.2. Ïóñòü àôôèííàÿ îêðóæíîñòü Ẍ çàäàíà óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1, òî÷êà
P ∈ Ẍ îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè x(P ) = 0, y(P ) = 1.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî x � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â òî÷êå P .

(á) Ïðîâåðüòå, ÷òî y ∈ OP è âû÷èñëèòå îáðàç y ïðè âëîæåíèè OP ↪→ k[[x]].

(â) Âû÷èñëèòå îáðàç 1
y ïðè âëîæåíèè OP ↪→ k((x)).

(ã) Ïðîàíàëèçèðóéòå ñâî¼ ðåøåíèå: êàêèå ñâîéñòâà ïîëÿ k èñïîëüçîâàëèñü?

2.3. Ïðîäåëàéòå òî æå, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, äëÿ êðèâîé y2 = 1− x3.

2.4. Ïðîäåëàéòå òî æå, ÷òî â ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷àõ, äëÿ êóáèêè Ôåðìà

x3 + y3 = 1.

2.5*. Ïðåäëîæèòå îïðåäåëåíèå äèâèçîðà div(∂) íåíóëåâîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ∂ ∈ Diffk(K). Â ñëó÷àå X = P1(k) âû÷èñëèòå div

(
d
dx

)
2.6*. Ïðåäëîæèòå îïðåäåëåíèå äèâèçîðà div(ω) íåíóëåâîãî äèôôåðåíöèàëà
ω ∈ Ω1(X). Â ñëó÷àå X = P1(k) âû÷èñëèòå div(dx).

2.7*. Ïóñòü X � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êóáèêà ñ àôôèííûì óðàâíåíèåì

y2 = x3 + ax+ b,

è íà íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë ω := dx
y . Âû÷èñëèòå div(ω).

2.8*. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå

∂ :=
d

ω
: K −→ K : r 7→ dr

ω

è äîêàæèòå, ÷òî ýòî � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Âû÷èñëèòå div(∂).
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3.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêèõ D ∈ Div(X) è x, y ∈ L(D), ÷òî 〈x, y〉 6= L(D).

3.2. Íà êðèâîé X ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé äèâèçîð D = P , ãäå P ∈ X � ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè X � ïëîñêàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîíèêà, òî
`(D) = 1.

3.3. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî, åñëè X � ïëîñêàÿ
íåïðèâîäèìàÿ êóáèêà, òî `(D) = 0.

3.4. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ àôôèííûõ êâàä-
ðèê èç çàäà÷è 1.6, íî (áåç àïåëëÿöèè ê ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì è) â áîëåå
òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ {

x2 + y2 = 1
z2 + k2y2 = 1,
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ãäå k � "îáùèé" ïàðàìåòð. Âëîæèòå k-ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà 〈x〉, 〈y〉, 〈x, y〉,
〈y, z〉, 〈x, y, z〉 è ò. ï. â ïîäõîäÿùåå ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà-Ðîõà L(D). Êàêèå
îãðàíè÷åíèÿ íà k èñïîëüçîâàëèñü?

3.5. Ïóñòü P,Q,R � ðàçíûå òî÷êè íà ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êóáèêå X. Ïîêàæè-
òå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ Z ∈ X, ÷òî P +Q−R ≡ Z.

3.6. Ïóñòü x � ñòàíäàðòíàÿ êîîðäèíàòà íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì

(1 : x : x2 : x3) : P1(k) −→ P3(k).

Äîêàæèòå, òî îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íå ëåæèò íè â êàêîé ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè.

Ê ëåêöèè 4
Â íèæåñëåäóþùèõ çàäà÷àõ äëÿ äèâèçîðà D ∈ Div(X) è áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-
Ðîõà L(D) = 〈x0, . . . , xn〉 èñïîëüçóåòñÿ (íåñòàíäàðòíîå) îáîçíà÷åíèå

ιD : X −→ Pn

(
k) : P 7→ (x0(P ) : · · · : xn(P )

)
.

Ýòî îòîáðàæåíèå çàâèñèò îò áàçèñà, íî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâíîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè.

4.1. (Ïðîäîëæåíèå çàäà÷è 3.6 î ðàöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé êðèâîé). Ðàññìîòðè-
òå ñëó÷àéX = P1(k) è D = 3∞. Âûáðàâ â L(D) ñòàíäàðòíûé áàçèñ 〈1, x, x2, x3〉,
à â P3(k) êîîðäèíàòû (x0 : x1 : x2 : x3) òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî òîæäåñòâë
(x0 : x1 : x2 : x3) ≡ (1 : x : x2 : x3), óáåäèòåñü â òîì, ÷òî îáðàç ιD(X) ëåæèò
â ïåðåñå÷åíèè äâóõ êâàäðèê ñ óðàâíåíèÿìè x0x2 = x1x3 è x0x3 = x1x2. ñîâ-
ïàäàåò ëè ýòîò îáðàç ñ ïåðåñå÷åíèåì óêàçàííûõ êâàäðèê? Ñîâåò. Ðàññìîòðèòå
ñòåïåíü êðèâîé ιD(X).

4.2. Ïî-ïðåæíåìó äëÿ X = P1(k) ïîñòðîéòå ïîãðóæåíèå ι : X → P1(k), îá-
ðàç êîòîðîãî â àôôèííîé êàðòå, òî åñòü ι(X)

⋂
A2(k), â ïîäõîäÿùèõ êîîðäè-

íàòàõ ñîâïàë áû ñ äåêàðòîâûì ëèñòîì, çàäàâàåìûì, íàïîìíèì, óðàâíåíèåì
y2 = x3 + x2. Íàéä¼òñÿ ëè òàêîé äèâèçîð D ∈ Div(X), ÷òî ι = ιD?

4.3. Òîò æå âîïðîñ, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñ çàìåíîé äåêàðòîâà ëèñòà íà
ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó, çàäàâàåìóþ, íàïîìíèì, óðàâíåíèåì y2 = x3.

4.4. Ðàññìîòðèòå ïîëó÷åííîå â ëåêöèè óðàâíåíèå ïëîñêîé êóáèêè

c00 + c10x+ c01y + c20x
2 + c11xy + c30x

3 + c02y
2 = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè c30c02 = 0, òî êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ ýòèì óðàâíåíèåì, ðàöè-
îíàëüíà.

4.5. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ êðè-
âóþ ðîäà 1 ìîæíî çàäàòü àôôèííûì óðàâíåíèåì âèäà

y2 + b11xy + b01y = x3 + b20x
2 + b10x+ b00.

Ñîâåò. Âîñïîëüçóéòåñü ïîäõîäÿùèì ïðåîáðàçîâàíèåì y = y′ + µx.
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4.6. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäïîëî-
æåíèè char(k) 6= 2 ëþáóþ êðèâóþ ðîäà 1 ìîæíî çàäàòü àôôèííûì óðàâíåíèåì
âèäà

y2 + a01y = x3 + a20x
2 + a10x+ a00.

4.7. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà îñíîâíîå ïîëå ëþáóþ êðèâóþ ðîäà 1 ìîæíî çàäàòü àôôèííûì
óðàâíåíèåì â òàê íàçûâàåìîé âåéåðøòðàññîâîé ôîðìå

y2 = 4x3 − g2x− g3.
Â ÷¼ì çàêëþ÷àþòñÿ óïîìÿíóòûå îãðàíè÷åíèÿ?

4.8*. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà 1. Íàéäèòå íà íåé òàêîé äèâè-
çîð D ∈ Div(X), ÷òî ιD(X) ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè äâóõ êâàäðèê â P3(k). Ñîâåò
(äëÿ çíàêîìûõ ñ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè). Âîñïîëüçóéòåñü ãóäåðìàíîâñêè-
ìè ôóíêöèÿìè cn, sn, dn.

Ê ëåêöèè 5

5.1. Ïîñòðîéòå ëèñò Ì¼áèóñà êàê ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ.

5.2. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà E ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ñôåðó S3,
ðåàëèçîâàííóþ êàê ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ1 åäèíè÷íîé íîðìû

E = S3 = H×1 := {z + wj | z, w ∈ C, zz + ww = 1}.
Ïóñòü ãðóïïà G = C×1 := {g ∈ C | gg = 1} äåéñòâóåò íà E óìíîæåíèåì ñëåâà:

g · (z + wj) := gz + gwj.

Îïèøèòå ôàêòîð X := E
G (ýòî � ñôåðà S2, èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, ïðîåêòèâ-

íàÿ ïðÿìàÿ P1(C)) è îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè π : E → X (ýòî � ðàññëîå-

íèå Õîïôà). Òðèâèàëèçóéòå åãî â ñòàíäàðòíîì ïîêðûòèè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé
äâóìÿ àôôèííûìè êàðòàìè. Óêàæèòå êîöèêë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñòðîåííîìó
ðàññëîåíèþ. Òðèâèàëåí ëè îí?

5.3*. Òî æå, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñ çàìåíîé òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
S3 íà S7, ãðóïïû G = C×1 íà G = H×1 , à êâàòåðíèîíîâ � íà îêòîíèîíû.

5.4. Îïèøèòå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê äâóìåðíîé ñôåðå.

1
çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ òåëà êâàòåðíèîíîâ â âèäå H = C + Cj ñ óìíîæåíèåì

(z1 + w1j)(z2 + w2j) := z1z2 − w1w2 + (z1w2 + w1z2)j


