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Àííîòàöèÿ. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ.

1. Íàïîìèíàíèå: ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ d : M×M → R≥0, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) (íåâûðîæäåííîñòü) d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y.
(2) (ñèììåòðè÷íîñòü) d(x, y) = d(y, x).
(3) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

(Çäåñü âåçäå x, y, z ∈ M � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè.) Ïàðà (M,d), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà è ìåòðèêè íà íåì,

íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîäìíîæåñòâî B(a, r)
def

= {x ∈ M | d(a, x) < r} ⊂ M íàçûâàåòñÿ

(îòêðûòûì) øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Ìíîæåñòâî U ⊂ M íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îíî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ øàðîâ (âîçìîæíî, â áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå). Ïóñòîå ìíîæåñòâî

òîæå îòêðûòî � ïî îïðåäåëåíèþ.

Ñâîéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:

Òåîðåìà 1. (1) Îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.

(2) Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.

(3) Ïóñòîå ìíîæåñòâî, à òàêæå âñå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (êàê ïîäìíîæåñòâî ñàìîãî ñåáÿ)

îòêðûòû.

Ýòè ñâîéñòâà èçâåñòíû èç êóðñà àíàëèçà; ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1 î÷åâèäíî.

Ñâîéñòâî 2, êàê ëåãêî âèäåòü, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâ äâà: U1 è U2. Ïî îïðåäåëåíèþ

U1 =
⋃

(a,r)∈A1
B(a, r) è U2 =

⋃
(b,R)∈A2

B(b,R), îòêóäà U1 ∩ U2 =
⋃

(a,r)∈A1,(b,R)∈A2
B(a, r) ∩ B(b,R). Ââèäó ñâîéñòâà

1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå B(a, r) ∩ B(b,R) äâóõ øàðîâ îòêðûòî. Ïóñòü x ∈ B(a, r) ∩ B(b,R), è ïóñòü

ε = ε(x)
def

= min(r − d(a, x),R − d(b, x)) > 0. Åñëè y ∈ B(x, ε), òî d(a, y) ≤ d(a, x) + d(x, y) < d(x, a) + r − d(x, a) = r
è àíàëîãè÷íî d(b, y) < R. Òåì ñàìûì y ïðèíàäëåæèò îáîèì ïåðåñåêàåìûì øàðàì, òî åñòü B(x, ε) ⊂ B(a, r) ∩ B(b,R).
�àññìîòðèì òåïåðü îáúåäèíåíèå X =

⋃
x∈B(a,r)∩B(b,R) B(x, ε(x)). Êàê òîëüêî ÷òî áûëî äîêàçàíî, X ⊂ B(a, r)∩B(b,R).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû âñÿêèé øàð B(x, ε(x)) ñîäåðæèò ñâîé öåíòð, òî åñòü òî÷êó x. Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî

âñåì òî÷êàì x ∈ B(a, r) ∩ B(b,R), ïîëó÷àåòñÿ B(a, r) ∩ B(b,R) = X. Íî X � îáúåäèíåíèå øàðîâ, òî åñòü îòêðûòîå

ìíîæåñòâî.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî îòêðûòî ïî îïðåäåëåíèþ, àM ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì øàðîâ ñ öåíòðîì a è ðàäèóñîì, íàïðèìåð,
1 ïî âñåì òî÷êàì a ∈ M � òî åñòü òîæå îòêðûòî. �

Îòîáðàæåíèå f : M1 → M2 îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå (ìåòðèêè â íèõ îáîçíà÷àþòñÿ d1
è d2 ñîîòâåòñòâåííî) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå a ∈ M1, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 M1 ñóùåñòâóåò δ > 0
òàêîå, ÷òî åñëè d1(x, a) < δ (x ∈ M1), òî d2(f(x), f(a)) < ε. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îíî

íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå.

Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ïðîèçâîëüíîãî îòàðûòîãî

ìíîæåñòâà U ⊂ M2 îòêðûò.

Îïÿòü-òàêè, ýòî òåîðåìà èç êóðñà àíàëèçà; ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû åå äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, è ïóñòü âíà÷àëå U = B(a, r) ⊂ M2 � øàð ñ öåíòðîì a è ðàäèóñîì
r. Åñëè x ∈ f−1(U), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(x) ∈ U , òî åñòü d2(f(x), a) < r. Ïóñòü ε = r − d2(f(x), a) > 0; âûáåðåì δ > 0
èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x. Åñëè y ∈ B(x, δ), òî d2(f(y), f(x)) < ε, îòêóäà d2(f(y), a) < ε + d(x, a) = r,
òî åñòü f(y) ∈ B(a, r). Ñëåäîâàòåëüíî, B(x, δ) ⊂ f−1(B(a, r)). �àññóæäàÿ, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî f−1(B(a, r)) =
⋃

x∈f−1(B(a,r)) B(x, ε), òî åñòü f−1(B(a, r)) îòêðûòî.

Â îáùåì ñëó÷àå U =
⋃

(a,r)∈A
B(a, r), îòêóäà f−1(U) =

⋃
(a,r)∈A

f−1(B(a, r)) � îòêðûòî.

Ïóñòü òåïåðü îòîáðàæåíèå f òàêîâî, ÷òî ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò. Ïóñòü a ∈ M2, ε > 0 è x ∈
f−1(B(a, ε)). Ìíîæåñòâî f−1(B(a, ε)) � îáúåäèíåíèå øàðîâ: f−1(B(a, ε)) =

⋃
(b,r)∈A

B(b, r); ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ∈

B(b, r) ⊂ f−1(B(a, ε)) äëÿ íåêîòîðûõ b ∈ M2, r > 0. Ïîëîæèì δ < r − d1(b, x), è ïóñòü d1(y, x) < δ. Òîãäà d1(b, y) ≤
d1(y, x) + d1(b, x) < r, òî åñòü y ∈ B(b, r). Îòñþäà f(y) ∈ f(B(b, r)) ⊂ B(a, ε), òî åñòü d2(f(y), a) < ε, è íåïðåðûâíîñòü

f â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x äîêàçàíà. �

1



Òî÷êà A ∈ M2 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì îòîáðàæåíèÿ f : M1 → M2 â òî÷êå a ∈ M1 (îáîçíà÷åíèå: A =

limx→a f(x)), åñëè îòîáðàæåíèå f̃(x) =

{
A, x = a,

f(x), x 6= a.
íåïðåðûâíî â òî÷êå a.

Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn ∈ L, èìåþùåé ïðåäåë x∗ ∈ M , ýòîò ïðåäåë òîæå ïðèíàäëåæèò L.

Òåîðåìà 3. Ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå

îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (îïÿòü æå, èçâåñòíî èç êóðñà àíàëèçà)

Ïóñòü L çàìêíóòî. Åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M \ L íàéäåòñÿ r(x) > 0 òàêîå, ÷òî B(x, r(x)) íå ïåðåñåêàåòñÿ

ñ L, òî, êàê îáû÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî M \ L =
⋃

x∈M\L B(x, r(x)) è, ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûòî. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî

x∗ ∈ M \ L è ïðîèçâîëüíîãî r > 0 ïåðåñå÷åíèå B(x, r) ∩ L íåïóñòî, òî âîçüìåì â êà÷åñòâå xn ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó èç

B(x, 1/n)∩L. Òîãäà d(x∗, xn) < 1/n, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî x∗ = limn→∞ xn. Íî xn ∈ L, à x∗ /∈ L âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ

î çàìêíóòîñòè.

Îáðàòíî, ïóñòü M \ L îòêðûòî è x∗ = limn→∞ xn. Åñëè x∗ ∈ M \ L, òî èç îòêðûòîñòè ñëåäóåò (äîêàæèòå!)

ñóùåñòâîâàíèå r > 0 òàêîãî, ÷òî B(x, r) ⊂ M \ L. Íî òîãäà d(x∗, xn) ≥ r äëÿ âñåõ n, ÷òî íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëà. Çíà÷èò, x∗ ∈ L. �

2. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 1. Òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâåX íàçûâàåòñÿ íàáîð ïîäìíîæåñòâ T = {Uα}, Uα ⊆ X (íàçûâàåìûõ

îòêðûòûìè), îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èç òåîðåìû 1. Ìíîæåñòâî ñ çàäàííîé íà íåì

òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîäìíîæåñòâî L ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå X \ L îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåæäó äâóìÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíûì, åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò: åñëè U ⊂ Y îòêðûòî (â òîïîëîãèè

ïðîñòðàíñòâà Y ), òî f−1(U) ⊂ X îòêðûòî (â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X).

�îâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî â òî÷êå a ∈ X , åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà

U ⊂ Y , ñîäåðæàùåãî òî÷êó f(a), ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ f−1(U), ñîäåðæàùåå òî÷êó a.
Íåòðóäíî äîêàçàòü (ïðîäåëàéòå!), ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íåïðåðûâíî
â êàæäîé òî÷êå. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â òî÷êå a òàêîå æå, êàê áûëî
â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà (îñíîâíîå ñâîéñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé). Êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y , g : Y → Z íåïðåðûâíû, è U ⊂ Z îòêðûòî. Òîãäà g−1(U) ⊂ Y îòêðûòî â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè g, à (g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)) ⊂ X îòêðûòî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f . �

Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé:

Ïðèìåð 0. X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è ìíîæåñòâî îòêðûòî, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì øàðîâ.

Ýòîò ïðèìåð áûë ðàçîáðàí âûøå. Åñëè òîïîëîãèÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé, òî

ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìåòðèçóåìûì.

Ïðèìåð 1. Äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ: ìíîæåñòâî X ïðîèçâîëüíîå, è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ X ñ÷èòàåòñÿ

îòêðûòûì. Íà ñàìîì äåëå ýòà òîïîëîãèÿ ìåòðèçóåìà � ïîðîæäàåòñÿ �äèñêðåòíîé ìåòðèêîé� d, â êîòîðîé

d(x, x) = 0 è d(x, y) = 1 äëÿ ëþáûõ x 6= y. Ëþáîå îòîáðàæåíèå èç äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâî â ëþáîå

ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Îòîáðàæåíèå èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äèñêðåòíîå,

íàïðîòèâ, äàëåêî íå âñåãäà íåïðåðûâíî: äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè

áûë îòêðûò (äîêàæèòå!).

Ïðèìåð 2. Àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ: ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X , è â íåì îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè

ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî ïóñòîå è ñàìî ìíîæåñòâî X . Ýòà òîïîëîãèÿ íå ìåòðèçóåìà (åñëè â X áîëüøå îäíîãî

ýëåìåíòà) � äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî; ñì. òàêæå íèæå ïðî õàóñäîð�îâîñòü. Ëþáîå îòîáðàæåíèå èç

ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà â àíòèäèñêðåòíîå íåïðåðûâíî (ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3).

Ïðèìåð 3. ÏðîñòðàíñòâîX ïðîèçâîëüíîå, à ïîäìíîæåñòâî U ⊂ X îòêðûòî, åñëè îíî ïóñòîå èëè åãî äîïîëíåíèå

X \ U êîíå÷íî (âàðèàíò: íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî).

Ïðèìåð 4. X � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî; ïîäìíîæåñòâî U îòêðûòî, åñëè äëÿ âñÿêîãî a ∈ U
ëþáîé ýëåìåíò b ≤ a òàêæå ïðèíàäëåæèò U . Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: X = {a, b}, ãäå a > b. Îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà çäåñü ∅, {b} è X . Ýòî ïðîñòðàíñòâî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ òåì, ÷òî â íåì, êàê íåòðóäíî

âèäåòü, ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî (à íå òîëüêî êîíå÷íîãî).



Îïðåäåëåíèå 3. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ õàóñäîð�îâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ

òî÷åê a, b ∈ X ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà U, V ⊂ X òàêèå, ÷òî a ∈ U , b ∈ V è U ∩ V = ∅.

Òåîðåìà 4. Åñëè òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå X ïîðîæäåíà ìåòðèêîé, òî îíà õàóñäîð�îâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d � ìåòðèêà, a, b ∈ X � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Îïðåäåëèì r
def

= d(a, b) > 0, è ïóñòü

U = B(a, r/2), V = B(v, r/2). Î÷åâèäíî, a ∈ U, b ∈ V (øàð ñîäåðæèò ñâîé öåíòð). Ñóùåñòâîâàíèå æå òî÷êè c ∈
U ∩V ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà: d(c, a) < r/2, d(c, b) < r/2, íî d(a, b) = r > d(c, a)+ d(c, b). �

Ïðèìåð 5. Ïðîñòðàíñòâî ñ àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé (ïðèìåð 2), î÷åâèäíî, íå õàóñäîð�îâî (è, ñëåäîâàòåëüíî,

íå ïîðîæäàåòñÿ íèêàêîé ìåòðèêîé), åñëè ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Ïðîñòðàíñòâî ïðèìåðà 3 íå

õàóñäîð�îâî, åñëèX áåñêîíå÷íî (â �ñ÷åòíîì� âàðèàíòå � áîëåå ÷åì ñ÷åòíî) � áîëåå òîãî, â òàêîì ïðîñòðàíñòâå

ëþáûå äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïðîñòðàíñòâî ïðèìåðà 4 òàêæå íå õàóñäîð�îâî, åñëè òîëüêî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íå �ïóñòîå�

(ò.å. åñòü õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà a, b, äëÿ êîòîðûõ a ≤ b): çäåñü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ,
ñîäåðæàùåå b, ñîäåðæèò òàêæå è a (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì ìíîæåñòâîì U , ñîäåðæàùèì
a).

Õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî òàêæå íå îáÿçàòåëüíî ïîðîæäàåòñÿ ìåòðèêîé � ïðèìåð ìû ïðèâåäåì â ñëåäóþùåé

ëåêöèè.

3. Ïîíÿòèå êàòåãîðèè. Êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Êàòåãîðèÿ � íàáîð îáúåêòîâ ñî ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé: äëÿ êàæäûõ äâóõ îáúåêòîâ A, B
êàòåãîðèè (A = B íå èñêëþ÷àåòñÿ) îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî Mor(A,B) (ìîæåò áûòü è ïóñòûì), íàçûâàåìîå

ìíîæåñòâîì ìîð�èçìîâ èç A â B. Äëÿ ëþáûõ òðåõ îáúåêòîâ A, B, C îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ◦ : Mor(B,C)×
Mor(A,B) → Mor(A,C), íàçûâàåìîå êîìïîçèöèåé ìîð�èçìîâ è îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè: åñëè

f ∈ Mor(C,D), g ∈ Mor(B,C), h ∈ Mor(A,B), òî (f ◦ g) ◦h = f ◦ (g ◦h) ∈ Mor(A,D). Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî
îáúåêòàA èìååòñÿ âûäåëåííûé ìîð�èçì idA ∈ Mor(A,A) òàêîé, ÷òî idA ◦f = f è g = g◦idA äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ìîð�èçìîâ f ∈ Mor(B,A) è g ∈ Mor(A,B).

Äâà îáúåêòà A è B êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ìîð�èçìû f ∈ Mor(A,B)
è g ∈ Mor(B,A) òàêèå, ÷òî êîìïîçèöèè g ◦ f = idA è f ◦ g = idB.

Ëåììà 1. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáúåêòîâ êàòåãîðèè ðå�ëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. �å�ëåêñèâíîñòü. Åñëè A = B, òî ïîëîæèì f = g = idA. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé îáúåêò

ýêâèâàëåíòåí ñàì ñåáå.

Ñèììåòðè÷íîñòü. Î÷åâèäíà.

Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü A ∼ B (ìîð�èçìû f ∈ Mor(A,B) è g ∈ Mor(B,A)), à B ∼ C (ìîð�èçìû p ∈

Mor(B,C) è q ∈ Mor(C,B)). Ïîëîæèì u
def

= p◦f ∈ Mor(A,C), v
def

= g◦q ∈ Mor(C,A). Òîãäà v◦u = (p◦f)◦(g◦q) =
(p ◦ (f ◦ g)) ◦ q (àññîöèàòèâíîñòü) = (p ◦ idB) ◦ q = p ◦ q = idA è àíàëîãè÷íî u ◦ v = idC . Òåì ñàìûì îáúåêòû A
è C ýêâèâàëåíòíû. �

Ïðèìåð 6. Êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ Set: îáúåêòû� ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà,Mor(A,B)�ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé

èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B, êîìïîçèöèÿ � êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Äâà ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàâíîìîùíû (ñîäåðæàò îäíî è òî æå êîëèå÷åñòâî ýëåìåíòîâ).

Ïðèìåð 7. Êàòåãîðèÿ Top: îáúåêòû � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, Mor(A,B) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé èçA âB, êîìïîçèöèÿ � êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Ýêâèâàëåíòíîñòü â ýòîé êàòåãîðèè íàçûâàåòñÿ

ãîìåîìîð�èçìîì.

Âîîáùå, ïî ýòîé ñõåìå ñòðîÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå êàòåãîðèè: îáúåêòû � ìíîæåñòâà ñ êàêîé-íèáóäü äîïîëíèòåëüíîé

ñòðóêòóðîé (ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ãðóïïû, ìíîãîîáðàçèÿ è ò.ï.), Mor(A,B) � ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé

èç A â B, ñîõðàíÿþùèõ ýòó ñòðóêòóðó (ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ãîìîìîð�èçìîâ, ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé),

êîìïîçèöèÿ � êîìïîçèöèÿ. Òàêèå êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ êîíêðåòíûìè, à ýêâèâàëåíòíûå îáúåêòû â íèõ �

èçîìîð�íûìè.

Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, è äðóãèå êàòåãîðèè.

Ïðèìåð 8. Êàòåãîðèÿ ñ åäèíñòâåííûì îáúåêòîì ∗. Ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ Mor(∗, ∗) ñíàáæåíî àññîöèàòèâíîé
îïåðàöèåé êîìïîçèöèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èìååòñÿ òîæäåñòâåííûé ýëåìåíò id∗. Òåì ñàìûì, òàêàÿ êàòåãîðèÿ

� ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé (ìîíîèä).

Ïðèìåð 9. Ïóñòü X � îðèåíòèðîâàííûé ãðà�. Îáúåêòû ñâîáîäíîé êàòåãîðèè, ïîðîæäåííîé X � âåðøèíû

ãðà�à, àMor(a, b)� ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû a è b. Êîìïîçèöèÿ ìîð�èçìîâ
� ïðèêëåèâàíèå íà÷àëà îäíîãî ïóòè (èç b â c) ê êîíöó äðóãîãî (èç a â b). Òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì ida ∈
Mor(a, a) � òðèâèàëüíûé �ïóòü íóëåâîé äëèíû� èç âåðøèíû a. Òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì â ýòîé êàòåãîðèè íå



ìîæåò áûòü êîìïîçèöèåé íåòîæäåñòâåííûõ ìîð�èçìîâ, ïîýòîìó ýêâèâàëåíòíû çäåñü òîëüêî ñîâïàäàþùèå

îáúåêòû (âåðøèíû).

Ïðèìåð 10. Âàðèàíò òîé æå èäåè, ÷òî è â ïðèìåðå 9: ëþáîå ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïðåäïîðÿäêà

(ò.å. ðå�ëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì, íî íå îáÿçàòåëüíî àíòèñèììåòðè÷íûì) � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ êàòåãîðèè;

ïðè ýòîì ìíîæåñòâîMor(a, b) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, åñëè a ≤ b, è ïóñòî, åñëè ýòî íå òàê. Êîìïîçèöèÿ
î÷åâèäíà: åñëè a ≤ b ≤ c, òî êîìïîçèöèåé åäèíñòâåííûõ ýëåìåíòîâ Mor(a, b) è Mor(b, c) áóäåò åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò Mor(a, c) � îí ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó a ≤ c â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè. Òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì �

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò Mor(a, a) (îí ñóùåñòâóåò â ñèëó ðå�ëåêñèâíîñòè). Äâà îáúåêòà a è b ýêâèâàëåíòíû,
åñëè a ≤ b ≤ a; åñëè îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà (ò.å. àíòèñèììåòðè÷íî), òî ýòî âîçìîæíî

òîëüêî ïðè a = b.

Ôóíêòîðîì ìåæäó êàòåãîðèÿìè C è D íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå F , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó îáúåêòó

A êàòåãîðèè C îáúåêò F (A) êàòåãîðèè D, à êàæäîìó ìîð�èçìó h ∈ MorC(A,B) � ìîð�èçì F (h) ∈
MorD(F (A), F (B)) òàê, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïåðåõîäèò â êîìïîçèöèþ (F (g ◦ h) = F (g) ◦ F (h) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ìîð�èçìîâ g ∈ Mor(B,C), h ∈ Mor(A,B)), à òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì â òîæäåñòâåííûé (F (idA) = idF (A)).

Ïðèìåð 11. �Çàáûâàþùèé �óíêòîð� ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó îáúåêòó êàòåãîðèè Top � òîïîëîãè÷åñêîìó

ïðîñòðàíñòâó X � îáúåêò êàòåãîðèè Set � òî æå ñàìîå ïðîñòðàíñòâî, íî ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòî êàê

ìíîæåñòâî; ïðè ýòîì ìîð�èçìó � íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ� ñîîòâåòñòâóåò îí æå, íî ïðîñòî êàê îòîáðàæåíèå

ìíîæåñòâ. Ïîäîáíûå �óíêòîðû îïðåäåëåíû è äëÿ âñåõ êîíêðåòíûõ êàòåãîðèé (íàëè÷èå òàêîãî �óíêòîðà è

ñîñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå êîíêðåòíîé êàòåãîðèè).

Ìû áóäåì øèðîêî ïîëüçîâàòüñÿ â ýòîì êóðñå ÿçûêîì êàòåãîðèé è �óíêòîðîâ, íî êîíêðåòíûå ñâîéñòâà èõ

áóäåì èçó÷àòü â ìèíèìàëüíîì îáúåìå è íå ðàíüøå, ÷åì îíè íàì ïîíàäîáÿòñÿ.


