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Àííîòàöèÿ. Ñâÿçíûå è ëèíåéíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà. �îìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ è ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

1. Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè îíî

ñîäåðæèò íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ X , äîïîëíåíèå X \ U ê êîòîðîìó òîæå íåïóñòîå è îòêðûòîå

(èíûìè ñëîâàìè, U îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çàìêíóòî è ïðè ýòîì îòëè÷íî îò èX). Åñëè òàêîãî ïîäìíîæåñòâà

U íåò, òî X íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.

Î÷åâèäíî, ñâÿçíîñòü � òîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî: åñëè äâà ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîð�íû, òî îíè ëèáî îáà

ñâÿçíû, ëèáî îáà íåñâÿçíû.

Ïðèìåð 1. Ïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîé òî÷êè, íåñâÿçíî.

Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ⊂ R (ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé) íåñâÿçíî: U = Q∩(−∞, c)
îòêðûòî äëÿ âñÿêîãî c ∈ R, à åñëè c èððàöèîíàëüíî, òî Q \ U = Q ∩ (c,+∞) òàêæå îòêðûòî. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ (ïðîäåëàéòå!), ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íåñâÿçíî.

Ïðèìåð 3. Ïðîñòðàíñòâî èç äâóõ òî÷åê X = {a, b}, â êîòîðîì îòêðûòû ìíîæåñòâà ∅, {a} è X , ñâÿçíî.

Òåîðåìà 1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå f : X → {0, 1} â äâóõòî÷å÷íîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, îòëè÷íîå îò ïîñòîÿííîãî (ò.å.

îáðàç êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî âñåì {0, 1}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè U ⊂ X � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, äîïîëíåíèå êîòîðîãî X \ U íåïóñòî è

îòêðûòî, òî îòîáðàæåíèå f : X → {0, 1}, çàäàííîå �îðìóëîé f(x) = 0, åñëè x ∈ U , è f(x) = 1, åñëè x ∈ X \U ,
íåïðåðûâíî: f−1({0}) = U è f−1({1}) = X \ U îòêðûòû. Îáðàòíî, åñëè òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî

U
def

= f−1({0}) � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, äîïîëíåíèå êîòîðîãî X \ U = f−1({1}) òàêæå íåïóñòî è

îòêðûòî. �

Ïðèìåð 4. Îòðåçîê [a, b] ⊂ R ñâÿçåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò

íåïîñòîÿííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (�óíêöèÿ) f : [a, b] → {0, 1} ⊂ R. Íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé �óíêöèè

f ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.

Òåîðåìà 2. (1) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è X = A ∪ B, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâà A, B
ñâÿçíûå (â òîïîëîãèè ïîäìíîæåñòâà), è A ∩B 6= ∅. Òîãäà X ñâÿçíî.

(2) Îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ⊂ X = A ∪ B � îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, è V = X \ U òîæå íåïóñòî è

îòêðûòî. Ìíîæåñòâà U ∩ A è V ∩ A îòêðûòû â òîïîëîãèè A è èõ îáúåäèíåíèå � âñå A. Â ñèëó ñâÿçíîñòè

A îäíî èç íèõ äîëæíî áûòü ïóñòî, à äðóãîå � ñîâïàäàòü ñ A; ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè U ∩ A = ∅ è

V ∩A = A, òî åñòü A ⊂ V . Ïîñêîëüêó A è B ïåðåñåêàþòñÿ, â B èìååòñÿ ýëåìåíò èç V ⊃ A, òàê ÷òî B∩V 6= ∅.

Â ñèëó ñâÿçíîñòè B ïîëó÷àåì B ∩U = ∅, òàê ÷òî B ⊂ V . Íî òîãäà X = A∪B ⊂ V , è U = ∅ âîïðåêè âûáîðó.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 1.

Ïóñòü òåïåðü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, è f(X) ⊂ Y íåñâÿçíî (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà U, V ⊂ Y òàêèå, ÷òî U ∩V ∩ f(X) = ∅, f(X) ⊂ U ∪V , íî
f(X) 6⊂ U è f(X) 6⊂ V . Ñëåäîâàòåëüíî, f−1(U) ⊂ X è f−1(V ) ⊂ X îòêðûòû, íåïóñòû, f−1(U) ∩ f−1(V ) = ∅

è f−1(U) ∪ f−1(V ) = X , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè X . �

Ïðèìåð 5. Áóêâû Õ è Ó � îáúåäèíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíû. Òåì ñàìûì îíè

íå ãîìåîìîð�íû áóêâå É, êîòîðàÿ íåñâÿçíà (ïî÷åìó?). Äðóã äðóãó îíè òîæå íå ãîìåîìîð�íû: â áóêâå Õ

èìåþòñÿ 4 òî÷êè (êîíöû ëèíèé), óäàëåíèå êîòîðûõ îñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî ñâÿçíûì, à â áóêâå Ó

òàêèõ òî÷åê òîëüêî 3.

Îïðåäåëåíèå 1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå åãî òî÷êè a è b
ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé � èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : [0, 1] → X
òàêîå, ÷òî f(0) = a è f(1) = b.

Òåîðåìà 3. Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî.

1



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ëèíåéíî ñâÿçíî, íî íå ñâÿçíî, è U ⊂ X � íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ñ

íåïóñòûì îòêðûòûì äîïîëíåíèåì. �àññìîòðèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ f : [0, 1] → X , ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè

a = f(0) ∈ U è b = f(1) ∈ X \ U . Ïðîîáðàçû f−1(U) ⊂ [0, 1] è f−1(X \ U) ⊂ [0, 1] îòêðûòû (â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè f), íåïóñòû (îäèí ñîäåðæèò 0, äðóãîé 1), íå ïåðåñåêàþòñÿ è â îáúåäèíåíèè ñîñòàâëÿþò âåñü

îòðåçîê [0, 1]. Íî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ìíîæåñòâ ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè [0, 1]. �

Ïðèìåð 6. Ïðîñòðàíñòâî Rn
(äëÿ âñÿêîãî n) ëèíåéíî ñâÿçíî: òî÷êè a, b ∈ Rn

ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâîé

f(t) = tb+ (1− t)a.

Òåîðåìà 4. Òåîðåìà 2 îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè â íåé âñå ñëîâà �ñâÿçíî� (è â óñëîâèè, è â çàêëþ÷åíèè)

çàìåíèòü íà �ëèíåéíî ñâÿçíî�.

Äîêàçàòåëüñòâî � ëåãêîå óïðàæíåíèå (ýòî äàæå ïðîùå, ÷åì ñàìà òåîðåìà 2).

Ïðèìåð 7. Ïóñòü A = S1 ⊂ R2
� åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íóëå, à B ⊂ R2

� ñïèðàëü, ëåæàùàÿ

â îòêðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå Ω ⊂ R2
ñ òåì æå öåíòðîì è íàìàòûâàþùàÿñÿ íà A èçíóòðè, äåëàÿ ïðè ýòîì

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå B ìîæíî âçÿòü îáðàç îòîáðàæåíèÿ f : [0,+∞) → R2
,

çàäàííîãî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ðàâåíñòâîì f(t) = (t/(t + 1), t) (ïåðâàÿ êîîðäèíàòà � ðàäèóñ, âòîðàÿ �

óãîë).

Î÷åâèäíî, A è B ëèíåéíî ñâÿçíû (ñïèðàëü B � íåïðåðûâíûé îáðàç ëó÷à [0,+∞); ïðî îêðóæíîñòü A
äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíû. Êðóã Ω ⊂ R2

îòêðûò � ñëåäîâàòåëüíî, B = (A∪B)∩Ω ⊂
A ∪B îòêðûòî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè; ñîîòâåòñòâåííî, A ⊂ A ∪B çàìêíóòî.

Äîêàæåì, ÷òî X = A∪B � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî (â èíäóöèðîâàííîé èç R2
òîïîëîãèè). Ïóñòü ýòî íå òàê,

è U ⊂ X îòêðûòî, çàìêíóòî è ñîäåðæèò òî÷êó a ∈ A. Ïî îïðåäåëåíèþ, U = X ∩W , ãäå W ⊂ R2
îòêðûòî

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò íåêîòîðûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå A. Ýòîò êðóã ïåðåñåêàåòñÿ ñ B (ëþáàÿ òî÷êà

a ∈ A � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ñïèðàëè B), ïîýòîìó U ∩ B íåïóñòî. Íî òîãäà (X \ U) ∩B = ∅ â ñèëó ñâÿçíîñòè

B, òàê ÷òî B ⊂ U . Àíàëîãè÷íî (X ⊂ U) ∩ A = ∅ ââèäó ñâÿçíîñòè A, òàê ÷òî A ⊂ U . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

U = X è X \ U ïóñòî, âîïðåêè âûáîðó U .
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî X íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f : [0, 1] → X � êðèâàÿ,

ïðè÷åì f(0)
def

= a ∈ A, à f(1)
def

= b ∈ B. Êàê ìû çíàåì, A ⊂ X çàìêíóòî, ïîýòîìó f−1(A) ⊂ [0, 1] òàêæå
çàìêíóòî è, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò ñâîþ âåðõíþþ ãðàíü u = sup f−1(A). Òåì ñàìûì u = max{t ∈ [0, 1] | f(t) ∈
A}; ïðè ýòîì u < 1, ò.ê. f(1) ∈ B. Òàêèì îáðàçîì f(t) ∈ B, åñëè u < t ≤ 1.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè u < t < u + δ, òî f(t)
ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå c = f(u) ∈ A. Ïåðåñå÷åíèå f ñ òàêèì êðóãîì ëèíåéíî íåñâÿçíî

äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε � áîëåå òîãî, ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ëèíåéíî

ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò â A (äóãà îêðóæíîñòè), à îñòàëüíûå � â B (äóãè � îòðåçêè

âèòêîâ ñïèðàëè). Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, âñå òî÷êè f(t) ïðè u < t < u+δ ëåæàò â îäíîé èç òàêèõ äóã. Íî íèêàêàÿ
èç ýòèõ äóã íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ A (ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è òî÷êàìè äàííîé

äóãè îãðàíè÷åíî ñíèçó ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì). Ïðè ýòîì â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f èìååì lims→+0 f(u+s) =
f(u) = c ∈ A � ïðîòèâîðå÷èå.

Òåì ñàìûì X � ïðèìåð ñâÿçíîãî, íî ëèíåéíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. �îìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f0 : X → Y è f1 : X → Y íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè (îáîçíà÷åíèå

f0 ∼ f1), åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : X × [0, 1] → Y (íàçûâàåìîå ãîìîòîïèåé), äëÿ

êîòîðîãî F (x, 0) = f0(x) è F (x, 1) = f1(x) äëÿ âñåõ x ∈ X .

×àñòî ïèøóò ft(x)
def

= F (x, t). Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, ãîìîòîïèÿ ýòî �íåïðåðûâíàÿ äå�îðìàöèÿ� îòîáðàæåíèÿ
f0 â îòîáðàæåíèå f1; ïàðàìåòð äå�îðìàöèè t ïðîáåãàåò îòðåçîê [0, 1].

Ïðèìåð 8. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, S1 = {z ∈ C | |z| = 1} � îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â

íóëå. Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ � îòîáðàæåíèå f : S1 → S1
, çàäàííîå ðàâåíñòâîì f0(z) = −z, � ãîìîòîïíî

òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. �îìîòîïèÿ çàäàåòñÿ �îðìóëîé ft(z) = F (z, t) = −eπitz è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñåìåéñòâî ïîâîðîòîâ (ft : S
1 → S1

� ïîâîðîò íà óãîë π(1 + t)).
Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè � îòîáðàæåíèå h : S1 → S1

, çàäàííîå ðàâåíñòâîì h(z) = z̄, �
òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ íå ãîìîòîïíà, íî ìû ïîêà íå ãîòîâû ýòî äîêàçàòü.

Ïðèìåð 9. Ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f1 : X → Rn
(ãäå X � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî) ãîìîòîïíî

îòîáðàæåíèþ f0, ïåðåâîäÿùåìó âñå òî÷êè â 0. �îìîòîïèÿ èìååò âèä ft(x) = tx, 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ X .

Òåîðåìà 5. (1) Îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè îòîáðàæåíèé ðå�ëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

(2) Åñëè f0 ∼ f1 : X → Y è g0 ∼ g1 : Y → Z, òî g0 ◦ f0 ∼ g1 ◦ f1 : X → Z.



Äîêàçàòåëüñòâî. �å�ëåêñèâíîñòü: ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. �îìîòîïèÿ F (x, t)
def

= f(x)
äîêàçûâàåò, ÷òî f ∼ f .

Ñèììåòðè÷íîñòü: åñëè ãîìîòîïèÿ F (x, t) ñîåäèíÿåò f0
def

= F (·, 0) ñ f1
def

= F (·, 1), òî ãîìîòîïèÿ F̃ (x, t)
def

=
F (x, 1− t) (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó îíà íåïðåðûâíà!) ñîåäèíÿåò f1 ñ f0.

Òðàíçèòèâíîñòü: ïóñòü f ∼ g ∼ h : X → Y , è F � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ f = F (·, 0) ñ g = F (·, 1), à G
� ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ g = G(·, 0) ñ h = G(·, 1). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå H : X × [0, 1] → Y �îðìóëîé

H(x, t) =

{

F (x, 2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,

G(x, 2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1
(äîêàæèòå, ÷òî ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå!). ÒîãäàH(·, 0) = F (·, 0) =

f è H(·, 1) = G(·, 1) = h.
Êîìïîçèöèÿ: åñëè ãîìîòîïèÿ ft ñîåäèíÿåò îòîáðàæåíèå f0 ñ f1, à ãîìîòîïèÿ gt � îòîáðàæåíèå g0 ñ g1, òî

ãîìîòîïèÿ gt ◦ ft ñîåäèíÿåò g0 ◦ f0 ñ g1 ◦ f1. �

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 òåîðåìû 5, ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé X → Y ðàçäåëÿåòñÿ íà êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè (êëàññû ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé). Ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé X → Y
îáîçíà÷åòñÿ Hom(X,Y ).

Ïðèìåð 10. Ïóñòü ∗ � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èç îäíîé òî÷êè, à X � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ∗ → X åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ïðîñòðàíñòâà

X . Â ýòîì ñëó÷àå ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèé ∗ → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0, 1] → X , òî åñòü íåïðåðûâíàÿ

êðèâàÿ â X . Êëàññû ãîìîòîïèè çäåñü íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X ; åñëè

X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî òàêîé êëàññ òîëüêî îäèí.

Óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû 5 ïîçâîëÿåò ââåñòè íà ìíîæåñòâàõHom îïåðàöèþ êîìïîçèöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïóñòü α ∈ Hom(X,Y ), β ∈ Hom(Y, Z) � êëàññû ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé, è ïóñòü f ∈ α, g ∈ β � êàêèå-

íèáóäü ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ (îòîáðàæåíèÿ X → Y è Y → Z ñîîòâåòñòâåííî). Îáîçíà÷èì γ = β ◦ α ∈
Hom(X,Z) êëàññ ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò îòîáðàæåíèå g ◦ f : X → Z. Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 2, êëàññ γ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà îòîáðàæåíèé f ∈ α è g ∈ β.
(Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ′ ∈ α, g′ ∈ β � äðóãèå ïðåäñòàâèòåëè òåõ æå êëàññîâ, òî f ∼ f ′

, g ∼ g′ è, ñëåäîâàòåëüíî,
g′ ◦ f ′ ∼ g ◦ f , òî åñòü g′ ◦ f ′

ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó γ.)
Èç àññîöèàòèâíîñòè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ êëàññîâ ãîìîòîïèè

òîæå àññîöèàòèâíà. Ýòî ïîçâîëÿò îïðåäåëèòü ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþHom, îáúåêòû êîòîðîé � òîïîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà, à ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ èç îáúåêòà X â îáúåêò Y � ìíîæåñòâî Hom(X,Y ). Êîìïîçèöèÿ
ìîð�èçìîâ � ââåäåííàÿ âûøå êîìïîçèöèÿ êëàññîâ ãîìîòîïèè, à òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì idX ∈ Hom(X,X)
� êëàññ ãîìîòîïèè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X → X .

Ýêâèâàëåíòíîñòü â êàòåãîðèèHom íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Èíûìè ñëîâàìè, òîïîëîãè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâàX è Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò âçàèìíî îáðàòíûå îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè

êëàññû ãîìîòîïèè α ∈ Hom(X,Y ) è β ∈ Hom(Y,X) � òî åñòü ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

f : X → Y è g : Y → X òàêèå, ÷òî f ◦ g ∼ idY è g ◦ f ∼ idX .
Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX , ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ïðîñòðàíñòâó ∗ èç îäíîé òî÷êè, íàçûâàåòñÿ

ñòÿãèâàåìûì. Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî îòîáðàæåíèå f : X → ∗, à îòîáðàæåíèÿ g : ∗ → X âçàèìíî îäíîçíà÷íî

ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà x ∈ X (ñð. ïðèìåð 10): g = gx. Êîìïîçèöèÿ f ◦ gx = id∗ âñåãäà, à

gx ◦ f : X → X � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êó x. Òàêèì îáðàçîì, X
ñòÿãèâàåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîå îòîáðàæåíèå ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó.

Ïðèìåð 11. Èç ïðèìåðà 9 âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâîRn
ñòÿãèâàåìî. Åñëè äîêàçàòü, ÷òî îñåâàÿ ñèììåòðèÿ

îêðóæíîñòè íå ãîìîòîïíà åå òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ (ñì. ïðèìåð 8), òî îòñþäà ïîñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü

íåñòÿãèâàåìà: åñëè äâà îáúåêòà êàòåãîðèè ýêâèâàëåíòíû, òî ìåæäó ìíîæåñòâîì ìîð�èçìîâ èç ëþáîãî îáúåêòà

â íèõ (à òàêæå èç íèõ â ëþáîé îáúåêò) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ïîäóìàéòå, êàêîå). Íî

ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïèè Hom(S1, ∗) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, à Hom(S1, S1) � ïî êðàéíåé ìåðå èç

äâóõ (íà ñàìîì äåëå Hom(S1, S1) � áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, íî ýòî ìû äîêàæåì ïîçäíåå).

Èç ïðèìåðà 11 âûòåêàåò, ÷òî êàòåãîðèÿHom íå ÿâëÿåòñÿ êîíêðåòíîé: Rn
è ∗ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû,

íî íå ðàâíîìîùíû, òî åñòü íå ýêâèâàëåíòíû êàê îáúåêòû êàòåãîðèè Set.

Òåîðåìà 6. Ïðîñòðàíñòâî, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ñâÿçíîìó, ñâÿçíî. Ïðîñòðàíñòâî, ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíîå ëèíåéíî ñâÿçíîìó, ëèíåéíî ñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ∼ Y , X ñâÿçíî, à Y íåò. Ïóñòü f : X → Y è g : Y → X � íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî h0
def

= f ◦ g ∼ h1
def

= idY ; ãîìîòîïèþ îáîçíà÷èì ht. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíîå íåïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå ϕ : Y → {0, 1}. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, îáðàç f(X) ⊂ Y ñâÿçåí, îòêóäà

â ñèëó òîé æå òåîðåìû 1 (èëè òîé æå òåîðåìû 2) îãðàíè÷åíèå ϕ|f(X) � êîíñòàíòà. �àññìîòðèì òåïåðü

ãîìîòîïèþ ϕ ◦ ht : Y → {0, 1}. Ïîñêîëüêó h0(Y ) = f(g(Y )) ⊂ f(X), îòîáðàæåíèå ϕ ◦ h0 � êîíñòàíòà. Íî

h1 = idY , òàê ÷òî ϕ ◦ h1 = ϕ � íå êîíñòàíòà. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ Y îòîáðàæåíèå



ϕ◦ht(y) ýòî îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1]� ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà � â {0, 1}, òî åñòü êîíñòàíòà. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî îáðàç ϕ ◦ h1 ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ϕ ◦ h0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâàX è Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, èX ëèíåéíî ñâÿçíî. Òîãäà, êàê îáñóæäàëîñü

â ïðèìåðå 10, ìíîæåñòâî Hom(∗, X) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. �àññóæäàÿ, êàê â ïðèìåðå 11, ïîëó÷èì,
÷òî Hom(∗, Y ) òàêæå ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî åñòü Y ëèíåéíî ñâÿçíî. �


