
ÍÌÓ, ÂÅÑÍÀ 2021 �. ÒÎÏÎËÎ�Èß

ËÅÊÖÈß 7

Àííîòàöèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíûé ãðóïïîèä è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà.

1. Ôóíäàìåíòàëüíûé ãðóïïîèä. ÏóñòüX � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, a, b ∈ X . Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f : [0, 1] → X , äëÿ êîòîðîãî f(0) = a è f(1) = b, íàçûâàåòñÿ ïóòåì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè a è b. Èíûìè ñëîâàìè,
ïóòü ìåæäó a è b ýòî ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèé ∗ → X (ãäå ∗ � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èç îäíîé òî÷êè),

ñîåäèíÿþùàÿ îòîáðàæåíèÿ pa ≡ a è pb ≡ b. Åñëè γ1 � ïóòü èç a â b, à γ2 � ïóòü èç b â c, òî èõ êîìïîçèöèÿ
γ1 · γ2 îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íîé �îðìóëîé êîìïîçèöèè â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè:

(γ1 · γ2)(t)
def

=

{

γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,

γ2(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : [0, 1]2 → X íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïèåé ïóòåé, ñîåäèíÿþùåé ïóòè f0(t)
def

= F (t, 0)

è f1(t)
def

= F (t, 1) èç òî÷êè a â òî÷êó b, åñëè F (0, s) ≡ a è F (1, s) ≡ b � èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âñÿêîãî s ∈ [0, 1]
îòîáðàæåíèå fs : [0, 1] → X , îïðåäåëåííîå �îðìóëîé fS(T ) = F (t, s), � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè a è b. Ïóòè
ìåæäó òî÷êàìè a è b íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùàÿ èõ ãîìîòîïèÿ ïóòåé.

Òåîðåìà 1. (1) Îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè ïóòåé � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

(2) Åñëè ïóòü f0 èç a â b ãîìîòîïåí ïóòè f1, à ïóòü g0 èç b â c � ïóòè g1, òî ïóòü f0 · g0 èç a â c
ãîìîòîïåí f1 · g1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû � ñòàíäàðòíîå óïðàæíåíèå.

Èç òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî PX(a, b) ïóòåé èç a â b ðàñïàäàåòñÿ íà êëàññû ãîìîòîïèè; ìíîæåñòâî

ýòèõ êëàññîâ îáîçíà÷èì PX(a, b). Óìíîæåíèå ïóòåé îïðåäåëÿåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ (òîæå íàçûâàåìóþ óìíîæåíèåì)

· : PX(a, b)× PX(b, c) → PX(a, c) êëàññîâ ãîìîòîïèè ïóòåé.

Òåîðåìà 2. (1) Îïåðàöèÿ · àññîöèàòèâíà: (γ1 · γ2) · γ3 = γ1 · (γ2 · γ3) äëÿ âñåõ γ1 ∈ PX(a, b), γ2 ∈ PX(b, c),
γ3 ∈ PX(c, d).

(2) Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ X îáîçíà÷èì 1a ∈ PX(a, a) êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè ǫa(t) ≡ a. Òîãäà γ · 1b =
γ = 1a · γ äëÿ âñåõ γ ∈ P (a, b).

(3) Äëÿ êàæäîãî γ ∈ PX(a, b) îáîçíà÷èì γ−1 ∈ PX(b, a) êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè ũ(t)
def

= u(1 − t), ãäå
u � ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ãîìîòîïèè γ. Òîãäà êëàññ γ−1

íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè u è

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè γ · γ−1 = 1a, γ
−1 · γ = 1b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u1 : [0, 1] → X � ïóòü èç a â b, à u2 : [0, 1] � ïóòü èç b â c, òî äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì
u1 ⊔ u2 : [0, 2] → X îòîáðàæåíèå, çàäàííîå �îðìóëîé

(u1 ⊔ u2)(t) =

{

u1(t), 0 ≤ t ≤ 1,

u2(t− 1), 1 ≤ t ≤ 2.

Àíàëîãè÷íî, åñëè u3 : [0, 1] → X � ïóòü èç c â d, îïðåäåëÿåòñÿ u1 ⊔ u2 ⊔ u3 : [0, 3] → X .

Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü u1, u2, u3 � ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ ãîìîòîïèè γ1, γ2, γ3 èç ñâîéñòâà 1, òî (γ1 · γ2) · γ3 �
êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè v0 = (u1⊔u2⊔u3)◦ℓ0, ãäå ℓ0 : [0, 1] → [0, 3] � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ

ðàâåíñòâîì ℓ0(t) =

{

4t, 0 ≤ t ≤ 1/2,

2t+ 1, 1/2 ≤ t ≤ 1.
. Àíàëîãè÷íî, γ1 ·(γ2 ·γ3) � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè v1 = (u1⊔u2⊔u3)◦

ℓ1, ãäå ℓ1 : [0, 1] → [0, 3] îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ℓ1(t) =

{

2t, 0 ≤ t ≤ 1/2,

4t− 1, 1/2 ≤ t ≤ 1.
. �îìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè

ïóòè, çàäàåòñÿ �îðìóëîé vs = (u1⊔u2⊔u3)◦ℓs, ãäå ℓs : [0, 1] → [0, 3] îïðåäåëÿåòñÿ êàê ℓs(t) = sℓ1(t)+(1−s)ℓ0(t).
Ïîñêîëüêó ℓ0(0) = ℓ1(0) = ℓs(0) = 0 è ℓ0(1) = ℓ1(1) = ℓs(1) = 3 äëÿ âñåõ s, ýòî ãîìîòîïèÿ ïóòåé èç a â d. Òåì
ñàìûì êëàññû ãîìîòîïèè ñîâïàäàþò.

Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü u : [0, 1] → X � ïðîèçâîëüíûé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà γ. Òîãäà u1
def

= ǫa · u = u ◦ ℓ, ãäå

ℓ : [0, 1] → [0, 1] çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì ℓ(t) =

{

0, 0 ≤ t ≤ 1/2,

2t− 1, 1/2 ≤ t ≤ 1.
�îìîòîïèÿ ïóòåé u0 = u è u1 = ǫa · u

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì us(t) = u ◦ ℓs, ãäå ℓs(t) = sℓ(t) + (1− s)t.
1



Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü ι(t)
def

= 1−t. Åñëè ïóòü u0 ãîìîòîïåí ïóòè u1, òî ïóòü ũ0 = u0◦ι ãîìîòîïåí ïóòè ũ1 = u1◦ι,
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî êëàññ ãîìîòîïèè γ̃ êîððåêòíî îïðåäåëåí.

γ·γ̃ � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè u◦ℓ, ãäå ℓ : [0, 1] → [0, 1]��óíêöèÿ, çàäàííàÿ �îðìóëîé ℓ(t) =

{

2t, 0 ≤ t ≤ 1/2,

2− 2t, 1/2 ≤ t ≤ 1.
.

Òîãäà ãîìîòîïèÿ u ◦ ℓs, ãäå ℓs(t)
def

= (1− s)ℓ(t), ñîåäèíÿåò ïóòè u ◦ ũ è ǫa ∈ 1a, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî γ · γ̃ = 1a;

äëÿ âòîðîãî ðàâåíñòâà àíàëîãè÷íî. �

Ôóíäàìåíòàëüíûì ãðóïïîèäîì Π1(X) íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ, îáúåêòû êîòîðîé � òî÷êè òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà X ; ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ èç òî÷êè (îáúåêòà) a â òî÷êó (îáúåêò) b ýòî PX(a, b) (ìíîæåñòâî
êëàññîâ ãîìîòîïèè ïóòåé èç a â b), à êîìïîçèöèÿ � óìíîæåíèå êëàññîâ ãîìîòîïèè ïóòåé, îïèñàííîå âûøå.

Òîãäà ñâîéñòâà 1 è 2 òåîðåìû 2 îçíà÷àåò, ÷òî Π1(X) � äåéñòâèòåëüíî êàòåãîðèÿ, à ñâîéñòâî 3 � ÷òî êàæäûé

ìîð�èçì â êàòåãîðèè Π1(X) îáðàòèì. Êàòåãîðèè ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ ãðóïïîèäàìè.

Äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà a ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèèC ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâMor(a, a)� ïîëóãðóïïà (ìíîæåñòâî

ñ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé è åäèíèöåé). Åñëè C � ãðóïïîèä, òî Mor(a, a) � ãðóïïà (âñÿêèé ýëåìåíò èìååò

îáðàòíûé). Äëÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ãðóïïîèäà ïðîñòðàíñòâà X è òî÷êè a ∈ X (îáúåêòà êàòåãîðèè) ãðóïïà

Mor(a, a) îáîçíà÷àåòñÿ π1(X, a) è íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé.
Ìíîæåñòâî MorΠ1(X)(a, b) = PX(a, b) ìîð�èçìîâ èç òî÷êè a â òî÷êó b, î÷åâèäíî, íåïóñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà a è b ëåæàò â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X .

Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = Rn
; îíî ëèíåéíî ñâÿçíî, òàê ÷òî ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ MorΠ1(X)(a, b) îáÿçàòåëüíî

íåïóñòî. Ïóñòü γ0, γ1 : [0, 1] → X � ïóòè èç òî÷êè a = γ0(0) = γ1(0) â òî÷êó b = γ0(1) = γ1(1), ïðåäñòàâëÿþùèå

êëàññû ãîìîòîïèè u0, u1 ∈ MorΠ1(X)(a, b). Òîãäà γs(t)
def

= sγ1(t)+(1−s)γ0(t)� ãîìîòîïèÿ ïóòåé ñ �èêñèðîâàííûìè

êîíöàìè, ñîåäèíÿþùàÿ γ0 è γ1. Ñëåäîâàòåëüíî, u0 = u1, òàê ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî MorΠ1(X)(a, b) ñîäåðæèò
ðîâíî îäèí ýëåìåíò. Â ÷àñòíîñòè, �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(R

n, a) äëÿ âñåõ a òðèâèàëüíà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü X = S1
, è γ0, γ1 : [0, 1] → S1

� ïóòè èç òî÷êè a = γ0(0) = γ1(0) â òî÷êó b = γ0(1) = γ1(1).
Ïóñòü òàêæå Γ0,Γ1 : [0, 1] → R � ïîäíÿòèÿ ýòèõ ïóòåé.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî γ0 è γ1 ãîìîòîïíû è ñîåäèíÿþòñÿ ãîìîòîïèåé ïóòåé g : [0, 1]2 → S1
, è ïóñòü

G : [0, 1]2 → S1
� ïîäíÿòèå ýòîé ãîìîòîïèè. Ïîñêîëüêó g � ãîìîòîïèÿ ïóòåé ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè,

p(G(0, s)) = g(0, s) = a (p : R → S1
� ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå). Òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå

s 7→ G(0, s) îòîáðàæàåò îòðåçîê [0, 1] � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî � â äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî p−1(a) ⊂ R è,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííî. Òàêèì îáðàçîì, Γ0(0) = G(0, 0) = G(0, 1) = Γ1(0); àíàëîãè÷íî, Γ0(1) = Γ1(1).
Îáðàòíî, ïóñòü Γ0(0) = Γ1(0) è Γ0(1) = Γ1(1). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ G(t, s) = sΓ1(t) + (1 − s)Γ0(t) è

g(t, s)
def

= p(G(t, s)). Òîãäà G(0, s) = const. è G(1, s) = const., îòêóäà g(0, s) = a è g(1, s) = b ïðè âñåõ s. Òàêèì
îáðàçîì, g ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ïóòåé, ñîåäíèíÿþùåé γ0 è γ1.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ [0, 1]n → S1

íå åäèíñòâåííî, íî ëþáûå äâà ïîäíÿòèÿ îòëè÷àþòñÿ

íà öåëî÷èñëåííóþ êîíñòàíòó. Òàêèì îáðàçîì, äâà ïóòè γ0, γ1 : [0, 1] → S1
ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ èõ (ïðîèçâîëüíûõ) ïîäíÿòèé Γ0 è Γ1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî åñëè Γ0(1)−Γ0(0) = Γ1(1)−Γ1(0)
def

= x.

×èñëî x ïðèíàäëåæèò

⌣

ab /(2π) + Z ⊂ R, ãäå
⌣

ab � óãëîâàÿ âåëè÷èíà äóãè îêðóæíîñòè, ñîåäèíÿþùåé a è b.
Ïóñòü òåïåðü a, b, c ∈ S1

, è γ1 � ïóòü èç a â b, à γ2 � ïóòü èç b â c, ïðèíàäëåæàùèå êëàññàì ãîìîòîïèè

u1 ∈ Mor(a, b) è u2 ∈ Mor(b, c) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè Γ1,Γ2 : [0, 1] → R � ïîäíÿòèÿ ïóòåé γ1 è γ2, òî ïîäíÿòèåì
ïóòè γ1 · γ2, ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó u1 · u2 ∈ Mor(b, c), ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

Γ(t) =

{

Γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,

Γ2(2t− 1) + (Γ1(1)− Γ2(0)), 1/2 ≤ t ≤ 1.

(Γ1(1) − Γ2(0) ∈ Z, ïîñêîëüêó γ2(0) = b = γ1(1)). Êëàññàì u1 è u2 ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà x1 = Γ1(1) − Γ1(0) è
x2 = Γ2(1)− Γ2(0), à êëàññó u1 · u2 � ÷èñëî Γ(1)− Γ(0) = x1 + x2.

Òåì ñàìûì ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâMorΠ1(S1)(a, b) íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé)

⌣

ab /(2π)+Z; ïðè ýòîì êîìïîçèöèè ìîð�èçìîâ ñîîòâåòñòâóåò

ñëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(S
1, a) äëÿ ëþáîãî a ∈ S1

âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò

öåëûì ÷èñëàì, ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ â ãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò ñëîæåíèþ öåëûõ ÷èñåë � èíûìè ñëîâàìè, èìååò

ìåñòî èçîìîð�èçì ãðóïï π1(S
1, a) ∼= Z.

2. Çàìåíà îòìå÷åííîé òî÷êè. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, a è b � åå ýêâèâàëåíòíûå îáúåêòû, à f ∈ Mor(a, b)

� îáðàòèìûé ìîð�èçì. Ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíîìó ìîð�èçìó ϕ ∈ Mor(a, a) ìîð�èçì Ef (ϕ)
def

= f ◦ϕ ◦ f−1 ∈
Mor(b, b). Îòîáðàæåíèå Ef : Mor(a, a) → Mor(b, b) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì ïîëóãðóïï: Ef (ϕ1 ◦ϕ2) = f ◦ϕ1 ◦
ϕ2 ◦ f

−1 = f ◦ϕ1 ◦ f
−1 ◦ f ◦ϕ2 ◦ f

−1 = Ef (ϕ1) ◦Ef (ϕ2) è Ef (ida) = idb (äîêàæèòå!); åñëè ýëåìåíò ϕ ∈ Mor(a, a)
îáðàòèì, òî Ef (ϕ

−1) = Ef (ϕ)
−1
. Åñëè êàòåãîðèÿ C � ãðóïïîèä, òî Mor(a, a) è Mor(b, b) � ãðóïïû, à Ef



� ãîìîìîð�èçì ãðóïï. �îìîìîð�èçì Ef (ãðóïï èëè ïîëóãðóïï) âñåãäà îáðàòèì: åãî îáðàòíûì, êàê ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ Ef−1 : Mor(b, b) → Mor(a, a). Òåì ñàìûì äîêàçàíà

Ëåììà 1. Ïîëóãðóïïû (èëè ãðóïïû) ìîð�èçìîâMor(a, a) äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ îáúåêòîâ êàòåãîðèè èçîìîð�íû.

Äâà îáúåêòà ãðóïïîèäà ýêâèâàëåíòíû, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ìîð�èçì. Â ÷àñòíîñòè,

òî÷êè a, b ∈ X � ýêâèâàëåíòíûå îáúåêòû �óíäàìåíòàëüíîãî ãðóïïîèäà Π1(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíè ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà X . Èç ëåììû 1 âûòåêàåò â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî

�óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû π1(X, a) è π1(X, b) èçîìîð�íû.
Çàìåòèì, ÷òî èçîìîð�èçì Ef : Mor(a, a) → Mor(b, b) ñóùåñòâóåò, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåí �

îí çàâèñèò îò âûáîðà ìîð�èçìà f , îñóùåñòâëÿþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ∈ Mor(a, a) �
îáðàòèìûé ìîð�èçì èç îáúåêòà â ñåáÿ, òîEf : Mor(a, a) → Mor(a, a)� ñîïðÿæåíèå ìîð�èçìîì f (âíóòðåííèé
àâòîìîð�èçì): Ef (ϕ) = f ◦ ϕ ◦ f−1

.

Çàìå÷àíèå ìåëêèì øðè�òîì. �îìîìîð�èçì Ef � ÷àñòíûé ñëó÷àé âàæíîé êîíñòðóêöèè, íàçûâàåìîé �óíêòîðîì

îáìåíà ýêâèâàëåíòíûõ îáúåêòîâ. ÏóñòüC� êàòåãîðèÿ, a è b� åå ýêâèâàëåíòíûå îáúåêòû, à f ∈ Mor(a, b)� îáðàòèìûé

ìîð�èçì. Ïîñòðîèì �óíêòîð Exchf èç êàòåãîðèè C â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé îáúåêòû a è b äðóã â äðóãà è îñòàâëÿþùèé

âñå îñòàëüíûå îáúåêòû íà ìåñòå. Äëÿ çàäàíèÿ Exchf íóæíî îïèñàòü, êàê îí äåéñòâóåò íà ìîð�èçìû.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: åñëè c � îáúåêò êàòåãîðèè C, òî ϕc
def

=











f, c = a,

f−1, c = b,

idc äëÿ îñòàëüíûõ c.

Ìîð�èçì ϕc ∈

Mor(c,Exchf (c)) îáðàòèì ïðè ëþáîì c.

Ïóñòü òåïåðü p, q � ïðîèçâîëüíûå îáúåêòû êàòåãîðèè C, à u ∈ Mor(p, q) � ìîð�èçì. Èìååì ϕq ∈ Mor(q,Exchf (q)),

ϕ−1
p ∈ Mor(Exchf (p), p), òàê ÷òî êîìïîçèöèÿ Exchf (u)

def

= ϕq◦u◦ϕ
−1
p îïðåäåëåíà è ïðèíàäëåæèòMor(Exchf (p),Exchf (q)).

�àâåíñòâà Exchf (u1◦u2) = Exchf (u1)◦Exchf (u2) è Exchf (idp) = idExchf (p) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòàâëåííûì âû÷èñëåíèåì.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, Ef (ϕ) = Exchf (ϕ) ïðè ϕ ∈ Mor(a, a).

3. Π1 êàê �óíêòîð. Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñîïîñòàâèì

ïóòè γ : [0, 1] → X èç òî÷êè a = γ(0) â òî÷êó b = γ(1) ïóòü f ◦ γ : [0, 1] → Y èç òî÷êè f(γ(0)) = f(a)
â òî÷êó f(γ(1)) = f(b). Åñëè ïóòü γ ïîäâåðãàåòñÿ ãîìîòîïèè γs (0 ≤ s ≤ 1) ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè,

òî òàêóþ æå ãîìîòîïèþ f ◦ γs ïðåòåðïåâàåò è ïóòü f ◦ γ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

MorΠ1(X)(a, b) → MorΠ1(X)(f(a), f(b)), êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì f∗.

Òåîðåìà 3. Ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå a ∈ X òî÷êó f(a) ∈ Y , à êàæäîìó êëàññó

ãîìîòîïèè ïóòåé u ∈ MorΠ1(X)(a, b) êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé f∗(u) ∈ MorΠ1(Y )(f(a), f(b)), ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðîì
èç êàòåãîðèè Π1(X) â êàòåãîðèþ Π1(Y ). Â ÷àñòíîñòè, åãî îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ èç òî÷êè

a ∈ X â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ãðóïï f∗ : π1(X, a) → π1(Y, f(a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1 ∈ MorΠ1(X)(a, b), u2 ∈ MorΠ1(X)(b, c)� êëàññû, ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

ïóòè γ1 : [0, 1] → X è γ2 : [0, 1] → X , ãäå γ1(0) = a, γ1(1) = γ2(0) = b, γ2(1) = c. Òîãäà u1 ·u2 ∈ MorΠ1(X)(a, c) �

êëàññ, ïðåäñòàâëåííûé ïóòåì (γ1 ·γ2)(t) =

{

γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,

γ2(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.
Î÷åâèäíî, f ◦ (γ1 ·γ2) = (f ◦γ1) · (f ◦γ2),

îòêóäà è âûòåêàåò, ÷òî f∗(u1 · u2) = (f∗u1) · (f∗u2). �àâåíñòâî f∗(ida) = idf(a), ãäå ida � êëàññ ãîìîòîïèè

ïóòè, ïåðåâîäÿùåãî âåñü îòðåçîê [0, 1] â òî÷êó a, î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå �

�óíêòîð. �

Ïðèìåð 3. Ïóñòü S1 def

= {z ∈ C | |z| = 1}, n ∈ Z, è f : S1 → S1
� îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ðàâåíñòâîì f(z) = zn.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïóòè γ : [0, 1] → S1
ðàññìîòðèì åãî ïîäíÿòèå Γ : [0, 1] → R. Ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå

îòîáðàæåíèå p : R → S1
îáëàäàåò ñâîéñòâîì p(nx) = f(p(x)) äëÿ âñÿêîãî x ∈ R. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∆(t)
def

= nΓ(t) � ïîäíÿòèå ïóòè f ◦ γ. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ MorΠ1(S1)(a, b) íàõîäèòñÿ

âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé

⌣

ab /(2π) + Z, ãäå êëàññó ãîìîòîïèè

ïóòè γ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî Γ(1) − Γ(0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f∗ : Mor(a, b) → Mor(f(a), f(b))
� óìíîæåíèå íà n. Òàêæå ãîìîìîð�èçì f∗ : Z = π1(S

1, a) → π1(S
1, f(a)) = Z � óìíîæåíèå íà n.

Íàçîâåì êàòåãîðèþ C ìàëîé, åñëè åå îáúåêòû îáðàçóþò ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, Π1(X) äëÿ ëþáîãî òî-

ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ (ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ýòî ñàìî X), à êàòåãîðèÿ Set �

íåò (íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ). Ïóñòü SCat � êàòåãîðèÿ, îáúåêòû êîòîðîé � âñåâîçìîæíûå

ìàëûå êàòåãîðèè (ñàìà SCat ìàëîé íå ÿâëÿåòñÿ!), à ìîð�èçìû èç Mor(A,B) � �óíêòîðû èç êàòåãîðèè

A â êàòåãîðèþ B. (Ìîð�èçìû ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè ëþáîé êàòåãîðèè äîëæíû îáðàçîâûâàòü ìíîæåñòâî,

îòñþäà è òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû êàòåãîðèè áûëè ìàëûìè: �óíêòîðû èç îäíîé ìàëîé êàòåãîðèè â äðóãóþ îáðàçóþò

ìíîæåñòâî, à åñëè êàòåãîðèè íå ìàëûå � íåò).

Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûé âûøå �óíêòîð Π1(X) → Π1(Y ) ÷åðåç f∗.



Òåîðåìà 4. Ñîîòâåòñòâèå Π1, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâóX �óíäàìåíòàëüíûé

ãðóïïîèä Π1(X), à êàæäîìó íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f : X → Y � �óíêòîð f∗ èç Π1(X) â Π1(Y ),
ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðîì èç òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèè Top â êàòåãîðèþ ìàëûõ êàòåãîðèé SCat.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y , g : Y → Z, u ∈ MorΠ1(X)(a, b) � êëàññ ãîìîòîïèè, ïðåäñòàâèòåëåì

êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïóòü γ : [0, 1] → X , γ(0) = a, γ(1) = b. Òîãäà (g ◦f)∗(u) � êëàññ ãîìîòîïèè ïóòè (g ◦f)◦γ =
g ◦ (f ◦ γ), òî åñòü g∗(f∗(u)). �àâåíñòâî (id)∗ = id î÷åâèäíî. �


