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Àííîòàöèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïîèäû ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ � ýêâèâàëåíòíûå êàòåãîðèè;

â ÷àñòíîñòè, �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû òàêèõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîð�íû. Íàêðûòèÿ è òåîðåìà î íàêðûâàþùåé

ãîìîòîïèè.

1. Ïîâåäåíèå �óíêòîðà f∗ ïðè ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèé. Ïóñòü fs : X → Y � ãîìîòîïèÿ íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé (0 ≤ s ≤ 1). Äëÿ âñÿêîé òî÷êè c ∈ X ðàññìîòðèì ïóòü δc(s)
def

= fs(c) è îáîçíà÷èì dc ∈
MorΠ1(Y )(f0(c), f1(c)) åãî êëàññ ãîìîòîïèè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî ìîð�èçìà u ∈ MorΠ1(X)(a, b) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (f1)∗(u) = d−1
a · (f0)∗(u) · db.

Â ÷àñòíîñòè, ãîìîìîð�èçìû �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï (f0)∗ : π1(X, a) → π1(Y, f1(a)) è (f1)∗ : π1(X, a) →
π1(Y, f1(a)) îòëè÷àþòñÿ ñîïðÿæåíèåì: (f1)∗(u) = d−1

a (f0)∗(u)da.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ : [0, 1] → X � ïóòü ñ êîíöàìè a = γ(0) è a = γ(1). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïóòü f1 ◦ γ ãîìîòîïåí (ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè) ïóòè δ̃a · (f0 ◦ γ) · δb (íàïîìíèì, ÷òî

ũ(t)
def

= u(1− t)).

Ïóñòü 0 ≤ s, t ≤ 1; ðàññìîòðèì ïóòè µs, νs : [0, 1] → Y , çàäàííûå �îðìóëàìè µs(t) = δa(1 − st) è νs(t)
def

=
δb(1 − s + st); î÷åâèäíî, µs � ïóòü èç δa(1) = f1(a) â δa(1 − s) = f1−s(a), à νs � èç δb(1 − s) = f1−s(b) â
δb(1) = f1(b). Îòîáðàæåíèå s 7→ µs · (f1−s ◦γ) ·νs ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîìîòîïèþ ïóòåé ñ êîíöàìè f1(a) è f1(b),

ñîåäèíÿþùóþ ïóòü δa(1) · (f1 ◦ γ) · δb(1) ñ ïóòåì δ̃a · (f0 · γ) · δb. Êëàññ ãîìîòîïèè ïåðâîãî ïóòè ðàâåí (f1)∗(u),
à âòîðîãî � d−1

a (f0)∗(u)da; òàêèì îáðàçîì, ýòè êëàññû ãîìîòîïèè ñîâïàäàþò. �

Ôóíêòîð F èç êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ D íàçûâàåòñÿ (ñëàáîé) ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé, åñëè äëÿ

ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ a è b êàòåãîðèèC îòîáðàæåíèå fa,b : MorC(a, b) → MorD(f(a), f(b)) âçàèìíî îäíîçíà÷íî
è äëÿ êàæäîãî îáúåêòà d êàòåãîðèè D ñóùåñòâóåò îáúåêò c êàòåãîðèè C òàêîé, ÷òî îáúåêò f(c) ýêâèâàëåíòåí
d.

Ïðèìåð 1. Åñëè �óíêòîð F èìååò îáðàòíûé (ò.å. ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì êàòåãîðèé), òî îí ÿâëÿåòñÿ ýêâè-

âàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé.

Çàìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè íå îáÿçàòåëüíî (îáû÷íî íå) îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáúåêòàìè êàòåãîðèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : X → Y è g : Y → X � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà

�óíêòîð f∗ èç Π1(X) â Π1(Y ) � ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé. Â ÷àñòíîñòè, �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîð�íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. h1 = g ◦ f : X → X ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ h0 = idX ; ïóñòü ht �

ãîìîòîïèÿ ìåæäó íèìè. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, îòîáðàæåíèå

g∗ ◦ f∗ = (h1)∗ : MorΠ1(X)(a, b) → MorΠ1(X)(h1(a), h1(b))

ïåðåâîäèò êàæäûé ìîð�èçì u â d−1
a · u · db. Ïîñêîëüêó Π1(X) � ãðóïïîèä, ýòî îòîáðàæåíèå îáðàòèìî:

(h1)
−1
∗ (u) = da ·u·d

−1
b . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f∗ : MorΠ1(X)(a, b) → MorΠ1(Y )(f(a), f(b)) èíúåêòèâíî

(ïåðåâîäèò ðàçëè÷íûå ìîð�èçìû â ðàçëè÷íûå), à îòîáðàæåíèå g∗ : MorΠ1(Y )(f(a), f(b)) → MorΠ1(X)(h1(a), h1(b))
ñþðúåêòèâíî (åãî îáðàç � âñå ìíîæåñòâî MorΠ1(X)(h1(a), h1(b))). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ◦ g ãîìîòîïíî òî-

æäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, îòêóäà òàê æå ñëåäóåò, ÷òî g∗ : MorΠ1(Y )(f(a), f(b)) → MorΠ1(X)(h1(a), h1(b))
èíúåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè g∗ ◦ f∗ âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî
è f∗ : MorΠ1(X)(a, b) → MorΠ1(Y )(f(a), f(b)) âçàèìíî îäíîçíà÷íî äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ (òî÷åê) a è b.

Äâà îáúåêòà ïðîèçâîëüíîãî ãðóïïîèäà ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåæäó íèìè åñòü õîòÿ

áû îäèí ìîð�èçì. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X � ýêâèâàëåíòíûå îáúåêòû �óíäàìåíòàëüíîãî

ãðóïïîèäà Π1(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëåæàò â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî f∗ � ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé, îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îáðàç f(X) ñîäåðæèò
òî÷êè êàæäîé êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y (äîêàæèòå!). �

Ïðèìåð 2. ÅñëèX � ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî (ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå òî÷êå), òî π1(X, a) òðèâèàëüíà
äëÿ ëþáîé a ∈ X . π1(R

2\{(0, 0)}) = Z, ïîñêîëüêó ýòî ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îêðóæíîñòè.
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2. Íàêðûòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàêðûòèåì íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà (E,B, p, F ), ãäå E è B � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

(òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî è áàçà íàêðûòèÿ ñîîòâåòñòâåííî), p : E → B � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à

F � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî (ñòàíäàðòíûé ñëîé), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ âñÿêîé òî÷êè

b ∈ B íàéäåòñÿ ñîäåðæàùåå åå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ B (òðèâèàëèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü) è íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå λ : p−1(U) → F (òðèâèàëèçàöèÿ) òàêîå, ÷òî ïàðà îòîáðàæåíèé (p, λ) : p−1(U) → U ×F ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîð�èçìîì.

Çàìå÷àíèå . Èç îïðåäåëåíèÿ íàêðûòèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïðîîáðàç p−1(b) ⊂ E ëþáîé òî÷êè b ∈ B ãîìåîìîð�åí

ñòàíäàðòíîìó ñëîþ F � â ÷àñòíîñòè, äèñêðåòåí. Òàêæå âåðíî (äîêàæèòå!), ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî

òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòè, ñîäåðæàùåå òî÷êó b, ñàìî ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòüþ.

Ïðèìåð 3. Òðèâèàëüíîå íàêðûòèå E = B ×F , p : E → B � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Çäåñü ìîæíî

âçÿòü U = B, à òðèâèàëèçàöèÿ λ : E → F � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñìîíîæèòåëü.

Ïðèìåð 4. E = R, B = S1
, p : E → B � ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå p(t) = e2πit, F = Z ⊂ R

(ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî). Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòè U ⊂ S1
ìîæíî âçÿòü

ëþáóþ äóãó, ñîäåðæàùóþ b è îòëè÷íóþ îò âñåé îêðóæíîñòè. Òîãäà p−1(U) ⊂ R � îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ

îäèíàêîâîé äëèíû ℓ < 1, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ñäâèãàìè íà öåëûå ÷èñëà. Òðèâèàëèçàöèÿ λ : p−1(U) →
Z îïèñàíà â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè: òî÷êå x ∈ p−1(U) ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå
÷èñëî, ëåæàùåå ñëåâà îò òîãî èíòåðâàëà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò x. Ýòî îòîáðàæåíèå ïîñòîÿííî íà êàæäîì
èíòåðâàëå è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíî (ýòî âñåãäà òàê äëÿ òðèâèàëèçàöèè: λ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

â äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òåì ñàìûì îíî ïîñòîÿííî íà êàæäîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

p−1(U)) .

Ïðèìåð 5. E = B = S1 = {z ∈ C | |z| = 1} ⊂ C, p : E → B çàäàíî �îðìóëîé p(z) = zn, ãäå n 6= 0 � öåëîå

÷èñëî. F = {ζ ∈ C | ζn = 1} = p−1(1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (èç |n| ýëåìåíòîâ). Â êà÷åñòâå òðèâèàëèçóþùåé

îêðåñòíîñòè ìîæíî âçÿòü ëþáóþ äóãó U ∋ b, íå ðàâíóþ âñåé îêðóæíîñòè; òîãäà p−1(U) ⊂ S1
� îáúåäèíåíèå

n äóã îäèíàêîâîé äëèíû (ðàâíîé 1/n îò äëèíû äóãè U), ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ïðè ïîâîðîòå íà 2π/n
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè 1 ∈ U , òî êàæäàÿ äóãà ñîäåðæèò îäèí ýëåìåíò èç F ; åñëè 1 /∈ U , òî ýëåìåíòû
F ðàñïîëîæåíû (ïî îäíîìó) ìåæäó ñîñåäíèìè äóãàìè. Òðèâèàëèçàöèÿ λ : p−1(U) → F ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé

òî÷êå x áëèæàéøèé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ýëåìåíò F , ëåæàùèé âíå äóãè, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò x. Êàê è

â ïðèìåðå 4, λ ïîñòîÿííà íà êàæäîé äóãå â p−1(U) è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà.

Ïðèìåð 6. E = Sn ⊂ R
n+1

� ñ�åðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,B = RPn
� ìíîæåñòâî

ïðÿìûõ â Rn+1
, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Îòîáðàæåíèå p : Sn → RPn

ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå ñ�åðû

ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íåå è ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. F � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòè U ∋ b ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ℓ ⊂ Rn+1
, îáðàçóþùèõ

ñ ïðÿìîé b óãîë, ìåíüøèé π/4. Òîãäà p−1(U) ⊂ Sn
� îáúåäèíåíèå V ⊔ (−V ) äâóõ êîìïîíåíò ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòè (ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò), êàæäàÿ èç êîòîðûõ

� ïåðåñå÷åíèå Sn
è øàðà â Rn+1

. Êàê èçâåñòíî, RPn = Sn/(x ∼ −x), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî p íåïðåðûâíî.

Î÷åâèäíî, p|V : V → U âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ V ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó K ⊂ V (íàïðèìåð,

ïåðåñå÷åíèþ Sn
è çàìêíóòîãî øàðà ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â x), îãðàíè÷åíèå p|K : K → p(K) ⊂ U �

íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ êîìïàêòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, p−1
íåïðåðûâíî ëþáîé òî÷êå y ∈ p(K) � â ÷àñòíîñòè, â

òî÷êå p(x) � è òàêèì îáðàçîì íåïðåðûâíî âåçäå. Èíûìè ñëîâàìè, p|V : V → U � ãîìåîìîð�èçì. Â êà÷åñòâå

F ìîæíî âçÿòü äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî {0, 1} èç äâóõ òî÷åê; òðèâèàëèçàöèÿ λ : p−1 → F ïåðåâîäèò îäíó èç

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (íåâàæíî, êàêóþ) â 0, à äðóãóþ â 1.

Ïðèìåð 7. Îòîáðàæåíèå p : [0, 1) → S1
, çàäàííîå �îðìóëîé p(t) = e2πit, íå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, õîòÿ

ïðîîáðàç p−1(z) ëþáîé òî÷êè z ∈ S1
äèñêðåòåí (ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü U ∋ 1 �

òðèâèàëèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü. Èç çàìå÷àíèÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü U äóãîé îêðóæíîñòè. Íî òîãäà ïðîîáðàç p−1(U) íåñâÿçåí è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ãîìåîìîð�åí

U × ∗ = U (ãäå ∗ � ïðîñòðàíñòâî èç îäíîé òî÷êè).

Ïðèìåð 8. Ïóñòü B = (−1, 1), E = E1 ⊔ E2 ⊂ R2
, ãäå E1 = {(t2, t) | −1 < t < 1} è E2 = {(−t2, t + 2) |

−1 < t < 1}, p : E → B � îãðàíè÷åíèå íà E ïðîåêöèè p(x, y) = x. Çäåñü êàæäàÿ òî÷êà t ∈ (−1, 1) îáëàäàåò
îêðåñòíîñòüþ U òàêîé, ÷òî p−1(U) = U × F , ãäå F � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî èç äâóõ òî÷åê: åñëè t = 0, òî
U = (−1, 1), à åñëè t 6= 0, òî U � ëþáîé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé t è íå ñîäåðæàùèé 0.

Òåì íå ìåíåå, (E,B, p, F ) � íå íàêðûòèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü U ∋ 0 � òðèâèàëèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü (áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, èíòåðâàë) è λ : p−1(U) → F = {0, 1} � òðèâèàëèçàöèÿ. Ïîñêîëüêó F äèñêðåòíî, à λ
íåïðåðûâíî, λ äîëæíî áûòü ïîñòîÿííî íà êîìïîíåíòàõ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè p−1(U), òî åñòü íà ïåðåñå÷åíèÿõ
p−1(U) ∩ E1 è p−1(U) ∩ E2. Ïîñêîëüêó (p, λ) : p−1(U) → U × F � ãîìåîìîð�èçì, îãðàíè÷åíèå p íà ïðîîáðàç
λ−1(0) ⊂ p−1(U) äîëæíî áûòü ãîìåîìîð�èçìîì íà U (ïî÷åìó?). Íî îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè p ìíîæåñòâà



p−1(U) ∩ E1 íå ñîäåðæèò òî÷åê ñëåâà îò íóëÿ, à îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè p ìíîæåñòâà p−1(U) ∩ E1 � òî÷åê

ñïðàâà îò íóëÿ.

Òåîðåìà 3 (î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè). Ïóñòü (E,B, p, F ) � íàêðûòèå, n ∈ N, f : [0, 1]n × [0, 1] → B �

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, è F0 : [0, 1]n → E � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî p◦F0 = f |[0,1]n×{0}.

Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : [0, 1]n× [0, 1] → E (ïîäíÿòèå f) òàêîå, ÷òî
p ◦ F = f è F |[0,1]n×{0} = F0.

Äëÿ íàêðûòèÿ èç ïðèìåðà 4 òåîðåìà áûëà äîêàçàíà ðàíåå. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàêðûòèÿ

íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ � ïðîâåðüòå!

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü a, b ∈ E. Îòîáðàæåíèå p∗ : MorΠ1(E)(a, b) → MorΠ1(B)(p(a), p(b)) èíúåêòèâíî (ïåðåâîäèò
ðàçëè÷íûå ìîð�èçìû � êëàññû ãîìîòîïèè ïóòåé ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè � â ðàçëè÷íûå). Â ÷àñòíîñòè,

p∗(π1(E, a)) ⊂ π1(B, p(a)) � ïîäãðóïïà π1(B, p(a)), èçîìîð�íàÿ π1(E, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ0, γ1 : [0, 1] → E � ïóòè, äëÿ êîòîðûõ γ0(0) = γ1(0) = a è γ0(1) = γ1(1) = b òàêèå,
÷òî ïóòè p ◦ γ0 è p ◦ γ1 ãîìîòîïíû; íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïóòè γ0 è γ1 ñàìè ãîìîòîïíû.

Ïóñòü f : [0, 1]2 → B � ãîìîòîïèÿ ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè, ñîåäèíÿþùàÿ p◦γ0 è p◦γ1: f(t, 0) = p(γ0(t)),
f(t, 1) = p(γ1(t)), f(0, s) = p(a) è f(1, s) = p(b) ïðè âñåõ 0 ≤ t, s ≤ 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå î íàêðûâàþùåé

ãîìîòîïèè, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå F : [0, 1]2 → E òàêîå, ÷òî p(F (t, s)) = f(t, s) è F (t, 0) = γ0(t) äëÿ âñåõ

0 ≤ t, s ≤ 1.
Èìååì p(F (0, s)) = p(a) äëÿ âñåõ s, òî åñòü F (0, s) ∈ p−1(p(a)). Ïîñêîëüêó p−1(p(a)) (ñëîé íàêðûòèÿ)

äèñêðåòåí, à îòðåçîê [0, 1] ñâÿçåí, F (0, s) = const. = F (0, 0) = γ0(0) = a äëÿ âñåõ s. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì,

÷òî F (1, s) = b äëÿ âñåõ s. Íî òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ(t)
def

= F (t, 1) � ïîäíÿòèå ïóòè p ◦ γ1, äëÿ êîòîðîãî

ϕ(0) = a = γ1(0). Ñîãëàñíî òåîðåìå, ïîäíÿòèå ïóòè p ◦ γ1 ñ òàêèì ñâîéñòâîì åäèíñòâåííî, îòêóäà ïîëó÷àåì

ϕ = γ1. Ñëåäîâàòåëüíî, F � ãîìîòîïèÿ ñ �èêñèðîâàííûìè êîíöàìè, ñîåäèíÿþùàÿ ïóòè γ0 è γ1. �

Ïðèìåð 9. Ïóñòü p : S1 → S1
� íàêðûòèå ïðèìåðà 5. Êàê áûëî äîêàçàíî â ëåêöèè 7, ìíîæåñòâî ìîð�èçìîâ

(êëàññîâ ãîìîòîïèè ïóòåé) MorΠ1(S1)(z, w) åñòåñòâåííî ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâó âèäà ϕ/(2π) + Z, ãäå ϕ

� àðãóìåíò ÷àñòíîãî w/z ∈ S1
. Êîìïîçèöèÿ ìîð�èçìîâ ïåðåõîäèò ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè â ñëîæåíèå, à

îòîáðàæåíèå p∗ : MorΠ1(S1)(z, w) → MorΠ1(S1)(z
n, wn) � â óìíîæåíèå íà n. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ z = w = 1,

ïîëó÷èì, ÷òî ãðóïïà π1(S
1, 1) èçîìîð�íà Z, à ãîìîìîð�èçì p∗ : π1(S

1, 1) → π1(S
1, 1) � óìíîæåíèå íà n.

Ïðè ýòîì p∗ � ìîíîìîð�èçì, êàê è óòâåðæäàåò ñëåäñòâèå òåîðåìû 3.


