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Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî Sn
áåç îäíîé òî÷êè ãîìåîìîð�íî Rn

.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî S1
ãîìåîìîð�íà a) �àêòîðó îòðåçêà [0, 1] ïî ñêëåéêå êîíöîâ 0 ∼ 1; á) �àêòîðó

ïðÿìîé R ïî ïðèáàâëåíèþ öåëûõ ÷èñåë: S1 ∼= R/Z, òî åñòü R/ ∼, ãäå x ∼ y ⇔ x− y ∈ Z.

Çàäà÷à 3. a) Âûâåäèòå èç çàäà÷è 2, ÷òî äâóìåðíûé òîð S1 × S1
ãîìåîìîð�åí êâàäðàòó [0, 1]2, ñòîðîíû

êîòîðîãî ñêëååíû òàê: (x, 0) ∼ (x, 1), (0, y) ∼ (1, y) äëÿ âñåõ 0 ≤ x, y ≤ 1, à òàêæå �àêòîðóR2/Z2
. Ñ�îðìóëèðóéòå

è äîêàæèòå àíàëîãè ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ n-ìåðíîãî òîðà (S1)n. á) Ïóñòü H = A1 . . . A6 � ïðàâèëüíûé

øåñòèóãîëüíèê (ñ âíóòðåííîñòüþ) íà ïëîñêîñòè, è f1, f2, f3 � ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû, ïåðåâîäÿùèå ñòîðîíû

A1A2,A2A3, A3A4 â ïðîòèâîïîëîæíûå. Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð (ðåçóëüòàò ñêëåéêè ñòîðîí)H/(u1 ∼ f1(u1), u2 ∼
f2(u2), u3 ∼ f3(u3)), ãäå u1, u2, u3 � âñå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí, ãîìåîìîð�åí äâóìåðíîìó òîðó.

â) Äîêàæèòå, ÷òî òîð ãîìåîìîð�åí ïîâåðõíîñòè áóáëèêà â R3
; íàðèñóéòå íà ïîâåðõíîñòè áóáëèêà ãðà� �

ñêëååííûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà èç çàäà÷è 3á.

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâîRPn
îïðåäåëÿåòñÿ êàê �àêòîðRn+1\{0} ïî òàêîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè:

u ∼ v, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî t ∈ R \ {0} òàêîå, ÷òî u = tv. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæíî çàìåíèòü ïîëå R

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïîëåì C (Cn = R2n
êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî).

Çàäà÷à 4. a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. á) Õàóñäîð�îâî ëè ïðîñòðàíñòâî

RPn
? à CPn

? â) Äîêàæèòå, ÷òî RPn
ãîìåîìîð�íî �àêòîðó ñ�åðû Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x2

0+ · · ·+x2
n =

1} ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè u ∼ v ⇔ u = −v. ã) Äîêàæèòå, ÷òî RPn
ãîìåîìîð�íî �àêòîðó øàðà

Bn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1} ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè u ∼ v ⇔ |u| = |v| = 1, u = −v.

Çàäà÷à 5. a) Äîêàæèòå, ÷òî RP 1
(ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò)

ãîìåîìîð�íî îêðóæíîñòè S1
. á) Äîêàæèòå, ÷òî CP 1

(ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ â C2
, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò) ãîìåîìîð�íî äâóìåðíîé ñ�åðå S2
.

Ëåíòîé Ìåáèóñà íàçûâàåòñÿ �àêòîðïðîñòðàíñòâî M êâàäðàòà [0, 1]2 ïî ñêëåéêå äâóõ åãî ñòîðîí: (0, y) ∼
(1, 1− y) ïðè 0 ≤ y ≤ 1.

Çàäà÷à 6. a) Äîêàæèòå, ÷òî êðàé ëåíòû Ìåáèóñà (îáúåäèíåíèå ñòîðîí {(x, 0) | x ∈ [0, 1]} è {(x, 1) | x ∈ [0, 1]}
êâàäðàòà) ãîìåîìîð�åí îêðóæíîñòè. á) Äîêàæèòå, ÷òî RP 2

ãîìåîìîð�íà êâàäðàòó [0, 1]2, â êîòîðîì ñêëååíû

òî÷êè (0, y) ∼ (1, 1 − y) äëÿ âñåõ 0 ≤ y ≤ 1 è òî÷êè (x, 0) ∼ (1 − x, 1) äëÿ âñåõ 0 ≤ x ≤ 1. â) Ïóñòü

L
def

= {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 1/3 ≤ y ≤ 2/3} ⊂ [0, 1]2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : [0, 1]2 → RP 2
� îòîáðàæåíèå ñêëåéêè

èç ïóíêòà 6á, òî f(L) ãîìåîìîð�åí ëåíòå Ìåáèóñà, à îáðàç äîïîëíåíèÿ f([0, 1]2 \ L ãîìåîìîð�åí êðóãó. Òåì

ñàìûì (óòî÷íèòå!) ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ãîìåîìîð�íà ñêëåéêå ïî ãðàíèöå êðóãà è ëåíòû Ìåáèóñà.

Áóòûëêîé Êëåéíà íàçûâàåòñÿ �àêòîð êâàäðàòà [0, 1]2 ïî îòîæäåñòâëåíèþ åãî ñòîðîí (x, 0) ∼ (x, 1), (0, y) ∼
(1, 1− y) äëÿ âñåõ 0 ≤ x, y ≤ 1.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî áóòûëêà Êëåéíà ãîìåîìîð�íà a) îáúåäèíåíèþ äâóõ ëåíò Ìåáèóñà, ñêëååííûõ ïî

ãðàíèöå; á) öèëèíäðó S1× [0, 1], îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ñêëååíû òàê: ((x, y), 0) ∼ ((x,−y), 1) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ S1
.

â) Ïðîäåëàåì â áóòûëêå Êëåéíà ìàëåíüêóþ êðóãëóþ äûðêó ({(x, y) ∈ K | (x − 1/2)2 + (y − 1/2)2 ≤ 1/9}) è
ñêëåèì åå ãðàíèöó ñ ãðàíèöåé ëåíòû Ìåáèóñà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîð�íî òîðó

T2
, â êîòîðîì ïðîäåëàíà òàêàÿ æå êðóãëàÿ äûðêà, ãðàíèöà êîòîðîé ñêëååíà ñ ãðàíèöåé ëåíòû Ìåáèóñà.

Ïóñòü Pg ⊂ R2
� ïðàâèëüíûé 4g-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìèA0, . . . , A4g−1 (íóìåðàöèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Ïóñòü pi, qi � ïîâîðîòû ïëîñêîñòè (ïðè g = 1 � ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû), äëÿ êîòîðûõ pi(A4i) = A4i+3,

pi(A4i+1) = A4i+2, qi(A4i+1) = A4i+4, qi(A4i+2) = A4i+3; çäåñü 0 ≤ i ≤ g − 1. Îòîæäåñòèì äëÿ âñÿêîãî

i êàæäóþ òî÷êó u ∈ [A4i, A4i+1] ñ åå îáðàçîì pi(u) ∈ [A4i+2, A4i+3], à êàæäóþ òî÷êó u ∈ [A4i+1, A4i+2] ñ
åå îáðàçîì qi(u) ∈ [A4i+3, A4i+4] (ýòî íàçûâàåòñÿ �ñêëåèòü (ñîîòâåòñòâóþùèå) ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà áåç

ïåðåêðóòêè�). �åçóëüòàò îòîæäåñòâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñ�åðîé ñ g ðó÷êàìè. Â ÷àñòíîñòè, ñ�åðà ñ 1 ðó÷êîé ýòî
òîð S1 × S1

(ñì. çàäà÷ó 3).

Çàäà÷à 8. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñ�åðà ñ g ðó÷êàìè ãîìåîìîð�íà ñ�åðå ñ g − 1 ðó÷êàìè è äûðêîé, ê êîòîðîé

ïðèêëååíà ïî ãðàíèöå ðó÷êà � òîð ñ äûðêîé. á*) �àçîáüåì ñòîðîíû 4g-óãîëüíèêà íà ïàðû (ei, eσ(i), è ïóñòü

fi � ïîâîðîò èëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùèé ei â eσ(i) áåç ïåðåêðóòêè. Îòîæäåñòâèì

êàæäóþ òî÷êó u ∈ ei ñ åå îáðàçîì fi(u) ∈ eσ(i) (äëÿ âñåõ i). Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîð�íî ñ�åðå ñ h ≤ g ðó÷êàìè (äëÿ íåêîòîðîãî h, çàâèñÿùåãî îò òîãî, êàêèå ïàðû ñòîðîí

ñêëåèâàþòñÿ).

1



Çàäà÷à 9. a) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ A = {(z, w) ∈ C2 : |z|
2
+ |w|

2
= 1, |z| ≤ |w|} è B = {(z, w) ∈

C2 : |z|2 + |w|2 = 1, |z| ≥ |w|} ãîìåîìîð�íî ïîëíîòîðèþ, òî åñòü ïðîèçâåäåíèþ S1 ×B2 îêðóæíîñòè íà êðóã.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå A∩B ãîìåîìîð�íî äâóìåðíîìó òîðó, à îáúåäèíåíèå A∪B � òðåõìåðíîé ñ�åðå

S3 = {(p, q, r, s) ∈ R
4 | p2 + q2 + r2 + s2 = 1}. â) Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå â R

3
ê ñòàíäàðòíî âëîæåííîìó

ïîëíîòîðèþ (áóáëèêó èç òåñòà) ãîìåîìîð�íî ïîëíîòîðèþ áåç îäíîé òî÷êè.

Óêàçàíèå (ê ïóíêòó 9â). Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 1 ïðè n = 3.

Çàäà÷à 10. a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ãîìåîìîð�íî ëåíòå Ìåáèóñà áåç ãðàíèöû.

(Óòî÷íèòå, êàê èìåííî îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå ïðÿìûõ!) Êóäà ïåðåõîäèò ïðè ïîñòðîåííîì

ãîìåîìîð�èçìå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò? ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ�èêñèðîâàííóþ

òî÷êó ïëîñêîñòè? ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè àáñöèññ? ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ åäèíè÷íûé

êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò? á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè ãîìåîìîð�íî ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Êóäà ïåðåõîäèò ïðè ýòîì ãîìåîìîð�èçìå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó? ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ çàäàííîé îêðóæíîñòè?

Çàäà÷à 11. a) Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð ïëîñêîñòè R2
ïî îòîæäåñòâëåíèþ òî÷åê (x, y) ∼ (y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ R,

ãîìåîìîð�åí ïîëóïëîñêîñòè (ñ ãðàíèöåé). á) Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð ïëîñêîñòè R2
ïî îòîæäåñòâëåíèþ òî÷åê

(x, y) ∼ (−x,−y) äëÿ âñåõ x, y ∈ R, ãîìåîìîð�åí R2
. â) Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

C2
ïî îòîæäåñòâëåíèþ òî÷åê (x, y) ∼ (y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ C ãîìåîìîð�åí C2

. ã) Äîêàæèòå, ÷òî �àêòîð

ïðîñòðàíñòâà Cn
ïî îòîæäåñòâëåíèþ íàáîðîâ (x1, . . . , xn) ∈ Cn

, îòëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò,

ãîìåîìîð�åí Cn
.

Çàäà÷à 12. a) Äîêàæèòå, ÷òî äâóìåðíûé òîð S1×S1
, â êîòîðîì ñêëååíû òî÷êè (x, y) ∼ (y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈

S1
, ãîìåîìîð�åí ëåíòå Ìåáèóñà. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî S2 × S2

, â êîòîðîì ñêëååíû òî÷êè (x, y) ∼
(y, x) äëÿ âñåõ x, y ∈ S2

, ãîìåîìîð�íî CP 2
. â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (S2)n, â êîòîðîì ñêëååíû íàáîðû

(x1, . . . , xn), îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé òî÷åê x1, . . . , xn ∈ S2
, ãîìåîìîð�íî êîìïëåêñíîìó ïðîåêòèâíîìó

ïðîñòðàíñòâó CPn
. ã*) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (T2)n, ãäå T2 = S1 × S1

� äâóìåðíûé òîð, â êîòîðîì

ñêëååíû íàáîðû (x1, . . . , xn), îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé òî÷åê x1, . . . , xn ∈ T2
, ãîìåîìîð�íî T2 × CPn−1

.

Óêàçàíèå. Ê ïóíêòó 12a: ñì. çàäà÷ó 10a. Ê ïóíêòó 12á: ñì. çàäà÷è 4á è 11â. Ê ïóíêòó 12â: ñì. çàäà÷è 4á è

11ã.


