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4. ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÈÇ ÎÊ�ÓÆÍÎÑÒÈ Â ÎÊ�ÓÆÍÎÑÒÜ.

Åñëè íå ñêàçàíî èíîå, òî îêðóæíîñòü S1
ïîíèìàåòñÿ êàê {z ∈ C | |z| = 1}.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü f, g : S1 → S1
� íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî a) deg(f ◦ g) = deg f deg g

(ñïðàâà � óìíîæåíèå öåëûõ ÷èñåë), á) deg(fg) = deg f+deg g (ñëåâà � ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå êîìïëåêñíîçíà÷ûõ

�óíêöèé: (fg)(z) = f(z)g(z), z ∈ S1
).

Çàäà÷à 2. a) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé �óíêöèè w : C → C òàêîé, ÷òî (w(z))2 = z äëÿ

âñåõ z ∈ C. á) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé �óíêöèè f : C \ {0} → C òàêîé, ÷òî exp f(z) = z
äëÿ âñåõ z ∈ C \ {0}.

Çàäà÷à 3. a) Ïóñòü f : S1 → S1
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈ S1

ïðîîáðàç f−1(a) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå |deg f | òî÷åê (â ÷àñòíîñòè, f(S1) = S1
, åñëè deg f 6= 0). á) â) Ïóñòü

f, g : S1 → S1
� íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, deg(f) 6= deg(g). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ S1

òàêàÿ,

÷òî f(a) = g(a). Êàê ìîæíî îöåíèòü ñíèçó êîëè÷åñòâî òàêèõ òî÷åê ÷åðåç deg f è deg g?

Çàäà÷à 4. a) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S1 → Sn
, ãäå n > 1, ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ,

îáðàç êîòîðîãî íå ñîâïàäàåò ñ Sn
. á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S1 → Sn

ãîìîòîïíî

îòîáðàæåíèþ, îáðàç êîòîðîãî � òî÷êà. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî âñå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : S1 → Sn
,

ãäå n > 1, ãîìîòîïíû äðóã äðóãó.

Çàäà÷à 5. a) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Sn → S1
, ãäå n > 1, ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ

â òî÷êó. á) Òîò æå âîïðîñ ïðî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : RPn → S1
.

Çàäà÷à 6. Áóêåòîì k îêðóæíîñòåé íàçûâàåòñÿ �àêòîð äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ k îêðóæíîñòåé ñ îòìå÷åííûìè

òî÷êàìè (ïî îäíîé â êàæäîé) ïî îòîæäåñòâëåíèþ îòìå÷åííûõ òî÷åê. Çàïèñü: Vk =
∨k

i=1
S1

i . Îáîçíà÷èì

fi : S
1 → Vk ãîìåîìîð�èçì îêðóæíîñòè íà i-þ îêðóæíîñòü áóêåòà, à g : Vk → S1

� îòîáðàæåíèå, îãðàíè÷åíèå

êîòîðîãî íà i-þ îêðóæíîñòü � ãîìåîìîð�èçì, ïåðåâîäÿùèé îòìå÷åííóþ òî÷êó (âåðùèíó áóêåòà) â 1 ∈ S1
,

à âñå îñòàëüíûå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â òî÷êó 1. a) Âû÷èñëèòå deg gi ◦ fj (ýòî îòîáðàæåíèå S1 → S1
).

á) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ fj è gi íå ãîìîòîïíû îòîáðàæåíèÿì â òî÷êó. â) Äîêàæèòå, ÷òî Vk ïðè

k 6= 1 ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòåí îêðóæíîñòè. ã) Äîêàæèòå, ÷òî Vk è Vℓ ïðè k 6= ℓ ãîìîòîïè÷åñêè

íå ýêâèâàëåíòíû. ä) Äîêàæèòå, ÷òî ñ�åðà ñ g > 0 ðó÷êàìè áåç îäíîé òî÷êè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà

áóêåòó 2g îêðóæíîñòåé. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè ïðè ðàçíûõ g íå ãîìåîìîð�íû.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f(z) = (z−λ1)
m1 . . . (z−λs)

ms
� ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî; çäåñü

λiC, i = 1, . . . , k, � íóëè (ïðè mi > 0) è ïîëþñà (ïðè mi < 0) �óíêöèè, à m1, . . . ,mk ∈ Z � èõ ïîðÿäêè.

a) Ïóñòü ωi ⊂ C � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì λi, íå ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ äðóãèõ λj . Ïóñòü Φi : ωi → S1

� îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ðàâåíñòâîì Φi(z) = f(z)/ |f(z)|. Äîêàæèòå, ÷òî deg Φi = mi. á) Ïóñòü ω ⊂ C �

ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè λ1, . . . , λs, à Φ : ω → S1
� îòîáðàæåíèå, çàäàííîå òîé

æå �îðìóëîé, ÷òî è â ïóíêòå 7a. Íàéäèòå deg Φ.
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