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5. ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÜ.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü X1 ⊃ X2 ⊃ . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ âëîæåííûõ õàóñäîð�îâûõ êîìïàêòîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî

⋂

∞

n=1
Xn 6= ∅. Ìîæíî ëè îòêàçàòüñÿ îò êîìïàêòíîñòè õîòÿ áû íåêîòîðûõ èç Xi?

Çàäà÷à 2. a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ∆n−1

def

= {(x1, . . . , xn) ∈ R
n | x1, . . . , xn ≥ 0, x1 + · · · + xn = 1}

êîìïàêòíî. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x, y ≥ 0 è x 6= y, òî xy <
(

x+y
2

)2
. â) Ïóñòü (x∗

1, . . . , x
∗

n) � òî÷êà,

â êîòîðîé íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f : ∆n−1 → R, çàäàííàÿ �îðìóëîé f(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn, äîñòèãàåò

ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2á, ÷òî x∗

1 = · · · = x∗

n = 1/n. ã) Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì: åñëè y1, . . . , yn ≥ 0, òî n

√
y1 . . . yn ≤

y1+···+yn

n . ä) Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì

êâàäðàòè÷åñêèì:

y1+···+yn

n ≤
√

y2

1
+···+y2

n

n , å) ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ñòåïåíè α ≥ 1:

y1+···+yn

n ≤
(yα

1
+···+yα

n

n

)1/α
, æ) ìåæäó ñðåäíèìè ñòåïåíåé α è β, α > β > 0: (

yβ
1
+···+yβ

n

n

)1/β ≤
(yα

1
+···+yα

n

n

)1/α
.

Ïóñòü k = (k1, k2, . . . ) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à Γk � áåñêîíå÷íîå ðåãóëÿðíîå äåðåâî,

òî åñòü îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, ó êîòîðîãî åñòü 1 âåðøèíà � êîðåíü, èç êîòîðîé âûõîäÿò ðåáðà â k1 âåðøèí
ïåðâîãî óðîâíÿ. Â êàæäóþ âåðøèíó ïåðâîãî óðîâíÿ âõîäèò îäíî ðåáðî (èç êîðíÿ) è âûõîäèò k2 ðåáåð â

âåðøèíû âòîðîãî óðîâíÿ è ò.ä. Ïóñòü Xk � ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïóòåé â ãðà�å Γk, íà÷èíàþùèõñÿ â

êîðíå è èäóùèõ ïî ðåáðàì (ñîãëàñîâàííî ñ íàïðàâëåíèåì). Ââåäåì íà Xk òîïîëîãèþ, áàçîé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

ìíîæåñòâà Ua, ãäå a � âåðøèíà Γk: ìíîæåñòâî Ua ñîñòîèò èç âñåõ ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç a.

Çàäà÷à 3. a) Äîêàæèòå, ÷òî Xk ñ ââåäåííîé òîïîëîãèåé êîìïàêòíî. á) Ïóñòü Γ ⊂ Γk � áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé

ïîäãðà� (òî åñòü áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí Γ è âñå ðåáðà Γk, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû,

âîøåäøèå â Γ; ñâÿçíîñòü ïîíèìàåòñÿ â êîìáèíàòîðíîì ñìûñëå), ñîäåðæàùèé êîðåíü. Äîêàæèòå, ÷òî â Γ
èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí áåñêîíå÷íûé ïóòü, íà÷èíàþùèéñÿ â êîðíå è èäóùèé ïî ðåáðàì (ñîãëàñîâàííî

ñ íàïðàâëåíèåì). â) Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ ïóíêòà 3á â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç

ki � íå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à áåñêîíå÷íîñòü (âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ â Γk èìåþò áåñêîíå÷íóþ

âàëåíòíîñòü). �äå â ýòîì ñëó÷àå íå ðàáîòàåò äîêàçàòåëüñòâî èç ïóíêòîâ 3a è 3á?

Îáû÷íàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è 3á: ÷åëîâå÷åñòâî æèâåò âå÷íî, íî ÷èñëî ëþäåé â êàæäîì ïîêîëåíèè

êîíå÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïîòîìêîâ-ìóæ÷èí.
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