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Ëèñòîê 5.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî sinnx íå èìååò ñõîäÿùåéñÿ ïî ìåðå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà [0, 1].
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó íå çàäàåòñÿ òîïîëîãèåé.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè fn ñõîäèòñÿ ê f ïî

ìåðå µ, òî Ψ(fn) ñõîäèòñÿ ê Ψ(f) ïî ìåðå µ äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Ψ.
Çàäà÷à 4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f íà [0, 1] òàêîé, ÷òî âñÿêàÿ èçìå-

ðèìàÿ ôóíêöèÿ g, ñîâïàäàþùàÿ ïî÷òè âñþäó ñ f , âñþäó ðàçðûâíà.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f íà Rn ñóùåñòâóåò áîðå-

ëåâñêàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî f = g ïî÷òè âñþäó.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f � ëîêàëüíî ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå Rn → Rn, òî îáðàç ìíî-

æåñòâî ìåðû íóëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü C(x) � ôóíêöèÿ Êàíòîðà. Íàéäèòå ìåðû ìíîæåñòâà Êàíòîðà ïðè îòîáðàæåíèè

C(x) + x.
Çàäà÷à 8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ

ïî÷òè âñþäó ê íóëþ íà [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâ îò fn ïî [0, 1] íå
ñõîäèòñÿ.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ

ê ôóíêöèè f îòðåçêå [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x)e−f

2
n(x) dx =

∫ 1

0
f(x)e−f
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Çàäà÷à 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü Tn �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé îòðåçêà [0, 1] òî÷êàìè xnk = k/2n, ∆n
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k
.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî hn ≤ f ≤ gn, hn ≤ hn+1 è gn+1 ≤ gn.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

∫ 1

0
(gn − hn) dx = 0.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1] ïî ìåðå Ëåáåãà gn(x) − hn(x) → ω(f, x), ãäå
ôóíêöèÿ ω(f, x) � êîëåáàíèå f â òî÷êå x.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå êðèòåðèé Ëåáåãà: îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíà.
Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] ïî Ðèìàíó, òî îíà èíòåãðè-

ðóåìà ïî Ëåáåãó è èíòåãðàëû ñîâïàäàþò.
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