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Âñ¼ ïðîèñõîäèò íàä áàçîâûì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè íîëü.

Çàäà÷à 1: Ïóñòü C ýòî àññîöèàòèâíàÿ äã-êîàëãåáðà, à M ýòî ëåâûé äã-êîìîäóëü

íàä íåé. Äîêàæèòå, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ êîíå÷íîìåðíûõ äã-ïîäêîàëãåáð,

à M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ êîíå÷íîìåðíûõ äã-ïîäêîìîäóëåé.

Çàäà÷à 2: Ïóñòü L ýòî L∞-àëãåáðà òàêàÿ, ÷òî H1(L) êîíå÷íîìåðíî, H2(L) îäíî-
ìåðíî, èíäóöèðîâàííàÿ ñêîáêà íà êîãîìîëîãèÿõ H1(L)⊗H1(L)−→H2(L) ýòî íåâû-
ðîæäåííîå ñïàðèâàíèå, à Hk(L) = 0 äëÿ k ̸= 1, 2. Äîêàæèòå, ÷òî L ôîðìàëüíà.1

Çàäà÷à 3: Ïóñòü sln � àëãåáðà Ëè áåññëåäîâûõ ìàòðèö ðàçìåðà n íà n. Ïóñòü
C∗(sln) � å¼ äã-êîàëãåáðà Øåâàëëå-Ýéëåíáåðãà, è ïóñòü C∗(sln) = (C∗(sln))

∨ äâîé-

ñòâåííàÿ äã-àëãåáðà. Âû÷èñëèòå êîãîìîëîãèè êîáàð-êîíñòðóêöèè Cob(C∗(sln)) è êî-

ãîìîëîãèè áàð-êîíñòðóêöèè Bar(C∗(sln)).

Çàäà÷à 4: Ïóñòü g� òð¼õìåðíàÿ àëãåáðà Ëè Ãåéçåíáåðãà2 C∗(g)� å¼ äã-êîàëãåáðà

Øåâàëëå-Ýéëåíáåðãà, è ïóñòü C∗(g) = (C∗(g))
∨ äâîéñòâåííàÿ äã-àëãåáðà. Âû÷èñ-

ëèòå êîãîìîëîãèè êîáàð-êîíñòðóêöèè Cob(C∗(g)) è êîãîìîëîãèè áàð-êîíñòðóêöèè

Bar(C∗(g)).

Çàäà÷à 5: Ïóñòü Lie≤n(V ) � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè ïîðÿäêà n,
íàòÿíóòàÿ íà êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî V .3. Âû÷èñëèòå ïåðâûå è âòîðûå êîãîìî-
ëîãèè äã-àëãåáðû C∗(Lie≤n(V )) è îïðåäåëèòå âûñøèå óìíîæåíèÿ

mn : H1(C∗(Lie≤n(V )))⊗n −→H2(C∗(Lie≤n(V ))) äëÿ êàêîé-íèáóäü å¼ A∞ èëè C∞

ìèíèìàëüíîé ìîäåëè.

1Ïîäñêàçêà: ëåììà Ìîðñà
2Îíà ïîðîæäåíà äâóìÿ ýëåìåíòàìè x, y ñ ñîîòíîøåíèÿìè, ÷òî êîììóòàòîð [x, y] � öåíòðàëüíûé

ýëåìåíò.
3Òî åñòü, ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Ëè ôàêòîð ïî n+ 1-îìó ÷ëåíó íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà
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Çàäà÷à 6: Ïóñòü L ýòî L∞-àëãåáðà, à A ýòî êîììóòàòèâíàÿ äã-àëãåáðà. Ïîñòðîéòå

ñòðóêòóðó L∞-àëãåáðû íà L⊗A, ôóíêòîðèàëüíóþ ïî A, òàêóþ, ÷òî L⊗ k = L, åñëè
k ýòî îñíîâíîå ïîëå.

Ïóñòü Ω = k[t, dt] ýòî äã-àëãåáðà ïîëèíîìèàëüíûõ ôîðì íà àôôèííîé ïðÿìîé.

Îòîáðàæåíèå evx : Ω−→ k âû÷èñëåíèÿ â òî÷êå x ýòî ãîìîìîðôèçì äã-àëãåáð Ω−→ k.

Çàäà÷à 7: Íàçîâ¼ì äâà L∞ îòîáðàæåíèÿ f0, f1 : L−→M ãîìîòîïíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå F : L−→M ⊗ Ω òàêîå, ÷òî (M ⊗ ev0)F = f0, (M ⊗ ev1)F =
f1. Ïîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïíûå L

∞-ìîðôèçìû èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå îòîáðàæåíèÿ

ôóíêòîðîâ DefL −→ DefM .

Çàäà÷à 8: Ïóñòü f : L−→M ýòî ìîðôèçì äã-àëãåáð ëè. Åãî ãîìîòîïè÷åñêèì

ÿäðîì íàçûâàåòñÿ äã-àëãåáðà Kf ⊂ L×(M⊗Ω), ñîñòîÿùàÿ èç ïàð (l,m(t)) òàêèõ, ÷òî
ev0m(t) = 0, ev1m(t) = f(l). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ýòî âëîæåíèå, è ÷òî èíäóöèðîâàííîå
îòîáðàæåíèå íà êîãîìîëîãèÿõ H(f) : H(L)−→H(M) òîæå âëîæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî
Kf ãîìîòîïè÷åñêè àáåëåâà.
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Çàäà÷à 9: Ïóñòü V � íåêîòîðûé îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ k-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
End(V ) � äã-àëãåáðà Ëè åãî ýíäîìîðôèçìîâ, v ∈ V � çàìêíóòûé âåêòîð, à Ann(v) ⊂
End(V ) � äã-ïîäàëãåáðà Ëè â End(V ), ñîñòîÿùàÿ èç ýíäîìîðôèçìîâ φ òàêèõ, ÷òî

φ(v) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêîå ÿäðî âëîæåíèÿ Ann(v)−→ End(V ) � ãîìî-

òîïè÷åñêè àáåëåâà àëãåáðà Ëè.

Çàäà÷à 10: Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêòíîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåð-

íîñòè 2n. Ïóñòü ω ∈ Ωn
C(M) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ n-ôîðìà íà M . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ω ∧ ω ýòî íèãäå íå çàíóëÿþùàÿñÿ 2n-ôîðìà, è ÷òî dω = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðèðóåìàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà I íà M òàêàÿ, ÷òî ω
ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôîðìîé îáú¼ìà îòíîñèòåëüíî I. Ïóñòü L � äã-àëãåáðà Ëè

äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû äå Ðàìà, è ïóñòü A � å¼ ïîäàëãåáðà, ñîñòîÿùàÿ èç

äèôôåðåíöèðîâàíèé D òàêèõ, ÷òî D(ω) = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ M
ñ èíäóöèðîâàííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé I âåðíà ddc-ëåììà, ãîìîòîïè÷åñêîå ÿäðî
L−→ A ãîìîòîïè÷åñêè àáåëåâî.

Çàäà÷à 11: Ïóñòü 0−→ V −→ L−→ g−→ 0 ýòî öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå àëãåáð
Ëè. Ïî ðàñùåïëåíèþ s : g−→ L ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå c : Λ2g−→ V , çàäàííîå ôîð-
ìóëîé c(a, b) = [s(a), s(b)] − s([a, b]). Ïîêàæèòå, ÷òî c çàäà¼ò ìîðôèçì äã-êîàëãåáð

C∗(g)−→ SymV [2], òî åñòü, L∞-ìîðôèçì g−→ V [1], ãäå V [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî

ñòðóêòóðîé àáåëåâîé L∞-àëãåáðû. Ðàññìîòðèì äã-àëãåáðó ĝ, êîòîðàÿ êàê ãðàäóè-

4Ïîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî f ðàñùåïëÿåòñÿ â êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ.
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ðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíà ĝ = g ⊕ V ⊕ V [1], ñêîáêà çàäàíà ôîð-
ìóëîé [(a, v, sw), (a′, v′, sw′)] := ([a, a′], c(a, a′), 0), à äèôôåðåíöèàë çàäà¼òñÿ ôîðìó-

ëîé d(a, v, sw) := (0, w, 0). Ïîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π ÿâëÿåòñÿ L∞-

îòîáðàæåíèåì ĝ−→ V [1]. Äîêàæèòå, ÷òî π ñòðèêòèôèöèðóåò c, òî åñòü, ïîñòðîéòå
òàêîå L∞-îòîáðàæåíèå f : g−→ ĝ, ÷òî c = πf , êîìïîçèöèè π è f .
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