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Êóðñ ýòîò â áîëüøåé ñòåïåíè áóäåò ïîñâÿùåí äã-àëãåáðàì Ëè, íåæåëè ÷åìó-òî
äðóãîìó. Ìû âñòàíåì íà òî÷êó çðåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé òåîðèÿ äåôîðìàöèé ýòî èçó-
÷åíèå ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè äã-àëãåáð ëè (íà ñàìîì äåëå íå âñåõ, à òîëüêî íèëü-
ïîòåíòíûõ), ðàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ ãîìîòîïèé � ýòî ïîäðàçäåë òåîðèè äåôîðìàöèé,
èçó÷àþùèé àëãåáðû ëè, æèâóùèå â ïîëîæèòåëüíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ñòåïåíÿõ, à êî-
øóëåâà äâîéñòâåííîñòü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîñòî èíñòðóìåíò, ñ ïîìîùüþ êîòîðî-
ãî óòâåðæäåíèÿ ïðî àëãåáðû ëè ïåðåâîäÿòñÿ â óòâåðæäåíèÿ ïðî (êî)êîììóòàòèâíûå
(êî)àëãåáðû, õîòÿ, êîíå÷íî æå, ýòè ÿâëåíèÿ ãîðàçäî áîãà÷å òàêèõ îïèñàíèé.

Ìû íà÷í¼ì ñ òåîðèè äåôîðìàöèé. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, äåôîðìàöèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáúåêòà ýòî âàðüèðîâàíèå çàäàþùèõ åãî ïàðàìåòðîâ. Îïèñàòü äåôîðìà-
öèîííóþ çàäà÷ó ìîæíî òàê: ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ C, â êîòîðîé åñòü ðàññëîåííûå
ïðîèçâåäåíèÿ è êîíå÷íûé îáúåêò ∗. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ ïóíêòèðîâàííûõ îáúåê-
òîâ ∗ −→ C è çàôèêñèðóåì â íåé êàêóþ-íèáóäü ïîäêàòåãîðèþ B, êîòîðóþ ìû áóäåì
íàçûâàòü êàòåãîðèåé áàç. Äåôîðìàöèåé îáúåêòà A ∈ C íàä áàçîé B ∈ B ìû áóäåì
íàçûâàòü ðàññëîåííûé êâàäðàò

A −−−→ Xy yf

∗ −−−→ B

òî åñòü, îáúåêò X âìåñòå ñ ìîðôèçìîì f : X −→B è èçîìîðôèçìîì "ñëîÿ X íàä
âûäåëåííîé òî÷êîé"èA. Ëèáî æå êàðòèíêó ìîæíî äóàëèçîâàòü: ñ÷èòàòü ∗ íà÷àëüíûì
îáúåêòîì è íàçûâàòü äåôîðìàöèåé êîðàññëîåííûé êâàäðàò

X −−−→ A

f

x x
B −−−→ ∗
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Íà êëàññ ìîðôèçìîâ f , ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ÷òî-òî îñìûñëåííîå, òîæå íàäî íàëî-
æèòü îãðàíè÷åíèÿ: ðàññìàòðèâàòü íå âñå ìîðôèçìû, à òîëüêî òåì èëè èíûì îáðàçîì
òðèâèàëèçîâàííûå � ïëîñêèå â ñëó÷àå àëãåáð, èëè ëîêàëüíî òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ
â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé.

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå êàòåãîðèè C ìîæíî âçÿòü êàòåãîðèþ àëãåáð íàä êàêèì-
íèáóäü êîììóòàòèâíûì êîëüöîì k. Åñëè â êà÷åñòâå êàòåãîðèè B ðàññìîòðåòü âñå
(àóãìåíòèðîâàííûå) àëãåáðû B −→B/I = k, òî äåôîðìàöèÿ àëãåáðû A íàä áàçîé B
ýòî B-àëãåáðà X âìåñòå ñ âûäåëåííûì èçîìîðôèçìîì X/I −→ A. Ïîëåçíîñòü ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ âîçðàñòàåò ñ îãðàíè÷åíèåì îáùíîñòè: íå íàëàãàÿ íèêàêèõ óñëîâèé íà
ìîðôèçì f , ìîæíî ïîëó÷èòü cîâñåì òðèâèàëüíûé ïðèìåð âðîäå A ⊗B B/I = A ⊗B

k = A. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (íà êîòîðóþ íóæíî âñòàâàòü ñ èçâåñòíîé
îñòîðîæíîñòüþ, åñëè íå ñ÷èòàòü àëãåáðû èç B êîììóòàòèâíûìè) òàêàÿ äåôîðìàöèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ïó÷êó-íåáîñêð¼áó íà SpecB: ñëîé íàä âûäåëåííîé òî÷êîé ýòî àëãåáðà
A, à íàä âñåìè îñòàëüíûìè âèñèò íîëü. ×òîáû ïîëó÷èòü ÷óòü áîëåå ñîîòâåòñòâóþùèå
èíòóèöèè î íåïðåðûâíîì ñåìåéñòâå êàðòèíêè, ìîæíî òðåáîâàòü îòX ÷òîáû îíî áûëî
áû ñâîáîäíî èëè ïðîåêòèâíî êàê B-ìîäóëü, òîãäà äåôîðìàöèÿ - ýòî òðèâèàëüíîå èëè
ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä SpecB ñî ñòðóêòóðîé àëãåáðû â
ñëîÿõ, àëãåáðàè÷åñêè çàâèñÿùåé îò ñëîÿ. Èëè ìîæíî ïîòðåáîâàòü ïëîñêîñòè, òîãäà
ó ñåìåéñòâà ïîÿâÿòñÿ îñîáåííîñòè.

Êàòåãîðèþ áàç B òîæå íàäî êàê-òî ðàçóìíûì îáðàçîì îãðàíè÷èâàòü. Â îñíîâíîì
ìû õîòèì èçó÷àòü äåôîðìàöèè ëîêàëüíûå, íàä ìàëåíüêèìè áàçàìè, è âûáîð êàòå-
ãîðèè áàç B äîëæåí ýòó èäåþ îòðàæàòü. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå áàç ìîæíî âûáðàòü
ëîêàëüíûå àëãåáðû íàä k, èëè ëîêàëüíûå è àðòèíîâû, èëè íèëüïîòåíòíûå (òî åñòü òå,
ó êîòîðûõ íèëüïîòåíòåí àóãìåíòàöèîííûé èäåàë). Îáû÷íî ìû áóäåì èçó÷àòü áàçû
íèëüïîòåíòíûå èëè ïðîíèëüïîòåíòíûå. Äåôîðìàöèè ñ íåêîììóòàòèâíûìè áàçàìè, â
ïðèíöèïå, èçó÷àòü òîæå ìîæíî, íî ýòî ïðåäìåò äîâîëüíî ýçîòåðè÷åñêèé.

Óïðàæíåíèå 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ýòî êîììóòàòèâíîå ëîêàëüíîå àðòèíîâî êîëü-
öî ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m. Äîêàæèòå, ÷òî m íèëüïîòåíòåí, òî åñòü, ñóùåñòâóåò
òàêîå n, ÷òî mn ýòî íóëåâîé èäåàë.

Ýòî áûëè äåôîðìàöèè àëãåáð. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî äåôîðìèðîâàòü ãåî-
ìåòðè÷åñêèå îáúåêòû: íà òàêîì óðîâíå, ãëàâíîå ýòî äîãîâîðèòüñÿ, â êàêîé êàòåãî-
ðèè ìû æèâ¼ì. ×òîáû äåôîðìèðîâàòü àôôèííûå ñõåìû, íóæíî ïðîñòî îáåðíóòü
âñå ñòðåëêè â ïàðå àáçàöåâ ñâåðõó (è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìàòðèâàòü ðàññëîåííûå
êâàäðàòû âìåñòî êîðàññëîåííûõ). Íè÷åãî íå ñòîèò çàìåíèòü àôôèííûå ñõåìû íà
îáû÷íûå, îñòàâèâ â êà÷åñòâå êàòåãîðèè áàç êàòåãîðèþ ñïåêòðîâ ëîêàëüíûõ àðòèíî-
âûõ àëãåáð. Íåáîëüøèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò, êîãäà ïðèõîäèòñÿ âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ
àíàëèçîì: íàïðèìåð, êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî äåôîðìèðîâàòü, âçÿâ â êà÷å-
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ñòâå êàòåãîðèè áàç êàòåãîðèþ øòåéíîâûõ ìíîãîîáðàçèé èëè äàæå ïîëèäèñêîâ. Óäîá-
íî ðàñøèðÿòü êàòåãîðèþ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé äî òàê íàçûâàåìûõ êîìïëåêñ-
íûõ ïðîñòðàíñòâ � â íåé ñóùåñòâóþò îáúåêòû, âðîäå SpecC[t]/tn, íèëüïîòåíòíûå.
Ôîðìàëüíî, êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî ýòî ëîêàëüíî îêîëüöîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
ëîêàëüíî èçîìîðôíîå ìíîæåñòâó íóëåé êîíå÷íîãî íàáîðà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà
äèñêå Dn, îêîëüöîâàííîå ïó÷êîì ôóíêöèé ODn/(f 1, . . . , fk). Â êà÷åñòâå íåêîíâåíöè-
îíàëüíîãî ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ, â êîòîðîé ïîä áàçàìè
ìû ïîíèìàåì ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà, à ïîä ñåìåéñòâàìè � ðàññëîåíèÿ, íàïðèìåð, â
ñìûñëå Ñåððà.

Äåôîðìàöèè îáúåêòà A ∈ C íàä îáúåêòîì B ñàìè ïî ñåáå îáðàçóþò êàòåãîðèþ.
Ìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ äåôîðìàöèÿìè f : X −→B è f ′ : X ′ −→B ýòî êîììóòàòèâ-
íûé òðåóãîëüíèê

X −−−→ X ′

f

y f ′

y
B

Id−−−→ B,

îáðàçóþùèé âìåñòå ñ ðàññëîåííûìè êâàäðàòàìè èç îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèè êîì-
ìóòàòèâíûé êóá. Åñëè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü êàòåãîðèþ áàç, òî ÷àñòî îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ëþáîé ìîðôèçì äåôîðìàöèé íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàê
ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ìîðôèçì äåôîðìàöèé òîæäåñòâåííåí íà öåíòðàëüíîì ñëîå,
à äîñòàòî÷íî ìàëîå âîçìóùåíèå òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ îáðàòèìî: ýòî òàêîå
ìåòà-óòâåðæäåíèå, ïðîÿâëåíèÿìè êîòîðîãî ñëóæàò, íàïðèìåð, òåîðåìà îá îáðàòíîé
ôóíêöèè è ëåììà Íàêàÿìû.

Óïðàæíåíèå 2: Ïóñòü îïÿòü A ýòî êîììóòàòèâíîå ëîêàëüíîå àðòèíîâî êîëüöî ñ
ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m. Ïóñòü M è N ýòî äâà ñâîáîäíûõ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ
ìîäóëÿ íàä A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí ìîðôèçì f : M −→N òàêîé, ÷òî f/m :
M/mM −→N/mN ýòî èçîìîðôèçì. Äîêàæèòå, ÷òî è f òîãäà òîæå èçîìîðôèçì.

Óïðàæíåíèå 3: Ïóñòü òåïåðü f : M −→M ýòî ìîðôèçì èç ìîäóëÿ â ñåáÿ, íî
M íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíûì êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì. äîïóñòèì, ÷òî f/m = Id.
Ïîêàæèòå, ÷òî f ýòî èçîìîðôèçì.

Äàæå åñëè íå ëþáîé ìîðôèçì äåôîðìàöèé îáðàòèì, â ëþáîé êàòåãîðèè âñåãäà
ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíûé ïîäãðóïïîèä � ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îáðàòèìûå ìîð-
ôèçìû. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó îáúåêòó êàòåãîðèè B ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðóïïîèä
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DefA(B) äåôîðìàöèé A íàä B. Ïóñòü c : B′ −→B ýòî ìîðôèçì â B. Òîãäà ïî äåôîð-
ìàöèè X −→B ìîæíî ïîñòðîèòü äåôîðìàöèþ X ×B B′ −→B′ (ëèáî êîðàññëîåííîå
ïðîèçâåäåíèå, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà). Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî çàäà¼ò ôóíê-
òîð ìåæäó DefA(B) è DefA(B

′). Èãíîðèðóÿ ïîêà âîïðîñ î òîì, ÷òî â òî÷íîñòè èç
ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð èç êàêîé-ëèáî êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ ãðóïïîèäîâ (èëè â
êàòåãîðèþ êàòåãîðèé âîîáùå: ìåæäó ìîðôèçìàìè ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, è èõ íàäî ó÷èòûâàòü, ãîâîðÿ ïðî òî, êàê ôóíêòîð âåä¼ò ñåáÿ ïî îòíîøåíèè
ê êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ). Íî, (ïî êðàéíåé ìåðå åñëè íàøè êàòåãîðèè ýêâèâàëåíò-
íû ìàëûì) ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà π0DefA ýòî êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé
ôóíêòîð èç B â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ SET . Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé äåôîðìàöèé

A ýòî ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò M äëÿ ôóíêòîðà B 7→ π0DefA(B).

Ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò ñóùåñòâóåò äàëåêî íå âñåãäà. Âïðî÷åì, çà÷àñòóþ ýòó
ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü öåíîé óâåëè÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êàòåãîðèé: íàïðèìåð,
ðàññìàòðèâàÿ äã-àëãåáðû âìåñòî îáû÷íûõ àëãåáð èëè ñòåêè âìåñòî ñõåì. Êîíå÷-
íî, âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïðåäñòàâèìîñòè, ðàáîòàÿ âíóòðè êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ
B −→ SET , íî îáû÷íî õî÷åòñÿ íàéòè êàòåãîðèþ, ñâÿçàííóþ ñ B íàèáîëåå òåñíûì
îáðàçîì.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ è óâèäèì, êàê äã-àëãåáðû
ëè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ëîêàëüíûìè îïèñàíèÿìè
äåôîðìàöèé. Ìû áóäåì ðàáîòàòü íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè íîëü. Ìû áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî îíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî � ýòî èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè êàæäûé
ðàç ïðîãîâàðèâàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ðàñøèðåíèè áàçîâîãî ïîëÿ. Ïîä ìàëåíüêîé
àëãåáðîé ìû áóäåì ïîíèìàòü àðòèíîâó ëîêàëüíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé (A,m) è ïî-
ëåì âû÷åòîâ A/m = k. Îíè áóäóò ñëóæèòü áàçàìè íàøèõ äåôîðìàöèé. Çàìåòèì,
÷òî, ðàç A ýòî k-àëãåáðà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k −→ A−→ k, ãäå ïåðâàÿ ñòðåëêà �
ýòî âëîæåíèå åäèíèöû, à âòîðàÿ � ôàêòîðèçàöèÿ, ðàñùåïëÿåòñÿ, êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü k-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, A = k⊕m êàê k-àëãåáðà, áîëåå òîãî,
ýòî ðàçëîæåíèå êàíîíè÷åñêîå. Áóäåì íàçûâàòü êàòåãîðèþ ìàëåíüêèõ àëãåáð ART .

Ïðèìåð, ïîëåçíûé ïðè èçó÷åíèè áîëüøîãî ÷èñëà ñèòóàöèé, ýòî äåôîðìàöèè äèô-
ôåðåíöèàëà â êîìïëåêñå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä k. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäóèðî-
âàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä k ýòî íàáîð ïðîñòðàíñòâ V i, çàíóìåðî-
âàííûé ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðàäóèðîâàííûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V è W ìû áóäåì íàçûâàòü ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî V ⊗W , äëÿ êîòîðîãî (V ⊗W )n := ⊕i+j=nV

i ⊗W j. Çàìåòèì, ÷òî ìû áåð¼ì
èìåííî ïðÿìóþ ñóììó: ìîæíî áûëî áû âçÿòü, íàïðèìåð, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Â
äàëüíåéøåì áóäåò âàæíî îáðàùàòü âíèìàíèå íà ýòî ðàçëè÷èå, íî ïîêà çàìåòèì, ÷òî
åñëè õîòÿ áû îäíî èç ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííî (òî åñòü V i = 0 ïðè |i| >> N äëÿ
êàêîãî-òî N , òî ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå. ×åðåç k[n] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàäóè-
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ðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî k[n]−n = k è k[n]j = 0 ïðè j ̸= n. Îáðàçóþùóþ
ïðîñòðàíñòâà k[n]−n ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé sn. Ñäâèã ïðîñòðàíñòâà V ýòî
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V [n] := k[n]⊗ V . Ýëåìåíò v ∈ V i ìû áóäåì íàçûâàòü îäíî-
ðîäíûì ýëåìåíòîì ñòåïåíè i è ìû áóäåì îáîçíà÷àòü |v| := i. Äëÿ äâóõ ãðàäóèðî-
âàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V è W ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç τV,W èçîìîðôèçì
V ⊗W −→W ⊗ V , äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

τV,W (v ⊗ w) = (−1)|v||w|(w ⊗ v) (1)

äëÿ äâóõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ v ∈ V,w ∈ W .
Ïîìèìî ìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ãðàäóèðîâêó, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âíóòðåí-

íèå ìîðôèçìû: ïóñòü V è W ýòî äâà ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà:
òîãäà ÷åðåç Hom(V,W ) ìû îáîçíà÷èì ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ

Homn(V,W ) :=
∏
i∈Z

Hom(V i,W i+n). (2)

Êàòåãîðèÿ ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñîõðàíÿþùèìè ãðàäóèðîâ-
êó ìîðôèçìàìè (òî åñòü, Hom(V,W ) := Hom0(V,W )) � ýòî ïðèìåð òîãî, ÷òî íàçûâà-
åòñÿ çàìêíóòàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìîíîèäàëüíàÿ êàòåãîðèÿ. Ñëîâî "çàìêíóòàÿ"çäåñü
îáîçíà÷àåò, ÷òî åñòü åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì (òðèôóíêòîðîâ)

c : Hom(V ⊗W,U)−→Hom(V,Hom(W,U)),

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå c(α)(v)(w) = α(v⊗w). Äëÿ âíóòðåííåãî õîìà Hom(X,Y )
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå äåéñòâèÿ Hom(X,Y )⊗X −→ Y , êîòîðîå ñîïðÿæåíî òîæäå-
ñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ â Hom(Hom(X,Y ),Hom(X,Y ), è êîòîðîå äåéñòâóåò, åñòå-
ñòâåííî, ïî ôîðìóëå f ⊗ x 7→ f(x). Íàêîíåö, äëÿ ÷åòâ¼ðêè îáúåêòîâ X,Y,A,B ó íàñ
åñòü îòîáðàæåíèå

Hom(X,A)⊗ Hom(Y,B)⊗X ⊗ Y −→ A⊗B, (3)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñîìíîæèòåëåé â ñåðåäèíêå è ïðèìåíåíèåì
äâóõ îòîáðàæåíèé âû÷èñëåíèÿ. Ïî ñîïðÿæåííîñòè îáðàçóåòñÿ ìîðôèçì

Hom(X,A)⊗ Hom(Y,B)−→ Hom(X ⊗ Y,A⊗B), (4)

äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

f ⊗ g(a⊗ b) = (−1)|g||a|f(a)⊗ g(b). (5)

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà çíàê! Ðàäè íåãî è çàâîäèëîñü âñ¼ çàíóäñòâî: ÷òîáû ïðîèë-
ëþñòðèðîâàòü, êàê çíàêè ïðèõîäÿò èç ðàññìîòðåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìîíîèäàëüíîé
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êàòåãîðèè ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, ïîëó÷à-
åì îáúÿñíåíèå çíàêàì, âîçíèêàþùèõ íà ñäâèãàõ: åñëè f ∈ Homk(X,Y ), òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åìó ìîðôèçì f [n] ∈ Homk(X[n], Y [n]) äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó f(snx) =
(−1)|k||n|f(x). Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû ïîëîæèëè X[n] := k[n] ⊗ X, à íå
X ⊗ k[n]. Ýòî âûáîð àáñîëþòíî ïðîèçâîëüíûé, è ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ ñäâèãà äàþò
ðàçíûå çíàêè â ôîðìóëàõ, íî âûáîð ïåðâîãî âàðèàíòà, êàæåòñÿ, ñòàíäàðòíûé è â
ëèòåðàòóðå ïðåîáëàäàåò èìåííî îí.

Óïðàæíåíèå 4: (Äëÿ òåõ, êòî çíàåò, ÷òî òàêîå çàìêíóòàÿ ìîäåëüíàÿ êàòåãîðèÿ). Ïî-
ñòðîéòå äëÿ çàìêíóòîé ìîäåëüíîé êàòåãîðèè àññîöèàòèâíóþ îïåðàöèþ êîìïîçèöèè
íà âíóòðåííèõ ãîìîìîðôèçìàõ Hom(Y, Z)⊗ Hom(X,Y )−→ Hom(X,Z) è ïîêàæèòå,
÷òî â êàòåãîðèè ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ êîìïîçèöèÿ ðàâíà îáû÷íîé
êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, Hom(X,X) ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Ââåä¼ì íà íåé îïåðàöèþ
êîììóòàòîðà ïî ôîðìóëå [f, g] := fg − (−1)|f ||g|gf .

Ïðèìåð 5: Êîìïëåêñ ýòî ãðàäóèðîâàííîå k-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V âìåñòå ñ
îïåðàòîðîì d ∈ Hom1(V, V ) òàêèì, ÷òî d2 = 0. Äåôîðìàöèåé êîìïëåêñà V íàä
A íàçîâ¼ì êîìïëåêñ ñâîáîäíûõ A-ìîäóëåé (V , d), ñíàáæ¼ííûé èçîìîðôèçìîì φ :
V /mV −→ V êîìïëåêñîâ k-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàçëîæåíèå A = k ⊕ m èíäó-
öèðóåò ðàçëîæåíèå V = V ⊕ V ⊗ m. Íàïèøåì â ýòîì ðàçëîæåíèè d = d + m, ãäå

m ∈ Hom1(V ⊗m, V ⊗m). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ d
2
= 0 ñëåäóåò

d
2
= (d+m)2 = d2 +md+ dm+m2 = [d,m] +

1

2
[m,m] = 0. (6)

Òî åñòü,m óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþÌàóðåðà-Êàðòàíà. Íàïðîòèâ, ëþáîé ýëå-
ìåíò m ∈ End1(V ⊗m) çàäà¼ò äåôîðìàöèþ êîìïëåêñà V íàä A ïî ôîðìóëå d = d+m.
Ïîñìîòðèì, êîãäà ýëåìåíòû m1 è m2 çàäàþò èçîìîðôíûå äåôîðìàöèè. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, ýòî çíà÷èò, ÷òî ìåæäó êîìïëåêñàìè (V ⊗A, d+m1) è (V ⊗A, d+m2) cóùåñòâóåò
ìîðôèçì F ∈ Hom(V ⊗ A, V ⊗ A). òàêîé, ÷òî F/m = IdV . Ïóñòü L = logF , òîãäà
F = exp(L), è óñëîâèå íà òî, ÷òî F ýòî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ, ïðèíèìàåò âèä

exp(L)(d+m1) exp(−L) = d+m2. (7)

Â òàêîé ñèòóàöèè ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî m1 è m2 êàëèáðîâî÷íî ýêâèâàëåíò-

íû

Óïðàæíåíèå 6: Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèè âçÿòèÿ ëîãàðèôìà è ýêñïîíåíòû ëåãèòèì-
íû. Òî åñòü, åñëè V ýòî ñâîáîäíûé A-ìîäóëü è F : V −→ V òàêîé åãî ýíäîìîðôèçì,
÷òî F/m = Id, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýíäîìîðôèçì L, ÷òî exp(L) :=

∑
k

1
k!
Lk = F . Ïî-

êàæèòå, ÷òî exp(L) exp(M) = exp(L+M), åñëè ýíäîìîðôèçìû L è M êîììóòèðóþò
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ìåæäó ñîáîé. Êàê ñëåäñòâèå, ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýíäîìîðôèçìà G âåðíî, ÷òî
exp(L)G exp(−L) = exp(adL)G, ãäå adL ýòî îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ýíäîìîðôèçìîâ,
äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå adL(G) := [L,G].

Íà ñàìîì äåëå, âìåñòî íèëüïîòåíòîé àëãåáðû è ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ ìîæíî âçÿòü
m-àäè÷åñêè ïîëíóþ àëãåáðó è m-àäè÷åñêè ïîëíûé ìîäóëü.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé, êîãäà A ýòî àëãåáðà äóàëüíûõ ÷èñåë k[ε]/(ε2). Òîãäà
äëÿ ýëåìåíòà m ∈ End1(V ⊗ ε) = End1(V ) óðàâíåíèå Ìàóðåðà-Êàðòàíà ïðèíèìàåò
âèä [d,m] = 0, à ýêñïîíåíòà ýëåìåíòà L ∈ End0(V ⊗ ε) èìååò âèä exp(L) := Id+L. Èç
âû÷èñëåíèÿ

exp(L)(d+m1) exp(−L) = (Id+adL)(d+m1) = m1 + [L, d] = m2 (8)

ñëåäóåò, ÷òî êîöèêëû m1 è m2 çàäàþò èçîìîðôíûå äåôîðìàöèè íàä äóàëüíûìè
÷èñëàìè åñëè è òîëüêî åñëè îíè êîãîìîëîãè÷íû. Ïðîñòðàíñòâî H1(End(V )) åñòå-
ñòâåííî íàçûâàòü êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé äåôîð-
ìàöèé.

Èçó÷èì òåïåðü äåôîðìàöèè àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Äëÿ íà÷àëà îïèøåì òàêóþ
êîíñòðóêöèþ: ïóñòü V ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç HHn(V ) ïðî-
ñòðàíñòâî

HHn(V ) := Hom(V ⊗n+1, V ). (9)

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ◦j : HHn(V )⊗HHm(V )−→HHn+m−1(V ) äëÿ j ∈ [0, n] êàê
ïîäñòàíîâêó îäíîé èç îïåðàöèé íà i-òîå ìåñòî:

f◦ig(v0⊗· · ·⊗vn+m−1) := f(v0⊗· · ·⊗vi−1⊗g(vi⊗· · ·⊗vi+m)⊗vi+m+1⊗· · ·⊗vn+m−1). (10)

Òåïåðü îïðåäåëèì íå çàâèñÿùóþ îò âûáîðà j îïåðàöèþ ◦ êàê

f ◦ g :=
n∑

j=0

(−1)mjf ◦j g. (11)

È, íàêîíåö, îïðåäåëèì ñêîáêó [f, g] êàê

[f, g] := f ◦ g − (−1)|f ||g|g ◦ f. (12)

Óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íå î÷åíü òðóäíî äîêàçàòü íàïðÿìóþ, íî êîòîðîå ìû äîêà-
æåì ïîçæå ñ ÷óòü áîëåå êîíöåïòóàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàöèÿ
[·, ·] çàäà¼ò ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû ëè íà HH(V ). Åñëè V êîíå÷íîìåðíà,
òî ýòà àëãåáðà ëè ñâÿçàíà ñ àëãåáðîé ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé ñâîáîäíîé àëãåáðû,
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ïîðîæä¼ííîé V ∗[1]; â îáùåì ñëó÷àå å¼ âñåãäà ìîæíî îïèñàòü êàê àëãåáðó êîäèôôå-

ðåíöèðîâàíèé òåíçîðíîé êîàëãåáðû, íî ïðî êîàëãåáðû ìû ïîãîâîðèì ÷óòü ïîçæå.

Ðàññìîòðèì, êàê âåä¼ò ñåáÿ îïåðàöèÿ [·, ·] â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Â îãðà-
íè÷åíèè íà HH0 = Hom(V, V ) ýòî ïðîñòî êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ. Åñëè f ∈ HH0 è
g ∈ HH1, òî f ◦ g(a, b) = f(g(a, b)) è g ◦ f(a, b) = g(f(a), b) + g(a, f(b)). Íàêîíåö, íàì
ïîíàäîáèòñÿ âû÷èñëåíèå [f, f ] äëÿ f ∈ HH1. Èç ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

1

2
[f, f ](a, b, c) = f ◦ f(a, b, c) = f(f(a, b), c)− f(a, f(b, c)). (13)

Ìû ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå àññîöèàòèâíîé àëãåáðû!
Ïðèìåð 7: Àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà (áåç åäèíèöû) íàä k ýòî ïðîñòðàíñòâî V âìåñòå
ñ çàäàííûì ýëåìåíòîì µ ∈ HH1(V ) òàêèì, ÷òî [µ, µ] = 0. Ïëîñêèå äåôîðìàöèè
íàä A îïèñûâàþòñÿ òåïåðü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå êîìïëåêñîâ: ýòî òàêèå ýëåìåíòû
m ∈ HH1(V ⊗m), ÷òî [µ+m,µ+m] = 0, à ìîðôèçìû ìåæäó äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè
ýòî ýëåìåíòû èç HH0(V ⊗m), òàêèå, ÷òî âåðåí àíàëîã ôîðìóëû 7.

Çàìåòèì, ÷òî èç òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ñêîáêè [·, ·] ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýëåìåíò
µ ∈ HH1 êîììóòèðóåò ñàì ñ ñîáîé â òîì ñìûñëå, ÷òî [µ, µ] = 0, òî îïåðàòîð adµ ∈
End1(HH(V )) ðàâåí â êâàäðàòå íóëþ, ïðåâðàùàÿ HH(V ) â êîìïëåêñ. Ýòîò êîìïëåêñ
íàçûâàåòñÿ êîãîìîëîãè÷åñêèì êîìïëåêñîì Õîõøèëüäà àëãåáðû V . Åãî ïåð-
âûå êîãîìîëîãèè H1(HH(V )) ýòî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé
äåôîðìàöèé V .

Àíàëîãè÷íûì æå îáðàçîì îïèñûâàþòñÿ äåôîðìàöèè àëãåáðû ëè g, ãäå ñîîòâåòñâó-
þùèì êîìïëåêñîì ÿâëÿåòñÿ êîãîìîëîãè÷åñêèé êîìïëåêñØåâàëëå-Ýéëåíáåðãà CE∗(g, g)
ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðèñîåäèí¼ííîì ïðåäñòàâëåíèè è äåôîðìàöèè êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû, äëÿ êîòîðûõ íóæíî ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûé êîìïëåêñ Õàððècîíà,
â êîòîðîì íóæíî ðàññìàòðèâàòü ëèåâñêóþ ñòåïåíü âìåñòî òåíçîðíîé.

Äðóãèå ïðèìåðû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ïî õîäó äåëà, à òåïåðü äàâàéòå àêñèîìàòèçè-
ðóåì ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ ïðîÿâèëàñü óæå äâà ðàçà.

Îïðåäåëåíèå 8: Äã-àëãåáðîé Ëè íàä êîëüöîì C íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûé C-
ìîäóëü L, ñíàáæåííûé îïåðàöèÿìè d ∈ End1(L) è [·, ·] : L ⊗ L−→ L, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèìè ñëåäóþùèì ÷åòûð¼ì ñîîòíîøåíèÿì:

1) d ïðåâðàùàåò L â êîìïëåêñ, òî åñòü d2 = 0,

2) Ñêîáêà ãðàäóèðîâàííî êîñîêîììóòàòèâíà, òî åñòü [a, b] = −(−1)|a||b|[b, a],

8



Åñëè a ∈ Ln, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç ada îïåðàòîð â End
n(L), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ada(b) := [a, b]. Ñêàæåì, ÷òî îïåðàòîð f ∈ Endn(L) äèôôåðåíöèðóåò ñêîáêó, åñëè
f([a, b]) = [f(a), b] + (−1)|f ||a|[a, f(b)] äëÿ ëþáûõ a è b. Óñëîâèÿ 3 è 4 ôîðìóëèðóþòñÿ
òàê:

3) Äëÿ ëþáîãî a ∈ L îïåðàòîð ada äèôôåðåíöèðóåò ñêîáêó,

4) Äèôôåðåíöèàë d äèôôåðåíöèðóåò ñêîáêó.

Óïðàæíåíèå 9: Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà (L, d) êîìïëåêñ End(L) ñ
îïåðàöèÿìè [f, g] := fg − (−1)|f ||g|gf è df := add îáðàçóåò äã-àëãåáðó Ëè. Ïðîâåðüòå,
÷òî îòîáðàæåíèå ad : L−→ End(L), ad(a) 7→ ada ýòî ãîìîìîðôèçì.

Ýëåìåíò x ∈ L1 íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì Ìàóðåðà-Êàðòàíà, åñëè dx+ 1
2
[x, x] =

0. Àëãåáðà L íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî äëÿ ëþáûõ
n ýëåìåíòîâ (a1, . . . , an) ∈ L êîìïîçèöèÿ ada1 · · · · · adan ðàâíà íóëþ. Â ÷àñòíîñòè,
îïåðàòîðû ada íèëüïîòåíòíû.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äã-àëãåáðû Ëè L å¼ íóëåâàÿ êîìïîíåíòà L0 ýòî àëãåáðà Ëè â
îáû÷íîì ñìûñëå ñëîâà; íèëüïîòåíòíîé, åñëè L ñàìà áûëà íèëüïîòåíòíà. Êàæäîå èç
ïðîñòðàíñòâ Li ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä àëãåáðîé L0; îïÿòü æå, íèëüïîòåíòíûì, åñëè
L òàêîâà. Íèëüïîòåíòíûé ìîäóëü íàä íèëüïîòåíòíîé àëãåáðîé Ëè ìîæíî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü äî äåéñòâèÿ ãðóïïû. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ýòî äåéñòâèå ïîðîæäàåò äåéòñâèå
íà ýëåìåíòàõ Ìàóðåðà-Êàðòàíà. ×òîáû åãî îïèñàòü, ïðåäïîëîæèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî
äèôôåðåíöèàë d âíóòðåííèé, òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò δ ∈ L1, ÷òî
adδ = d. Òàêîé ýëåìåíò âñåãäà ìîæíî ôîðìàëüíî äîáàâèòü. Çàìåòèì, ÷òî x ýòî
ýëåìåíò Ìàóðåðà-Êàðòàíà åñëè è òîëüêî åñëè [x + δ, x + δ] = 0. Êàëèáðîâî÷íîå
äåéñòâèå ýëåìåíòà a ∈ L0 íà x ∈ L1 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

a ∗ x := exp(ada)(x+ δ)− δ. (14)

Óïðàæíåíèå 10: Äîêàæèòå, ÷òî åñëè D ∈ End(L) äèôôåðåíöèðóåò ñêîáêó â íèëü-
ïîòåíòíîé àëãåáðå Ëè, òî exp(D) å¼ ñîõðàíÿåò.

Èç óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî a∗x ýòî ýëåìåíò Ìàóðåðà-Êàðòàíà, ïîñêîëüêó ada ýòî
äèôôåðåíöèðîâàíèå, à àâòîìîðôèçìû àëãåáðû ëè ñîõðàíÿþò êâàäðàòè÷íûé êîíóñ
[z, z] = 0.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MC(L) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ Ìàóðåðà-Êàðòàíà â L, à
êàëèáðîâî÷íóþ ãðóïïó exp(L0) ÷åðåçG(L). Çàìåòèì, ÷òî åñëè L ýòî ëþáàÿ äã-àëãåáðà
Ëè íàä k, à (A,m) - ìàëåíüêàÿ k-àëãåáðà, òî L⊗m ñ îïåðàöèÿìè, ðàñïðîñòðàí¼ííûìè
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A-ëèíåéíî, ýòî íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè. Äåôîðìàöèîííûé ôóíêòîð èç êàòå-
ãîðèè ìàëåíüêèõ àëãåáð â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ ýòî ôóíêòîð DefL : ART −→ SET ,
êîòîðûé äåéñòâóåò êàê

DefL(A) =
MC(L)

G(L)
. (15)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð F èç êàòåãîðèè ART â êàòåãîðèþ SET ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ äã-àëãåáðîé Ëè L, åñëè F èçîìîðôåí DefL. Ñòàðèííûé ïðèíöèï, àâòîðñòâî
êîòîðîãî îáû÷íî ïðèïèñûâàåòñÿ Ï.Äåëèíþ, Â.Äðèíôåëüäó è Á.Ôåéãèíó, ãëàñèò, ÷òî
ëþáîé äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûé ôóíêòîð ART −→ SET ïðåäñòàâèì íåêîòîðîé äã-
àëãåáðîé Ëè. Íûí÷å ýòî óòâåðæäåíèå ñòàðàíèÿìè Â.Õèíè÷à è Ä.Ïðèäõàìà (ñòîèò
îòìåòèòü òàê æå ðàáîòû Ì.Ìàíåòòè è Ä.Ëóðüå) èìååò ôîðìó òåîðåìû. Â ýòîì êóðñå
ìû íå áóäåì å¼ äîêàçûâàòü, íî, ÷òî ìû èìååì â âèäó ïîä äîñòàòî÷íî åñòåñòâåí-
íûì ôóíêòîðîì, â áëèæàéøèå ïàðó ëåêöèé ìû ñôîðìóëèðóåì. Ñðàçó ñêàæåì, ÷òî
äëÿ ôîðìóëèðîâêè íàì ïðèä¼òñÿ ïåðåéòè ê ïðîèçâîäíûì âåðñèÿì êàòåãîðèé: âìåñòî
ìàëåíüêèõ àëãåáð ðàññìàòðèâàòü íèëüïîòåíòíûå äã-àëãåáðû, à âìåñòî ìíîæåñòâ -
ñèìïëèöèàëüíûå ìíîæåñòâà èëè õîòÿ áû ãðóïïîèäû.

Çàâåðøèì óïîìèíàíèåì äâóõ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò. Òåîðåìà Ãðîòåíäèêà 1960 ãîäà
ãëàñèò, ÷òî ôóíêòîð èç ART â SET , ñîõðàíÿþùèé êîíå÷íûå ïðåäåëû, ïðîïðåäñòà-

âèì. Áåç ïåðåõîäà ê ïðî-îáúåêòàì çäåñü îáîéòèñü íåëüçÿ, êàê ïîêàçûâàåò ñàìûé
ïðîñòîé ïðèìåð äåôîðìàöèè òî÷êè íà ïðÿìîé: SpecA-ïàðàìåòðèçîâàííûå ñåìåéñòâà
òî÷åê íà A1 ýòî ãîìîìîðôèçìû k[x]−→ A. Äåôîðìàöèè íåêîòîðîé êîíêðåòíîé òî÷êè
íà ïðÿìîé òîãäà çàäàþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè k[[x]]−→ A, è k[[x]] ýòî ïðîïðåäñòàâëÿ-
þùèé îáúåêò � íî ýòî èìåííî ÷òî ïðîêîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ
ñêîðåå òèïè÷íà.

Øëåçèíãåð â 1968 ãîäó îñëàáèë óñëîâèå êîììóòèðîâàííèÿ ñ ïðÿìûìè ïðåäåëàìè.
Íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèå ìàëåíüêèõ àëãåáð B −→ A ìàëåíüêèì ðàñøèðåíèåì, åñëè
îíî ñþðúåêòèâíî è åãî ÿäðî I òðèâèàëüíî êàêmB-ìîäóëü. Äëÿ ìîðôèçìîâ ìàëåíüêèõ
àëãåáð a : A−→ C è b : B −→ C è ôóíêòîðà F îáîçíà÷èì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
F (A ×C B)−→ F (A) ×F (C) F (B) ÷åðåç N(A,B,C). Àêñèîìû Øëåçèíãåðà äëÿ ïðî-
ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðà F : ART −→ SET ôîðìóëèðóþòñÿ òàê:

H0) F (k) = {∗},

H1) N(A,B,C) ñþðúåêòèâíî, åñëè b ýòî ìàëåíüêîå ðàñøèðåíèå,

H2) N(A, k[t]/(t2), k) áèåêòèâíî,

H3) N(k[t]/(t2), k[t]/(t2), k) áèåêòèâíî è ïîëó÷èâøååñÿ k-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F (k[t]/(t2))
êîíå÷íîìåðíî,
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H4) N(A,A,C) áèåêòèâíî, åñëè a = b ýòî ìàëåíüêîå ðàñøèðåíèå.

Â àêñèîìå H3) Ñëîæåíèå íà ìíîæåñòâå F (k[t]/(t2)) ñòðîèòñÿ òàê: ìîðôèçì êîëåö
k[t]/(t2)×k k[t]/(t

2)−→ k[t]/(t2), (a+bt, a+ct) 7→ a+(b+c)t èíäóöèðóåò ìîðôèçì ìíî-
æåñòâ F (k[t]/(t2)×kk[t]/(t

2))−→ F (k[t]/(t2)). Êîìïîçèöèÿ ñ (N(k[t]/(t2), k[t]/(t2), k))−1

çàäà¼ò ñëîæåíèå. Äåéñòâèå ïîëÿ ïðèõîäèò èç äåéñòâèÿ k∗ àâòîìîðôèçìàìè t 7→ ct.
Ïðîñòðàíñòâî F (k[t]/(t2)) íàçûâàþò êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ôóíêòîðó F .
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