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Ëèñòîê 3.

Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F íà èíòåðâàëå (a, b) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé èëè íåîïðåäå-

ëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f , åñëè F ′ = f . Äàëåå îáîçíà÷àåì F =

∫
f(x) dx. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ

F îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ êîíñòàíòû.
Çàäà÷à 1. Ðàñêëàäûâàÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè óêàæèòå àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Íàéäèòå
∫

1

1 + x4
dx.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c èíòåãðàë∫
ax2 + bx+ c

x3(x− 1)2
dx

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé?
Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå òàêèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè F , ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó êðîìå

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê è F ′ = f , ãäå

(a) f(x) = (−1)[x], (b) f(x) =
1

(sin2 x+ 2 cos2 x)2
, (c) f(x) =

x2

(x sinx+ cosx)2
, x ∈ (0, π/2).

Çàäà÷à 4.

(a) Ïóñòü G =

∫
g(y) dy è F =

∫
f(x) dx íà (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ g(y)y′ = f(x) íà èíòåðâàëå (a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåðíî ðàâåíñòâî G(y(x)) = F (x) + C äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) è íåêîòîðîãî C. Ðåøèòå óðàâíåíèå
y′ = λy.

(b) (Îñòûâàíèå ÷àéíèêà) Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ ÷àéíèêà ïðîïîðöèîíàëüíà
ðàçíîñòè åãî òåìïåðàòóðû è òåìïåðàòóðû âîçäóõà, âûâåäèòå çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ÷àéíèêà
îò âðåìåíè è îöåíèòå âðåìÿ åãî îñòûâàíèÿ äî êîìíàòíîé òåìïåðàòóðû.

(c) (Âîäÿíûå ÷àñû) Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû èç íåáîëüøîãî îòâåðñòèÿ íà äíå
ñîñóäà äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå 0, 6

√
2gH, ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû

òÿæåñòè, à H � âûñîòà óðîâíÿ âîäû íàä îòâåðñòèåì. Êàêóþ ôîðìó äîëæåí èìåòü ñîñóä, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ òåëîì âðàùåíèÿ, ÷òîáû ïðè ñòå÷åíèè èç íåãî âîäû óðîâåíü âîäû ïîíèæàëñÿ ðàâíîìåðíî?
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå:

(a)
∫ 10

1/10

lnx

1 + x2
dx,

(b)
∫ 1

0

f(x)

f(x) + f(1− x)
dx, ãäå f � íåïðåðûâíà íà [0, 1] è f > 0,

(c)
∫ 1

−1
f(x) dx, ãäå f � íåïðåðûâíà íà [−1, 1] è pf(x) + qf(−x) = 1, p+ q 6= 0.

Çàäà÷à 6.
(a) Ïóñòü ψ � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà R, f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è f ≥ 0. Äîêàæèòå

íåðàâåíñòâî Éåíñåíà: ψ
(∫ 1

0
f(x) dx

)
≤
∫ 1

0
ψ(f(x)) dx.

(b) Ïóñòü f > 0 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå lim
p→+∞

(∫ 1

0
fp dx

)1/p

.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f : [1; +∞) → (0;+∞) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äî-

êàæèòå, ÷òî ðÿä
∑

n f(n) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò limM→∞

∫ M

1
f(x)dx.

Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑

n
1

np lnq n .

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë limM→∞

∫ M

a
f(x)dx, òî ãîâîðÿò, ÷òî f èíòåãðèðóåìà íà [a,+∞) â

íåñîáñòâåííîì ñìûñëå è çíà÷åíèå ïðåäåëà îáîçíà÷àþò ÷åðåç
∫ +∞

a
f(x) dx.

1



2

Çàäà÷à 8.(Ýéëåð) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [1,+∞).
Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

N∑
n=M

f(n) = f(M) +

∫ N

M
f(x) dx+

∫ N

M
{x}f ′(x) dx,

ãäå {x} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.
Çàäà÷à 9.
(a) Îáîñíóéòå ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑
n

cos
√
n

n .
(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 +
1

2
+ . . .+

1

n
= lnn+ C + εn, lim

n→∞
εn = 0.

(c) Ðàññìàòðèâàÿ ñóììó
∑n

k=1 ln k, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0 ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

n! = Cnn+
1
2 e−n+εn , lim

n→∞
εn = 0.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü f � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0,+∞), ïðè÷åì |f |2 è |f ′′|2
èíòåãðèðóåìû íà [0,+∞). Äîêàæèòå, ÷òî |f ′|2 èíòåãðèðóåìà íà [0,+∞).

Çàìåòèì, ÷òî dxk (äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x) = xk) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà Rn,
ïðè÷åì âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ L ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

L = a1dx1 + a2dx2 + . . .+ andxn.

Åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå ω : x 7→ Lx, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ Lx, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà U äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1�ôîðìà ω. Äàëåå ïèøåì ω(x) =
a1(x)dx1+. . .+an(x)dxn. Òèïè÷íûé ïðèìåð 1-ôîðìû � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f . Ôîðìó ω ìîæíî
ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ãëàäêîìó ïóòè γ : [0, 1] 7→ U ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

γ
ω =

∫ 1

0
a1(γ(t))ẋ1(t) + . . .+ an(γ(t))ẋn(t) dt.

Êðèâóþ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ t(τ), îòîáðàæàþùàÿ [0, 1] íà [0, 1], íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé çàìåíîé ïàðàìåòðà, åñëè t′ 6= 0.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü âûðàæåíèÿ
∫
γ ω íå çàâèñèò îò äîïóñòèìîé çàìåíû ïàðàìåòðà

t(τ), à çíàê ìåíÿåòñÿ èëè íå ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îòðèöàòåëüíîñòè èëè ïîëîæèòåëüíîñòè
ôóíêöèè t′.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî
∫
γ
df = f(γ(1))− f(γ(0)).

Çàäà÷à 13. Ïóñòü γ � ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ (γ(0) = γ(1)) êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç (0, 0). Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå

1

2π

∫
γ

xdy − ydx
x2 + y2

ðàâíî öåëîìó ÷èñëó. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà γ(t) = (cosnt, sinnt). Êàêîâ ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë ýòîãî öåëîãî ÷èñëà?

Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå d
(
arctg yx

)
.

Åñëè ôîðìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ôîðìà òî÷íàÿ.
Èç çàäà÷è 13 âèäíî, ÷òî íå âñÿêàÿ 1-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
Çàäà÷à 14. Ïóñòü ak(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∂ak
∂xi

= ∂ai
∂xk

. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà a1dx1+ . . .+andxn ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíê-
öèè f .

Óêàçàíèå: f(x) =
∫ 1

0
x1a1(tx) + . . .+ xnan(tx) dt.


