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Ëèñòîê 4.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
äèçúþíêòíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ [a, b) ∈ [0, 1). Äîêàæèòå, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ
ñèãìà-àëãåáðîé.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü S � íåêîòîðûé êëàññ ìíîæåñòâ â X. Ïóñòü A1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî, ìíîæåñòâà
èç íàáîðà S è èõ äîïîëíåíèÿ. ×åðåç A2 îáîçíà÷èì íàáîð âñåõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ èç
A1. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð A3, ñîñòîÿùèé èç âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ èç A2, ñîâïàäàåò
ñ àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé íàáîðîì S.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñèãìà-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ íàáîðîì èç n ìíîæåñòâ, ñîäåðæèò íå
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n
ìíîæåñòâ, ïðè÷åì ýòà îöåíêà òî÷íà.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè σ-àëãåáðà áåñêîíå÷íà, òî îíà íåñ÷åòíà.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ñèãìà-àëãåáðà B(R) � íàèìåíüøèé êëàññ ïîäìíîæåñòâ,

çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé è ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé è ñîäåðæàùèé âñå çàìêíó-
òûå ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ïëîñêîñòè íå ïîðîæäàåòñÿ (a) îòðåçêàìè, (b)
îêðóæíîñòÿìè (c) ïîëóïëîñêîñòÿìè, îáðàçîâàííûìè ïðÿìûìè, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé
äàííîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ [0, 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ áåñêîíå÷íî
ìíîãî ïÿòåðîê, ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì.

Çàäà÷à 8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåð íà ñèãìà-àëãåáðå, êîòîðûå ñîâïàäàþò íà
íåêîòîðîì ñåìåéñòâå ìíîæåñòâ, ïîðîæäàþùèõ ýòó ñèãìà-àëãåáðó.

Çàäà÷à 9. Íà àëãåáðå, ñîñòîÿùåé èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà, R è êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ [a, b) â R (äîïóñêàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïðîìåæóòêè âèäà (−∞, b)
è [a,+∞)) çàäàíà ìåðà µ ôîðìóëîé µ([a, b)) = F (b) − F (a), ãäå F � ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ è
íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé êëàññ, ïðèáëèæàþùèé
ìåðó µ.

Çàäà÷à 10. Íàéäèòå ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà òî÷åê îòðåçêà [0, 1] â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ
íå âñòðå÷àåòñÿ 2023.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rd ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ ìíîæåñòâà ìåðû íóëü è íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (a)
çàìêíóòûõ êóáîâ, (b) çàìêíóòûõ òåòðàýäðîâ, (ñ) çàìêíóòûõ øàðîâ.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü λ � ìåðà Ëåáåãà íà R. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà è âñÿêîãî ÷èñëà q ∈ (0, 1) íàéäåòñÿ òàêîé îòðåçîê J ,
÷òî λ(E ∩ J) ≥ qλ(J).

Çàäà÷à 13. Ïóñòü λ � ìåðà Ëåáåãà íà R. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà E âåðíî ðàâåíñòâî: limh→0 λ(E∆(E + h)) = 0.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî ìíîæåñòâî A−A ñîäåðæèò èíòåðâàë.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà â [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî 0 ≤ α < λ(E) ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ E áåç âíóòðåííèõ è èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, äëÿ
êîòîðîãî λ(K) = α.
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