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Ëèñòîê 3.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Çàäà÷à 1. Ñòóäåíò ãîòîâèòñÿ ê ýêçàìåíó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëå êàæäîãî ÷àñà îí ïîä-
áðàñûâàåò ìîíåòó. Åñëè âûïàäàåò îðåë, òî îí íàóäà÷ó âûáèðàåò ÷èñëî x èç îòðåçêà [0, 1] òàêóþ
÷àñòü âðåìåíè â òå÷åíèè äàííîãî ÷àñà òðàòèò íà ïîäãîòîâêó, à îñòàëüíîå âðåìÿ îòäûõàåò. Åñëè
âûïàäàåò ðåøêà, òî ñòóäåíò ïîëîâèíó ÷àñà îòäûõàåò, à îñòàëüíóþ ïîëîâèíó ãîòîâèòñÿ. Ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ � âðåìÿ, çàòðà÷åííîå ñòóäåíòîì íà ïîäãîòîâêó. Íàéäèòå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è íàðèñóéòå åå ãðàôèê.
Çàäà÷à 2. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F1 è F2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó F1 ≤ F2. Äîêàæèòå,

÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 ñ
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F1 è F2, ÷òî P (ξ1 ≥ ξ2) = 1.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü f : R → R � äèôôåîìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ èìååò ïëîòíîñòü %. Íàéäèòå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû f(ξ). Ïðèâåäèòå
ïðèìåð òàêèõ ãîìåîìîðôèçìà f : R → R è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé èìååò
ïëîòíîñòü, ÷òî ó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(ξ) ïëîòíîñòè íåò.
Çàäà÷à 4.
(a) Ïóñòü τ1 � ÷èñëî áðîñàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà â ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p.

Ïóñòü τ2 � ÷èñëî áðîñàíèé ïîñëå ïåðâîãî óñïåõà äî ïîÿâëåíèÿ âòîðîãî óñïåõà. Íàéäèòå ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τ1 è τ2.

(b) Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò ìåíüøå ïÿòè î÷êîâ. Ïóñòü ξ
� ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè ïîñëåäíåì áðîñàíèè, à η � ÷èñëî áðîñàíèé. Íàéäèòå ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ξ è η.
Çàäà÷à 5. Ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ Ω ñîñòîèò èç ïÿòè ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ïî-

ëîæèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü. Ñóùåñòâóþò ëè íà Ω äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò ïÿòü ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé?
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî èç íåçàâèñèìîñòè ξ è f(ξ) ñëåäóåò, ÷òî f(ξ) = const ïî÷òè íàâåðíîå.
Çàäà÷à 7. Ñóùåñòâóþò ëè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y òàêèå, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ

íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è X2 + Y 2 ≡ 1?
Çàäà÷à 8.
(a) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 1]. ×åðåç ξn îáî-

çíà÷èì n-þ öèôðó äâîè÷íîé çàïèñè ξ. Äîêàæèòå, ÷òî P (ξn = 0) = P (ξn = 1) = 1
2 è ξn �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
(b) Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì P (ξn = 1) =

1 − P (ξn = 0) = p. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè p = 1
2 âåëè÷èíà ξ =

∑∞
n=1 ξn2−n èìååò ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 1]. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè p 6= 1
2 è 0 < p < 1 âåëè÷èíà ξ èìååò íåïðåðûâíóþ

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íî íå èìååò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Çàäà÷à 9. (Çàêîí 0 è 1 Õüþèòòà è Ñýâèäæà) Ìíîæåñòâî B ∈ B(R∞) íàçîâåì ïåðåñòàíîâî÷íûì,

åñëè äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè π íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ïåðåñòàâëÿþùåé ëèøü êîíå÷íî ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ, âåðíî ðàâåíñòâî {(xn) : (xπ(n)) ∈ B} = B. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ìåðû P = ⊗nµ, ãäå µ
� âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, P (B) = 0 èëè P (B) = 1. Ïåðåôîðìóëèðóéòå ýòî óòâåðæäåíèå
â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Çàäà÷à 10. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ïåðåñòàíîâî÷íûå: (a) {(xn) : limn→∞ xn = a},

(b) {(xn) : x2024 ≤ 1}, (c) {(xn) :
∑N

n=1 xn = 0 äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ N}?
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Çàäà÷à 11. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé
ðàñïðåäåëåíèå:

(a) P (ξ = k) = CkNp
kqN−k, 0 ≤ q = 1− p ≤ 1, 0 ≤ k ≤ N ,

(b) P (ξ = k) = qk−1p, 0 ≤ q = 1− p ≤ 1, 1 ≤ k,
(c) P (ξ = k) = λke−λ/k!, 0 < λ, 0 ≤ k,
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(d) P (ξ = m) =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

, ãäå M ≤ N , n ≤ N , 0 ≤ m ≤ min{M,n} (ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ ðàâíà êîëè÷åñòâó âûòàùåííûõ áåëûõ øàðîâ, êîãäà èç ÿùèêà áåç âîçâðàùåíèÿ âûíèìàþò n
øàðîâ, à â ÿùèêå N øàðîâ, èç êîòîðûõ M áåëûõ).
Çàäà÷à 12. (a) Áðîñàþò ñòî èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-

ñèþ ñóììû âûïàâøèõ î÷êîâ.
(b) Ñòî ïèñåì ðàçëîæèëè ïî ñòà êîíâåðòàì, íà êîòîðûõ óæå áûëè íàïèñàíû àäðåñà, ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ïèñåì, ëåæàùèõ â êîíâåðòàõ ñ
ïðàâèëüíûìè àäðåñàìè.

(c) Ñëó÷àéíûé ãðàô ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì ðåáåð èç ïîëíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ, ïðè÷åì
âåðîÿòíîñòü óäàëåíèÿ ðåáðà ðàâíà q = 1−p è ðåáðà óäàëÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ â ãðàôå. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
Çàäà÷à 13. (a) Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn, èìåþùèõ ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ò. å. P (ξn = k) = pqk−1, q = 1−p.
Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τ = min{n ≥ 1: ξn > 1} è ξτ , âû÷èñëèòå Eτ , Eξτ .

(b) Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξn, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí τ = min{n ≥ 1: ξn > 1} è ξτ , âû÷èñëèòå Eτ , Eξτ .
Çàäà÷à 14. Ââîäÿ ïîäõîäÿùåå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü è ìîíîòîí-

íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è.
(a) Â êàæäîé êëåòêå øàõìàòíîé äîñêè ñòîèò ïëþñ èëè ìèíóñ, ïðè÷åì ÷èñëî ïëþñîâ ðàâíî

÷èñëó ìèíóñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê ðàññòàâèòü âîñåìü ëàäåé, ÷òî îíè íå áüþò äðóã-äðóãà
è íå ìåíåå ÷åòûðåõ èç íèõ ñòîÿò íà ïëþñàõ.

(b) Îêðóæíîñòü ïîêðàñèëè â äâà öâåòà � êðàñíûé è ñèíèé, ïðè÷åì äëèíà ìíîæåñòâà êðàñíûõ
òî÷åê íå ìåíüøå 2/3 äëèíû îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî â îêðóæíîñòü ìîæíî âïèñàòü êâàäðàò
òàê, ÷òî ó íåãî áóäåò õîòÿ áû òðè êðàñíûå âåðøèíû.

(c) Íà áåëîé ñôåðå åñòü ÷åðíîå ïÿòíî, çàíèìàþùåå íå áîëåå 1/10 åå ïîâåðõíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî â ñôåðó ìîæíî âïèñàòü êóá òàê, ÷òî âñå åãî âåðøèíû áóäóò áåëûìè.

(d) Ïóñòü v1, . . . , vn � âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà
αi = ±1, ÷òî ‖α1v1 + . . . αnvn‖ ≤

√
n.

Çàäà÷à 15. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé � ôóíêöèÿ Êàíòîðà.
Çàäà÷à 16. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ξ, ξ + η, max{ξ, η}, åñëè âåêòîð

(ξ, η) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
(a) [0, 1]2, (b) {(x, y) : 0 < y < 1− x}, (c) {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}.
Çàäà÷à 17.
(a) Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ξ + η, sin(ξη), max{ξ, η}, åñëè ξ èìååò

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 1], η èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p
è ýòè âåëè÷èíû íåçàâèñèìûå.

(b) Ïóñòü ξ1 èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 1, ξ2 èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 1], à âåëè÷èíà η òàêîâà, ÷òî p = P (η = 1) = 1 − P (η = 2) è η íåçàâèñèìû ñ
ξ1 è ξ2. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξη.
Çàäà÷à 18. Òî÷êè A1, . . . , An íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â åäèíè÷íîì

êðóãå B. Ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî Q ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê êðóãà B, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ áëèæå ê
öåíòðó êðóãà, ÷åì ê åãî ãðàíèöå è ê ëþáîé èç òî÷åê Ai. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïëîùàäè ìíîæåñòâà Q.
Çàäà÷à 19. Ïóñòü |ξ| ≤ 1. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå Dξ.
Çàäà÷à 20. Ïðàâîìåðíî ëè óòâåðæäåíèå: ¾Îò ìåòðî äî óíèâåðñèòåòà 1 êì, õîæó ÿ â ñðåäíåì

ñî ñêîðîñòüþ 5 êì/÷àñ, ñëåäîâàòåëüíî, â ñðåäíåì íà äîðîãó ó ìåíÿ óõîäèò 12 ìèíóò¿? Ñòàíåò ëè
óòâåðæäåíèå âåðíûì, åñëè ñêàçàòü, ÷òî íà äîðîãó óõîäèò íå ìåíåå 12 ìèíóò?


