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Ëèñòîê 4.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé
(a) ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è ÷èñëîì èñïûòàíèé n, (b) ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, (c) èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ
ïàðàìåòðîì λ. (d) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1], (e) ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ
Çàäà÷à 2. (a) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ è çàäàíà

åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕξ. Âûðàçèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ ξ äåëèòñÿ íà 2 ¿ ÷åðåç
ôóíêöèþ ϕξ.

(b) Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, ïðèíèìàþùèõ öåëûå çíà÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ ξ1 äåëèòñÿ íà 2¿ áîëüøå
íóëÿ è ìåíüøå åäèíèöû. Ïóñòü ηn = ξ1 + . . .+ ξn. Äîêàæèòå, ÷òî limn→∞ P (ηn äåëèòñÿ íà 2) = 1

2 .
Çàäà÷à 3. Îáúÿñíèòå ïî÷åìó ñëåäóþùèå ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè:

(a) ϕ(y) = sin y, (b) ϕ(y) = 2− cos y, (c) ϕ(y) = e−y
4
, (d) ϕ(y) = eiy

2
.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ϕ1, . . . , ϕM � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè, ck ≥ 0 è c1 + . . .+ cM = 1. Äîêà-
æèòå, ÷òî c1ϕ1 + . . .+ cMϕM ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü âåëè÷èíà ζ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìà ñ âå-

ëè÷èíàìè ξ è η. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ζ + ξ è ζ + η ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî
âåëè÷èíû ξ è η èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Çàïèñü ξ ∼ N(0, 1) îçíà÷àåò, ÷òî ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì 0 è äèñïåðñè-
åé 1, òî åñòü ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Çàäà÷à 6. (a) Ïóñòü âåëè÷èíû ξ, η ∼ N(0, 1) è íåçàâèñèìû. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî α âåðíî

ξ cosα+ η sinα ∼ N(0, 1).
(b) Ïóñòü âåëè÷èíû ξ, η ∼ N(0, 1), α èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 2π] è ξ, η, α

íåçàâèñèìû. Äîêàçàòü, ÷òî ξ cosα+ η sinα ∼ N(0, 1).

(c) Ïóñòü âåëè÷èíû ξ, η, ζ ∼ N(0, 1) è íåçàâèñèìû. Äîêàæèòå, ÷òî ξ+ζη√
1+ζ2

∼ N(0, 1).

Çàäà÷à 7. Ïóñòü (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà [0, 1]× [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî (X,Y ), ãäå

X =
√
−2 ln ξ cos(2πη), Y =

√
−2 ln ξ sin(2πη),

èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ 1
2πe
−(x2+y2)/2.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü ξ ∼ N(0, 1) è ηα = ξ ïðè |ξ| ≤ α, ηα = −ξ ïðè |ξ| > α. Äîêàæèòå, ÷òî

ηα ∼ N(0, 1) è ïðè α òàêîì, ÷òî

∫ α

0
x2(2π)−1/2e−x

2/2 dx = 1
4 , âåëè÷èíû ξ è ηα íåêîððåëèðîâàíû,

íî çàâèñèìû.
Çàäà÷à 9. Âåêòîð (ξ, η) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé è íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèè (qij)1≤i,j≤2. Íàéäèòå P ((ξ, η) ∈ Πi), ãäå Πi �
i-ÿ êîîðäèíàòíàÿ ÷åòâåðòü.
Çàäà÷à 10. (a) Ïóñòü (ξ, η) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì âåêòîðîì ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ îæèäàíèé è ñ ìàòðèöåé êîâàðèàöèé (qij)1≤i,j≤2. Íàéäèòå ÷èñëà cij è íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû e1 è e2, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1) òàêèå, ÷òî ξ = c11e1 + c12e2 è η = c21e1 + c22e2.

(b) Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì âåêòîðîì ñðåäíèõ
è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé (

2 1
1 1

)
.

(b1) Íàéäèòå òàêóþ ìàòðèöó A, ÷òî ξ = Aη, ãäå η = (η1, η2), ηi ∼ N (0, 1) è íåçàâèñèìû;
(b2) Íàéäèòå Eξ21ξ22 ;
(b3) Íàéäèòå ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (2ξ1, ξ1 + ξ2).

1



2

Çàäà÷à 11. Ïóñòü ξ = (ξ1, . . . , ξn) � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñ ïàðàìåòðàìè µ
è σ2 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïîëîæèì

ξ =
ξ1 + . . .+ ξn

n
, ζ = (ξ1 − ξ)2 + . . .+ (ξn − ξ)2

Äîêàæèòå, ÷òî ξ è ζ íåçàâèñèìû. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí ξ, è σ−2ζ (ðàñïðåäåëåíèå ¾õè
êâàðäðàò¿).

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé âåðíà
îöåíêà

P
(
−3 <

ξ − Eξ√
Dξ

< 3
)
> 0.88.

Îöåíèòå ýòó âåðîÿòíîñòü â ñëó÷àå, êîãäà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî C > 0 íàéäóòñÿ α, β > 0 òàêèå, ÷òî
P (ξ1 + . . .+ ξn ≤ C) ≤ e−αn+β.
Çàäà÷à 14. Ïóñòü Sn � ÷èñëî óñïåõîâ â n áðîñàíèÿõ ïðàâèëüíîé ìîíåòû. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

×åðíîâà

P
(∣∣∣Sn

n
− 1

2

∣∣∣ ≥ δ) ≤ 2e−2nδ
2
.

Çàäà÷à 15. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn íåçàâèñèìû è P (ξn = 2n) = P (ξn = −2n) = 1/2. Âûïîëíÿ-
åòñÿ ëè äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë?
Çàäà÷à 16. (a) Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåâû-

ðîæäåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí ñ Eξn = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ΠN
n=1ξn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî÷òè

íàâåðíîå ïðè N →∞.
(b) Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì ξn ∈ N(0, 1). Äîêàæèòå,

÷òî ïî÷òè íàâåðíîå
∑

n
ξ2n
n = +∞.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Çàäà÷à 17. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ðàñïðåäå-
ëåíèå Êîøè %(x) = π−1(1+x2)−1. Íàéäèòå ê ÷åìó ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξ1 + . . .+ ξn)/

√
n, ãäå ξn íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.

Çàäà÷à 18. Ïóñòü ξn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ Eξn = 0 è Dξn = 1/3. Ïîëîæèì
ηk = ξk + ξk+1 + ξk+2. Íàéäèòå Eηk, Dηk, cov(ηk, ηm) è ïðåäåë

lim
n→+∞

P
(η1 + . . .+ ηn√

n
≤ x

)
.

Îáúÿñíèòå ïî÷åìó äëÿ ηn íå ðàáîòàåò öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà.
Çàäà÷à 19. Ïóñòü ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéäèòå ïðåäåë

lim
λ→+∞

P
(ξ − λ√

λ
≤ t
)
.

Çàäà÷à 20. Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Mn = max{ξ1, . . . , ξn}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî limx→+∞ x

a(1−F (x)) = b, ãäå a > 0 è b > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Mn/(bn)1/a ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, èìåþùåé ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) = e−x
−a

ïðè x > 0 è f(x) = 0 ïðè x ≤ 0.


