x2. Ńĺŋěľŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ őšőąřăęěŋĺ£

Ć ¡šőň řăğďěńě ňż řăśśňăšřĺćăěň £ćŋżě śŕőśőąż ğăďăŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć n-ňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň {e_1; e_2; : : : ; e_n} ĺ ść£ğăŋŋżňĺ ś ŋĺň

łőőřďĺŋăšăňĺ x_1 x_2 . . x_n

. Ćőğŋĺłă¿źĺě ŕřĺ ¡šőň ŕőŋ£šĺ£ ńĺŋěľŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă, śőŕř£ęěŋŋőčő

ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ łń¿ůěćżňĺ ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě. 2.1. Ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć M ⊂ V őąőğŋăůăěšś£ śĺňćőńőň

⟨M⟩_{ńĺŋ} ĺ ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă šřěň£ śŕőśőąăňĺ:

| łăł ŋăĺňěŋĳÿěě ŕő ćłń¿ůěŋĺ¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , śőďěřęăźěě ňŋőęěśšćő M; | łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, śőďěřęăźĺţ M; | łăł ňŋőęěśšćő ćśěćőğňőęŋżţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćĺďă

v = –_1m_1 + –_2m_2 + · · · + –_k m_k; –_i ∈k; m_i ∈M:

2.1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě šřĺ śŕőśőąă łőřřěłšŋő őŕřěďěń£¿š őďŋő ĺ šőęě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V .

Ŕřőśšěľÿĺľ śŕőśőą ğăďăŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W ⊂ V śőśšőĺš ć őŕĺśăŋĺĺ ěčő łăł ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ ŋăąőřă ćěłšőřőć {w_1; w_2; : : : ; w_k} ŋăğżćăěňżţ őąřăğş¿źĺňĺ: W = ⟨w_1; : : : ; w_k⟩_{ńĺŋ}. Šăłőě ŕřěďśšăćńěŋě W ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ ğăďăŋĺěň n × k-ňăšřĺűż (w^i_j ) ĺğ śšőńąűőć łőőřďĺŋăš őąřăğş¿źĺţ ćěłšőřőć w_j ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ŋăňĺ ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V .

2.1.2. Şłăęĺšě ăńčőřĺšň, ŕőğćőń£¿źĺľ ŕő ğăďăŋŋőľ ňăšřĺűě (w^i_j ) ĺğ śšőńąűőć łőőřďĺŋăš őąřăğş¿źĺţ ćěłšőřőć ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W őŕřěďěńĺšĳ řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ ŕőśšřőĺšĳ ć ŋěň łăłőľ-ńĺąő ąăğĺś.

(Şłăğăŋĺě: ¡ńěňěŋšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śšőńąűőć ňăšřĺűż (w^i_j ) śőőšćěšśšćş¿š ńĺŋěľŋżň ğăňěŋăň őąřăğş¿źĺţ w_j , ğă łőšőřżňĺ ňőęŋő ŕřőśńěďĺšĳ; ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őŋĺ ŕőğćőń£¿š ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş, ă ć ¡šőň śńşůăě őšćěšĺšĳ ŋă őąă ćőŕřőśă ŋěśńőęŋő.)

2.1.3. Ŋăľďĺšě ąăğĺś ĺ řăğňěřŋőśšĳ śşňňż ĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ⟨a1; a2; a3⟩ńĺŋ ĺ

⟨b_1; b_2; b_3⟩_{ńĺŋ}, čďě:

(ă) a^1 = (1; 1; 1; 1)^t; a^2 = (1;

−1; 1; −1)^t; a_3 = (1; 3; 1; 3)^t;

b_1 = (1; 2; 0; 2)^t; b_2 = (1; 2; 1; 2)^t; b_3 = (3; 1; 3; 1)^t:

(ą) a^1 = (1; 1; 0; 0)^t; a^2 = (0; 1; 1; 0)^t; a^3 = (0; 0; 1; 1)^t;

b_1 = (1; 0; 1; 0)^t; b_2 = (0; 2; 1; 1)^t; b_3 = (1; 2; 1; 2)^t: 2.2. Řăğňěřŋőśšĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

2.2.4. Ŕşśšĳ U; V ⊂ W | ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ćżřăğĺšě dim(U +V ) ůěřěğ dim U ĺ dimV . 2.2.5. Ŕőńşůĺšě šőůŋş¿ őűěŋłş śŋĺğş ďń£ dim(U ∩ V ) ůěřěğ dimU, dim V ĺ dim W . 2.2.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ dim(U + V ) = dim(U ∩ V ) + 1, šő U + V řăćŋő őďŋőňş ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć U; V , ă U ∩ V | ďřşčőňş.

2.2.7. Ŕşśšĳ W1; W2; : : : ; Wm | ŋăąőř k-ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć V , šăłĺţ ůšő dim(Wi ∩ W_j ) = (k − 1) ∀i; j. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺąő ćśě W_j śőďěřęăš őąźěě (k − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ńĺąő śőďěřęăšś£ ć őďŋőň őąźěň (k + 1)-ňěřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě.

2 4: Ğăďăŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć şřăćŋěŋĺ£ňĺ. 7

2.3. Ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż. Ťşŋłűĺ£ ’ : V → k ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ v_1; v_2 ∈ V ĺ ďń£ ń¿ążţ –_1; –_2 ∈ k

’(–_1v_1 + –_2v_2) = –_1’(v_1) + –_2’(v_2):

Łăł ĺ ćśě ťşŋłűĺĺ, ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ňőęŋő ŕőšőůěůŋő śłńăďżćăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ ŋă ůĺśńă.

2.3.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż őąřăğş¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k (őŋő őąőğŋăůăěšś£ V^∗ ĺ ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋŋżň ĺńĺ ďćőľśšćěŋŋżň ł V .)

2.3.9. Ďőłăęĺšě, ůšő łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ x^1; x^2; : : : ; x^n (x^j śőŕőśšăćń£ěš ćěłšőřş v ěčő j-šş¿ łőőřďĺŋăšş ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V^∗ (őŋ ŋăğżćăěšś£ ąăğĺśőň śőŕř£ęěŋŋżň ĺńĺ ďćőľśšćěŋŋżň ł ąăğĺśş e_1; e_2; : : : ; e_n ć V ). Ŋăľďĺšě ğŋăůěŋĺ£ x^i(e_j ). Ďřşčă£ ťőřňşńĺřőćłă ¡šőľ ğăďăůĺ: ťşŋłűĺ£ ’ : V → k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň, łőčďă śşźěśšćş¿š łőŋśšăŋšż ’_1; ’_2; : : : ; ’_n ,

šăłĺě, ůšő ďěľśšćĺě ’ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v = x_1 x_2 . . x_n

t ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ:

’(v) = (’_1; ’_2; : : : ; ’_n) x_1 x_2 . . x_n = ∑ ’_j x^j

ŕřĺ ¡šőň ’_1; ’_2; : : : ; ’_n őŕřěďěń£¿šś£ ŕő ’ őďŋőğŋăůŋő.

Őąőğŋăůěŋĺ£. İńěňěŋšż ’ ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š łőćěłšőřăňĺ. Łőőřďĺŋăšż łőćěłšőřőć ŕřĺŋ£- šő ğăŕĺśżćăšĳ ć śšřőůłş ĺ ŋşňěřőćăšĳ ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ, ă śăňĺ łőćěłšőřż ć śěňěľśšćě łőćěłšőřőć | ćěřţŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ.

2.3.10. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě V → (V^∗)^∗, śőŕőśšăćń£¿źěě ćěłšőřş v ťşŋłűĺőŋăń ~v, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă łőćěłšőřż ’ ∈ V^∗ ŕő ŕřăćĺńş: ~v(’) = ’(v), şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ňěęďş V ĺ (V^∗)^∗. Łăłőľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă V £ćń£ěšś£ ŕřőőąřăğőň ąăğĺśă (V^∗)^∗, śőŕř£ęěŋŋőčő ł ąăğĺśş x^1; x^2; : : : ; x^n ć V^∗ ŕřĺ ¡šőň ĺğőňőřťĺğňě ĺ łăł ćżčń£ď£š ć ¡šőň ąăğĺśě-ŕřőőąřăğě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă v, ĺňěćÿěčő

łőőřďĺŋăšż v = v_1 v_2 . . v_n ć ĺśţőďŋőň ąăğĺśě {e_1; e_2; : : : ; e_n} ŕřőśšřăŋśšćă V ?

2.4. Ğăďăŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć şřăćŋěŋĺ£ňĺ. Őďŋőřőďŋőě ńĺŋěľŋőě şřăćŋěŋĺě:

a_1x^1 + a_2x^2 + · · · a_nx^n = 0

śńěďşěš ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł śőőšŋőÿěŋĺě a(v) = 0 ŋă ćěłšőř v ∈ V ĺ łőćěłšőř a ∈ V^∗ (čďě v = (x^i) ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V , ă a = (a_1; a_2; : : : ; a_n) ć ďćőľśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V^∗). Ŕőńěğŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň v ∈ V | £ćń£ěšś£ şřăćŋěŋĺěň ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V^∗ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěĺğćěśšŋżţ a_1; a_2; : : : ; a_n .

2.4.11. Ťĺłśĺřşěň a∈V^∗. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ a ≠ 0, šő řěÿěŋĺ£ v = x_1 x_2 . . x_n

t őďŋőřőďŋőčő

şřăćŋěŋĺ£ a(v) = 0 őąřăğş¿š (n − 1)-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V (őŋő őąőğŋăůăěšś£ Ann a ĺ ŋăğżćăěšś£ ăŋŋşń£šőřőň a).

2.4.12. Ťĺłśĺřşěň ŋăąőř ťşŋłűĺőŋăńőć a^1; a^2; : : : ; a^k ∈ V^∗. Ďőłăęĺšě, ůšő řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ:

a^1(v) = 0 a^2(v) = 0 : : :

a^k(v) = 0 ⇐⇒ ∑ a^1_j x^j = 0 ∑ a^2_j x^j = 0 : : : ∑ a^k_j x^j = 0 ⇐⇒ ( a^i_j ) x_1 x_2 . . x_n = 0

śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ V . Ďőłăęĺšě šăłęě, ůšő W = ∩Ann ’ ŕő ćśěň ’ ∈ ⟨a^1; a^2; : : : ; a^k⟩_{ńĺŋ} ⊂ V^∗.

2.4.13. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ V ňőęěš ążšĳ ğăďăŋő łăł ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ (łăł ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě) ĺ ůšő ŕřĺ ¡šőň dimW = dimV − dim⟨a^1; a^2; : : : ; a^k⟩_{ńĺŋ}

Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě V ťĺłśĺřőćăŋ ąăğĺś, šő śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ďăŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ćŕőńŋě őŕřěďěń£ěšś£ ňăšřĺűěľ řăğňěřă k × n (ŋăğżćăěňőľ ňăšřĺűěľ śĺśšěňż), ŕő śšřőłăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż łőćěłšőřőć a^1; a^2; : : : ; a^k, şůăśšćş¿źĺţ ć şřăćŋěŋĺ£ţ, ć śőŕř£ęěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V^∗.

2.4.14. Şłăęĺšě ăńčőřĺšň, ŕőğćőń£¿źĺľ ŕő ňăšřĺűě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W ⊂ V , őŕřěďěńĺšĳ:

(ă) ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ, ŋěőąţőďĺňżţ ďń£ ğăďăŋĺ£ W ĺ £ćŋżľ ćĺď ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ;

(ą) řăğňěřŋőśšĳ ĺ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă W .

Şłăğăŋĺě: ć ŕěřćőň ŕşŋłšě řěůĳ ĺďěš ő ŋăţőęďĺŋĺĺ dim⟨a^1; a^2; : : : ; a^k⟩ńĺŋ ĺ ąăğĺśă ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě (śř. ś ğăď. 4.0.3 ĺ ğăď. 1.0.2; ŋăďő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ ŕřĺćěśšĺ ňăšřĺűş ł śšşŕěŋůăšőňş ćĺďş).

2.4.15. Şłăęĺšě ăńčőřĺšň, ŕőğćőń£¿źĺľ ŕő ňăšřĺűě (w^i_j ) ĺğ śšőńąűőć łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć w_1; w_2; : : : ; w_k ∈ V śőśšăćĺšĳ ňĺŋĺňăńĳŋş¿ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ⟨w^1; w^2; : : : ; w^k⟩_{ńĺŋ}.

Şłăğăŋĺě: ¡šă ğăďăůă śćőďĺšś£ ł ŕřěďżďşźěľ, ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ w1; w2; : : : ; wk ∈ V łăł ťşŋłűĺőŋăńż ŋă V^∗.

2.4.16. Ŋăľďĺšě śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ⟨a1; a2; a3⟩ńĺŋ, čďě (ă) a_1 = (1; −1; 1; 0)^t; a_2 = (i; 1; 0; 1)^t; a_3 = (2; 0; 1; 1)^t (ą) a_1 = (1; −1; 1; −1; 1)^t; a_2 = (1; 1; 0; 0; 3)^t; a_3 = (3; 1; 1; −1; 7)^t

2.4.17. Řăśśňőšřĺň ć k^n ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L0, ğăďăŋŋőě şřăćŋěŋĺěň x^1 + x^2 + · · · = x^n = 0, ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L_1, ğăďăŋŋőě śĺśšěňőľ şřăćŋěŋĺľ: x^1 = x^2 = · · · = x^n. Ďőłăęĺšě, ůšő

2 5: Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż. 9

k^n = L_0 ⊕ L_1 ĺ ŋăľďĺšě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć-ŕřőěłűĺľ śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ć k^n ŋă łăęďőě ĺğ ¡šĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ćďőńĳ ďřşčőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

2.4.18. Řăśśňőšřĺň ć k^4 ŕőďŕřőśšřăŋśšćă:

L_0 = ⟨(1; 1; 1; 1)^t; (−1; −2; 0; 1)^t⟩_{ńĺŋ}; L_1 = ⟨(−1; −1; 1; −1)^t; (2; 2; 0; 1)^t⟩_{ńĺŋ}

Ďőłăęĺšě, ůšő k^4 = L_0 ⊕ L_1 ĺ ŋăľďĺšě ŕřőěłűĺ¿ ćěłšőřă (4; 2; 4; 4)^t ŋă L_0 ćďőńĳ L_1. 2.5. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż. Őšőąřăęěŋĺě f : V → W ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ v_1; v_2 ∈ V ĺ –_1; –_2 ∈ k

f(–_1v_1 + –_2v_2) = –_1f(v_1) + –_2f(v_2):

Ůăśšŋżňĺ śńşůă£ňĺ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż: ďń£ ŋĺţ W = k.

2.5.19. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ĺğ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ć m-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő W őąřăğş¿š mn-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (őŋő őąőğŋăůăěšś£ Hom(V; W )). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ć V ćżąřăšĳ ąăğĺś e_1; e_2; : : : ; e_n , ă ć W | ąăğĺś _1; _2; : : : ; _m , šő őšőąřăęěŋĺ£ f^i_j , ďěľśšćş¿źĺě ŋă ćěłšőř v ∈V ŕő ŕřăćĺńş f^i_j (v) = x^i(v)_j , ąşďşš ńĺŋľŋżňĺ ĺ śőśšăćń£¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă Hom(V; W ).

Ňăšřĺűěľ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă f : V → W ć ąăğĺśăţ e_1; e_2; : : : ; e_n ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ 1; _2; : : : ; _m ŕřőśšřăŋśšćă W ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă C_f = (f(e_j )^i), ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő- £š łőőřďĺŋăšż őąřăğőć f(e_j ) ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e_j ŕřőśšřăŋśšćă V ć ąăğĺśě _1; _2; : : : ; _m ŕřőśšřăŋśšćă W .

2.5.20. Ďőłăęĺšě, ůšő śőŕőśšăćńěŋĺě őŕěřăšőřş ěčő ňăšřĺűż £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšćă Hom(V; W ) ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňăšřĺű řăğňěřă (dim W ) × (dimV ). Ŋăľďĺšě ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć f^i_j ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ.

2.5.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă łőňŕőğĺűĺĺ őŕěřăšőřőć řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňăšřĺű:

C_{f ∘g} = C_f C_g;

čďě f : V_2 → V_3, g : V_1 → V_2, f ∘ g : V_1 → V_3, ĺ ŕřĺ śőŕőśšăćńěŋĺĺ f ĺ g ňăšřĺű ĺśŕőńĳğşěšś£ őďĺŋ ĺ šőš ęě ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě V_2.

2.5.22. Ďőłăęĺšě, ůšő łőőřďĺŋăšż (y^i) őąřăğă f(v) ć ąăğĺśě 1; 2; : : : ; m ŕřőśšřăŋśšćă W ňőčşš ążšĳ ŋăľďěŋż ŕő łőőřďĺŋăšăň (x^i) ćěłšőřă v ć ąăğĺśě e_1; e_2; : : : ; e_n ŕřőśšřăŋśšćă V ŕő ťőřňşńě: y_1 y_2 . . y_m

= C_f x_1 x_2 . . x_n ;

čďě C_f | ňăšřĺűă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă f ć ąăğĺśăţ {e_j}, {_j }. Ćżćěśšĺ ĺğ ŕřěďżďşźĺţ ďćşţ ğăďăů ćśě řěğşńĳšăšż ő ňăšřĺűăţ ŕěřěţőďă ĺğ ğăď. 2.0.2.

2.5.23. Ťĺłśĺřşěň ąăğĺśż {ej} ć V ĺ {j } ć W , ĺ ŕşśšĳ {vj } | ďřşčőľ ąăğĺś ć V , ă {”j } | ďřşčőľ ąăğĺś ć W . Ŕşśšĳ C_{ev} ĺ C_{ξη} | śőőšćěšśšćş¿źĺě ňăšřĺűż ŕěřěţőďă. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă C^′_f őŕěřăšőřă f ć ąăğĺśăţ {v_j }; {”_j } ść£ğăŋă ś ňăšřĺűěľ C_f őŕěřăšőřă f ć ąăğĺśăţ {e_i}; {_i} ťőřňşńăňĺ:

C^′_f = C_{ηξ}C_f Cev = C^{−1}_{ξη} C_f C_{ev} = C_{ηξ}C_f C^{−1}_{ve}

2.5.24. Ŕşśšĳ f : V → W |ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ĺ Cf ěčő ňăšřĺűă ć ŋěłőšőřżţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśăţ. Ďőłăęĺšě, ůšő

im f = {w ∈W | ∃v ∈V : f(v) = w} ⊂ W

£ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć W ĺ śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ćěłšőřőć, łőőřďĺŋăšż łőšőřżţ śšő£š ŕő śšőńąűăň C_f .

2.5.25. Ďőłăęĺšě, ůšő ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ

ker f = {v ∈V : | f(v) = 0} ⊂ V

£ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć V ĺ ğăďăěšś£ śĺśšěňőľ şřăćŋěŋĺľ ś ňăšřĺűěľ C_f . 2.5.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő f : V → W ĺňěěšś£ řăćěŋśšćő:

dim ker f + dimim f = dimV . 2.5.27. Śőŕőśšăćĺň őŕěřăšőřş f : V → W őŕěřăšőř f^∗ : W^∗ → V^∗ (őŋ ŋăğżćăěšś£ ďćőľ-

śšćěŋŋżň ł f), ŕěřěćőď£źĺľ ťşŋłűĺőŋăń ’ ∈ W^∗ ć ťşŋłűĺőŋăń f^∗’ ∈ V^∗, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ćěłšőřż v ∈ V ŕő ŕřăćĺńş f^∗’(v) = ’(f(v)). Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő śőŕőśšăćńěŋĺě łőřřěłšŋő, £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ĺğ Hom(V; W ) ć Hom(W^∗; V^∗) ĺ şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ¡šĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ.

2.5.28. Łăł ść£ğăŋż ňěęďş śőąőľ ňăšřĺűă Śf ć ŋěłőšőřżţ ąăğĺśăţ ĺ ňăšřĺűă Śf � ć śőŕř£- ęěŋŋżţ ąăğĺśăţ?

2.6. Ŕřĺńőęěŋĺě: šěőřĺ£ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ćśě ćżÿěśłăğăŋŋőě ňőęěš ążšĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćăŋő ŋă £ğżłě ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

2.6.29. Šěőřěňă ő řăŋčě. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă k × n (k śšřőł ĺ n śšőńąűőć). Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě šřĺ ůĺśńă řăćŋż (łăęďőě ĺğ ŋĺţ ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň ňăšřĺűż M ĺ őąőğŋăůăěšś£ rkM):

| řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ śšőńąűőć ňăšřĺűż M ć k^n; | řăğňěřŋőśšĳ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ śšřőł ňăšřĺűż M ć k^n; | ŕőř£ďőł ňăłśĺňăńĳŋőčő ŋěŋşńěćőčő ňĺŋőřă ňăšřĺűż M.

2.6.30. Šěőřěňă őą őłőľňń£¿źĺţ ňĺŋőřăţ. Ŕşśšĳ M | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ňăšřĺűă, śőďěřęăźă£ ŋěŋşńěćőľ ňĺŋőř ŕőř£ďłă k. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ćśě ňĺŋőřż ŕőř£ďłă k + 1, śőďěřęăźĺě ďăŋŋżľ, ŋşńěćżě, šő rkM = k.

2.6.31. Šěőřěňă Łřőŋěłěřă-Łăŕěńńĺ. Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ: n∑ j=1 a^1_j x^j = b^1; n∑ j=1 a^2_j x^j = b^2; : : : sum^n_{j=1}a^k_j x^j = b^k;

ĺńĺ ć ňăšřĺůŋőľ ğăŕĺśĺ:

A x_1 x_2 . . x_n = b_1 b_2 . . b_k ; ( A = (a^i_j ) )

2 6: Ŕřĺńőęěŋĺě: šěőřĺ£ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. 11

šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ĺňěěš řěÿěŋĺě, łőčďă rkA řăćěŋ řăŋčş řăśÿĺřěŋŋőľ ňăšřĺűż śĺśšěňż, ŕőńşůă¿źěľś£ ŕřĺŕĺśżćăŋĺěň ł A śŕřăćă śšőńąűă ŕřăćżţ ůăśšěľ şřăćŋěŋĺľ.

2.6.32. Ăńĳšěřŋăšĺćă Ťřěďčőńĳňă. Śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

A x_1 x_2 . . x_n = b_1 b_2 . . b_n

ś łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűěľ A (¡šő őğŋăůăěš, ůšő ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ řăćŋő ůĺśńş ŋěĺğćěśšŋżţ)

ńĺąő ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕřĺ ń¿ąőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ b_1 b_2 . . b_n

, ńĺąő ĺňěěš ąěśłőŋěůŋő

ňŋőčő řěÿěŋĺľ ŕřĺ ŋşńěćőľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ĺ ¡šĺ ćőğňőęŋőśšĺ ĺśłń¿ůă¿š ďřşč ďřşčă. Ďőłăęĺšě ¡šő ĺ őąž£śŋĺšě, łăłă£ ĺğ ćőğňőęŋőśšěľ řěăńĺğşěšś£ ŕřĺ det A = 0 ĺ ŕřĺ det A ≠ 0?