x6. Ďĺăčřăňňż ĺ łőčőňőńőčĺĺ.

Ć ¡šőň řăğďěńě řăśśňăšřĺćă¿šś£ ňőďşńĺ ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň ś ěďĺŋĺűěľ ĺ čőňőňőřťĺğňż ňěęďş ŋĺňĺ. Ŋăąőř ňőďşńěľ ĺ čőňőňőřťĺğňőć ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ďĺăčřăňňőľ:

šřěşčőńĳŋĺł V W L α γ β

  -
@@R �`_{łćăďřăš}

W W^′ V^′ V α γ β δ

-
-? ?

Őŕřěďěńěŋĺě. Šřěşčőńĳŋĺł, ĺğőąřăęěŋŋżľ ŋă řĺśşŋłě, ŋăğżćăěšś£ łőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ

β ∘ α = γ, ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ β ∘ α = −γ. Ăŋăńőčĺůŋő, łćăďřăš ŋăğżćăěšś£ łőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ β ∘ α = δ ∘ γ, ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżň, ěśńĺ β ∘ α = −δ ∘ γ. 6.1. Łőňňşšăšĺćŋżě ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ.

Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőčő ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ĺğőąřăęěŋŋőčő ŋă řĺśşŋłě, ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺě ĺňŕńĺłăűĺĺ.

6.1.1. (α ĺ β | ňőŋőňőřťĺğňż) =⇒ (γ | ňőŋőňőřťĺğň). 6.1.2. (α ĺ β | ¡ŕĺňőřťĺğňż) =⇒ (γ | ¡ŕĺňőřťĺğň). 6.1.3. Ěśńĺ α | ĺğőňőřťĺğň, šő

(ă) ( β | ¡ŕĺňőřťĺğňż) ⇐⇒ (γ | ¡ŕĺňőřťĺğň); (ą) ( β | ňőŋőňőřťĺğňż) ⇐⇒ (γ | ňőŋőňőřťĺğň).

6.1.4. Ěśńĺ β | ĺğőňőřťĺğň, šő

(ă) (α | ňőŋőňőřťĺğňż) ⇐⇒ (γ | ňőŋőňőřťĺğň); (ą) (α | ¡ŕĺňőřťĺğňż) ⇐⇒ (γ | ¡ŕĺňőřťĺğň).

6.1.5. (γ | ňőŋőňőřťĺğňż) =⇒ (α | ňőŋőňőřťĺğň) . Ćěřŋă ńĺ ĺňŕńĺłăűĺ£: (γ | ňőŋőňőřťĺğňż) =⇒ (β | ňőŋőňőřťĺğň) ?

6.1.6. (γ | ¡ŕĺňőřťĺğňż) =⇒ (β | ¡ŕĺňőřťĺğň) . Ćěřŋă ńĺ ĺňŕńĺłăűĺ£: (γ | ¡ŕĺňőřťĺğňż) =⇒ (α | ¡ŕĺňőřťĺğň)?

6.1.7. (γ | ĺğőňőřťĺğňż) =⇒ (α | ňőŋőňőřťĺğň ĺ β | ¡ŕĺňőřťĺğň) . Ćěřŋő ńĺ őąřăšŋőě? 6.2. Łőňňşšăšĺćŋżě łćăďřăšż.

6.2.8. Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőčő ĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőčő łćăďřăšă, ĺğőąřăęěŋŋőčő ŋă řĺśşŋłě ďőłăęĺšě, ůšő (ă) ěśńĺ γ ĺ δ | ¡ŕĺňőřťĺğňż, šő ĺ β | ¡ŕĺňőřťĺğň; (ą) ěśńĺ γ ĺ δ, šő ĺ α | ćńőęěŋĺě.

6.3. Šőůŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőďşńěľ ĺ čőňőňőřťĺğňőć · · · V_{i−1}^φi^{−1}−→ V_i^φi−→ V_{i+1} · · · ŋăğżćăěšś£ šőůŋĺőľ, ěśńĺ ker φ_i = im φ_{i−1} ďń£ łăęďőčő i.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 0 −→ V^φ−→ W šőůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă φ | ćńőęěŋĺě, ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ V^φ−→ W −→ 0 šőůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă φ | ŋăńőęěŋĺě.

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 0 −→ V^{′ α}−→ V^β−→ V^{′′}−→0 £ćń£ěšś£ šőůŋőľ, ěśńĺ α | ňőŋőňőřťĺğň, β | ¡ŕĺňőřťĺğň ĺ im α = ker β. Šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋăğżćăěšś£ łőřőšłőľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ĺńĺ šőůŋőľ šřőľłőľ.

6.3.9. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ V, V^′ ĺ V^{′′} ć ŋăŕĺśăŋŋőľ ćżÿě šőůŋőľ šřőľłě | ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň, šő

dim V = dim V^′ + dim V^{′′}.

6.3.10. Ŕşśšĳ ć śńěďş¿źěľ ďĺăčřăňňě őąă łćăďřăšă ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋż, ă śšřőłĺ | šőůŋżě šřőľłĺ: 0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 f^′ ↓ f ↓ f^{′′} ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0 (ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f | ĺğőňőřťĺğň, šő f^′ | ňőŋőňőřťĺğň, ă f^{′′} | ¡ŕĺňőřťĺğň.

Ćěřŋő ńĺ őąřăšŋőě?

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f^′ ĺ f^{′′} | ĺğőňőřťĺğňż, šő f šăłęě ĺğőňőřťĺğň. (ć) Ćěřŋż ńĺ ŕřěďżďşźĺě şšćěřęďěŋĺ£ ŕřĺ şśńőćĺĺ łőňňşšăšĺćŋőśšĺ őąőĺţ łćăďřăšőć?

6.3.11. Ďń£ łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňż (šő ěśšĳ łăęďżľ łćăďřăš ć ŋěľ łőňňşšăšĺćěŋ) ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ 0 −→ V^{′ α}−→ V −→ V^{′′} f ↓ f^{′′} ↓ 0 −→ W^{′ β}−→ W −→ W^{′′} (ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ f^′ : V^′ −→ W^′, şďőćńěšćőř£¿źĺľ śőőšŋőÿěŋĺ¿: β ∘ f^′ = f ∘ α.

(ą) Ŕřĺ łăłĺţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ŋă őšőąřăęěŋĺ£ ďĺăčřăňňż ňőęŋő čăřăŋšĺřőćăšĳ ňőŋőňőřťŋőśšĳ f^′?

6.3.12. Ďń£ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňż ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ V^′ −→ V^α−→ V^{′′} −→ 0 ↓ f ↓ W^′ −→ W^β−→ W^{′′} −→ 0 (ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ f^{′′} : V^{′′} −→ W^{′′}, şďőćńěšćőř£¿źĺľ śőőšŋőÿěŋĺ¿: −β ∘ f = f^{′′} ∘ α.

(ą) Ŕřĺ łăłĺţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ şśńőćĺ£ţ ŋă őšőąřăęěŋĺ£ ďĺăčřăňňż ňőęŋő čăřăŋšĺřőćăšĳ ¡ŕĺňőřťŋőśšĳ f^{′′}?

6.3.13. Ďăŋă łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ĺ śšőńąűăňĺ

0 0 0 ↓ ↓ ↓ L^′ L L^{′′} ↓ ↓ ↓ 0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0 (ă) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćş¿š čőňőňőřťĺğňż ňőďşńěľ α : L −→ L^′ ĺ β : L^′ −→ L^{′′}, ŕřĺ łőšőřżţ ďĺăčřăňňă

0 0 0 ↓ ↓ ↓ L^{′ α}−→ L^β−→ L^{′′} ↓ ↓ ↓ 0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 f^′ ↓ ↓ ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0 łőňňşšăšĺćŋă.

(ą) Ďőłăęĺšě, ůšő ćěřţŋ££ śšřőůłă ďăŋŋőľ ďĺăčřăňňż 0 −→ L^{′ α}−→ L^β−→ L^{′′} šőůŋă.

(ć) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ f^′ | ¡ŕĺňőřťĺğň, šő β | šőęě ¡ŕĺňőřťĺğň. (č) Őśšăŋşšś£ ńĺ ćěřŋżňĺ şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăůĺ ŕřĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋżţ ňăńżţ łćăďřăšăţ?

6.3.14. Śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ ăŋăńőčĺůŋőě şšćěřęďěŋĺě ő łőňňşšăšĺćŋőľ ĺńĺ ăŋšĺłőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňě ćĺďă 0 −→ V^′ −→ V −→ V^{′′} −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ W^′ −→ W −→ W^{′′} −→ 0 ↓ ↓ ↓ C^′ C C^{′′} ↓ ↓ ↓ 0 0 0

ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ĺ śšőńąűăňĺ.

6.3.15. Ŕşśšĳ ć łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňě

0 0 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ K_1^{α1}−→ K_2^{α2}−→ K_3 ↓ ↓ ↓ 0 −→ V_1 −→ V_2 −→ V_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ W_1 −→ W_2 −→ W_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ C_1^{β1}−→ C_2^{β2}−→ C_3 ↓ ↓ ↓ 0 0 0

ćśě śšřőłĺ ĺ śšőń¿ąűż šőůŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě δ : K_3 −→ C_1, ŕřĺůěň im α_2 = ker δ ĺ im δ = ker β_1, šő ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

0 −→ K_1^{α1}−→ K_2^{α2}−→ K_3^δ−→ C_1^{β1}−→ C_2^{β2}−→ C_3 −→ 0

šőůŋă.

Ŋăř£ďş ś £ďřőň ĺ őąřăğőň čőňőňőřťĺğňă ňőďşńěľ α : V −→ W ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šřěšĺľ ňőďşńĳ, ŋě ńěęăźĺľ ŋĺ ć V ŋĺ ć W .

Őŕřěďěńěŋĺě. Łő£ďřőň čőňőňőřťĺğňă α : V −→ W ŋăğżćăěšś£ ňőďşńĳ cokerα =

W/im α ś ěśšěśšćěŋŋőľ ŕřőěłűĺěľ π : V −→ cokerα.

6.3.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕő ń¿ąőňş čőňőňőřťĺğňş ňőďşńěľ α : V −→ W ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 0 −→ ker α −→ V^α−→ W^π−→ cokerα −→ 0. 6.3.17. Ńěňňă ő ğňěě. Ń¿ąă£ łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă ćĺďă

0 −→ V_1 −→ V_2 −→ V_3 −→ 0 f1 ↓ f2 ↓ f3 ↓ 0 −→ W_1 −→ W_2 −→ W_3 −→ 0

ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ďőśšřăĺćăěšś£ ďő łőňňşšăšĺćŋőľ ďĺăčřăňňż ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ ĺ śšőńąűăňĺ:

0 0 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ ker f_1 −→ ker f_2 −→ ker f_3 ↓ ↓ ↓ 0 −→ V_1 −→ V_2 −→ V_3 −→ 0 f1 ↓ f2 ↓ f3 ↓ 0 −→ W_1 −→ W_2 −→ W_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ cokerf_1 −→ cokerf_2 −→ cokerf_3 −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 0 0

,

6 4: Łőňŕńěłśż ĺ łőčőňőńőčĺĺ. 29

ŕřĺůěň ćěřţŋ££ ĺ ŋĺęŋ££ śšřőůłĺ őąžěďĺŋ£¿šś£ ć őďŋş šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ:

0 −→ ker f_1 −→ ker f_2 −→ ker f_3 −→ cokerf_1 −→ cokerf_2 −→ cokerf_3 −→ 0.

6.3.18. Ńěňňă ő ŕ£šĺ čőňőňőřťĺğňăţ. Ŕşśšĳ ďăŋă łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă ś šőůŋżňĺ śšřőłăňĺ A −→ B −→ C −→ D −→ E α ↓ β ↓ φ ↓ γ ↓ δ ↓ A^′ −→ B^′ −→ C^′ −→ D^′ −→ E^′ Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ α, β, γ ĺ δ | ĺğőňőřťĺğňż, šő ĺ φ | ĺğőňőřťĺğň.

6.3.19. Ŕşśšĳ φ : V −→ W | ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, V^∗ ĺ W^∗ | ďćőľśšćěŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă. Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) Őšőąřăęěŋĺě, śšăć£źěě ťşŋłűĺĺ f ∈ W^∗ ťşŋłűĺ¿ ŋă V , őŕřěďěń£ěňş¿ ŕřăćĺńőň φ^∗f(v) = f(φ(v)), | łőřřěłšŋő ğăďăŋŋőě ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě φ^∗ : W^∗ −→ V^∗.

(ą) (φ^∗)^∗ = φ.

(ć) (φ^∗ | ¡ŕĺňőřťĺğň) ⇔ (φ | ňňőŋőňőřťĺğň). (č) Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

0 −→ V_1^φ−→ V_2^ψ−→ V_3 −→ 0

ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć šőůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă šőůŋă ďćőľśšćěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ:

0 −→ V^∗_3^{ψ∗}−→ V^∗_2^{φ∗}−→ V^∗_1 −→ 0

(ď) Ďĺăčřăňňă V^α−→ W γ ↓ β ↓ L^{id}L←→ L łőňňşšăšĺćŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łőňňşšăšĺćŋă ďĺăčřăňňă V^{∗ α∗}←− W^∗ γ^∗ ↑ β^∗ ↑ L^{∗ id}L^∗←→ L^∗

6.3.20. Łăł ĺğňěŋ£šś£ şśńőćĺ£ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ěśńĺ ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ğăňěŋĺšĳ ŋă ňőďşńĺ ŋăď łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K, ă ďćőľśšćěŋŋżň ňőďşńěň ł V śůĺšăšĳ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ Hom(V, K)?

6.4. Łőňŕńěłśż ĺ łőčőňőńőčĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě.Łőňŕńěłśőň A^• ŋăąőř ňőďşńěľ A^i i ∈ Zĺ čőňőňőřťĺğňőć d^i : A^i −→ A^{i+1},

ŋăğżćăěňżţ ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ šăłĺţ, ůšő d^{i+1} ∘ d^i = 0. Ćőőąźě čőćőř£, ňőďşńĺ A^i ňőčşš ążšĳ őšńĺůŋż őš ŋşń£ šőńĳłő ďń£ ŋěłőšőřőčő ŕőďňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć, ŋăŕřĺňěř ďń£ i ≥ 0. Ňőřťĺğňőň łőňŕńěłśőć f : A^• −→ B^• ŋăğżćăěšś£ ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć f : A^i −→ B^i ďń£ łăęďőčő i, łőšőřżě łőňňşšĺřş¿š ś ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ: f^{i+1} ∘ d^i = d^{i+1} ∘ d^i. Łőčőňőńőčĺĺ h^i(A^•) łőňŕńěłśă A^• őŕřěďěń£¿šś£ łăł ťăłšőřňőďşńĺ (ker d^i)/(im d^{i−1}).

6.4.21. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ňőřťĺğň łőňŕńěłśőć f : A^• −→ B^• ĺŋďşűĺřşěš ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě h^i(f) : H^i(A^•) −→ h^i(B^•).

6.4.22. Ŕşśšĳ 0 −→ A^{• f}−→ B^{• g}−→ C^• −→ 0 šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőňŕńěłśőć (šő ěśšĳ 0 −→ A^{i fi}−→ B^{i gi}−→ C^i −→ 0 łőřőšłă£ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ). Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ŋăąőř ěśšěśšćěŋŋżţ őšőąřăęěŋĺľ: h^i(C^•)^δ i −→ h^{i+1}(A^•), šăłĺţ ůšő ĺňěěš ňěśšő ďńĺŋŋă£ šőůŋă£ łőčőňőńőčĺůěśłă£ ŕőśńěďńćăšěńĳŋőśšĳ

· · · → h^i(A^•) −→ h^i(B^•)h^i(C^•)^δ i −→ h^{i+1}(A^•) → 0 · · · . Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćă ňőřťĺğňă łőňŕńěłśőć ŋăğżćă¿šś£ čőňőšőŕŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŋăąőř

čőňőňőřťĺğňőć k^i : A^i −→ B^{i−1} ďń£ łăęďőčő i ∈ Z(ŋěőą£ğăšěńĳŋő łőňňşšĺřş¿źĺţ ś ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ), šăłĺţ ůšő f^i − g^i = d^{i+1} ∘ k^i + k^{i+1} ∘ d^i . Ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć k^i ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň čőňőšőŕĺĺ.

6.4.23. Ďőłăęĺšě, ůšő čőňőšőŕŋżě ňőřťĺğňż łőňŕńěłśőć ĺŋďşűĺřş¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć łőčőňőńőčĺľ h^i(A^•) −→ h^i(B^•). Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ďăŋ łőŋěůŋżľ łőňŕńěłś łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć V^•.

İľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ¡šőčő łőňŕńěłśă (χ(V^•)) ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő

X_{(−1)i dim V i.}

6.4.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő łőňŕńěłśă ěčő İľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă śőćŕăďăěš ś ůĺśńőň P(−1)^i dim h^i(V^•).