îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

ðòïçòáííá ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ 1-Ê ËÕÒÓ 2-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ 1996-97 ÕÞ. ÇÏÄÁ í. ü. ëÁÚÁÒÑÎ, ó. ë. ìÁÎÄÏ, à. á. îÅÒÅÔÉÎ, é. í. ðÁÒÁÍÏÎÏŒÁ

1. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÉŒÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÎÅÑŒÎÏ. ïÓÏÂÙÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ

ÔÏÞËÉ. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. áÓÉÍÐÔÏÔÙ.

2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÎÁ-

ÐÒÁŒÌÅÎÉÀ. ðÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

3. æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

4. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. îÏÒÍÁ É ÐÏÌÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. 5. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ

ñËÏÂÉ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

6. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅÑŒÎÏ. œÙŒÏÄ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï

ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

7. õÓÌÏŒÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÕÒÏŒÎÑ

ÄÒÕÇÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. íÎÏÖÉÔÅÌÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 12 ÆÅŒÒÁÌÑ 1997 ÇÏÄÁ

þÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: @f=@x_1) ÆÕÎËÃÉÉ f(x_1; x_2) ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x_1, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f(x_1; x_2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a = (a_1; a_2), ÅÓÌÉ

ÏÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÞÌÅÎÙ ÍÁÌÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

f(x_1; x_2) = f(a_1; a_2) + A(x_1 − a_1) + B(x_2 − a_2) + o(r) ; r = √ (x_1−a_1)^2+(x_2−a_2)^2 :

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ŒÌÅÞÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A É B ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f. (ïÔŒÅÔ: A =^{∂f}_{∂x1} ; B =^{∂f}_{∂x2} ).

2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ. ðÕÓÔØ M ⊂ R^2 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ë M Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ

ÞÉÓÅÌ = (_1; _2).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÚÏŒÅÍ ÄŒÅ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉŒÙÅ x(t) = (x_1(t); x_2(t)) É y(t) = (y_1(t); y_2(t)) ÜËŒÉŒÁ-

ÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÌÅÎÙ ÍÁÌÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: x(0) = y(0) = a, x_i(t) − y_i(t) = o(t). ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ë M Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ D,

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a ÆÕÎËÃÉÉ f ÞÉÓÌÏ D(f) ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ)

D(fg) = f(a)D(g) + D(f)g(a)

ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ f; g. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ë M Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 1{3 ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. õËÁÖÉÔÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÑ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÅ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Ë ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ:

2)→1): ËÒÉŒÏÊ x(t) ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ = (x^′_1(0); x^′_2(0)). 2)→3): ðÏ ËÒÉŒÏÊ x(t) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎË- ÃÉÉ f ÞÉÓÌÏ f(x(t))^′ | | | t=0 (ÛÔÒÉÈ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ f É x). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ D ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T_aM) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ T_aM ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ëÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ? œÙÒÁÚÉÔÅ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÁ) Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ df ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ df : T_aM → R. úÎÁÞÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÍ ËÒÉŒÏÊ x(t) ÒÁŒÎÏ f(x(t))^′ | | t=0.

5. îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ dx_1, dx_1x_2, d(x^2_1 + x^2) ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÉÚÏÂÒÁ- ÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

- 6

6

   � @@R

0 1 2 3 1 2

x_1 x_2

1

2 _3

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. õËÁÚÁÎÉÅ:

ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ (ÄÏËÁÚÁŒ, ÓÐÅÒŒÁ) ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ: ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ a ÆÕÎËÃÉÑ f ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ É ÄŒÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x_1, x_2 ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = (x_1(0); x_2(0)). ôÏÇÄÁ d dt f(x_1(t); x_2(t)) | | | t=0= @f @x_1 | | | a x^′_1(0) + @f @x_2 | | | a x^′_2(0) :

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ T_aM ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T^∗_a M.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ dx_1, dx_2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. (ïÔŒÅÔ: df =^{∂f}_{∂x1} dx_1 +^{∂f}_{∂x2} dx_2). ëÁË, ÚÎÁÑ ÜÔÏ, ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 5?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 19 ÆÅŒÒÁÌÑ 1997 ÇÏÄÁ

1. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

Á) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ? Â) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ?

2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ Á) ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ z = const É Â) ÇÒÁÆÉËÉ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: z = √ x^2 + y^2 ; z =^3 √ x^2 + y^2 ; z = −y^2 + x^2 − x^4 ; z = √ −y^2 + x^2 − x^4 ; z = 1 x^2 + y^2

; z = x x^2 + y^2

; z = xy x^2 + y^2

; z = cos x − y^2 ;

z = cos x cos y ; z =^3 √ x^2 + y^4 ; z = x^4 + x^2y^2 + y^5

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 26 ÆÅŒÒÁÌÑ 1997 ÇÏÄÁ

ôÅÏÒÅÍÁ (ÐÒÏÓÔÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ). åÓÌÉ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅÐÒÅ-

ÒÙŒÎÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÔÏ ÅÅ

ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ,^{∂2f}_{∂x∂y} =^{∂2f}_{∂y∂x}.

1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ

Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÂÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ;

Â) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÂÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

2. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ^{∂2f}_{∂x∂y} ≠^{∂2f}_{∂y∂x}.

3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÉŒÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: { x = sin^2 t y = cos^2 t { x = t^2 y = t^3 { x = e^{±t} cos t y = e^t sin t { x = t − sin t y = cos t { x = cos^3 t y = sin^3 t { x = 2t^3 − 3t y = t^4 − t^2

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 5 ÍÁÒÔÁ 1997 ÇÏÄÁ

ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ (x_0; y_0) É ÐÕÓÔØ F (x_0; y_0) = 0, @F=@y(x_0; y_0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x), ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ F (x; ’(x)) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’^′(x_0) = −^{∂F/∂x(x0,y0)}_{∂F/∂y(x0,y0)} .

1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ: ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÐÒÉÞÅÍ f^′(x_0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ f ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ y_0 = f(x_0), Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f^{−1}(y), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ f^{−1}(f(x)) ≡ x. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f^{−1′}(y_0) = 1=f^′(x_0).

2. ðÕÓÔØ y = y(x) | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, y(x_0) = 0. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ x = x(y) = x_0 + Ay + By^2 + o(y^2) ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ y.

3. æÕÎËÃÉÑ y = ’(x) ÚÁÄÁÎÁ ÎÅÑŒÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = 0.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ É ’ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁ.

Â) œÙÒÁÚÉÔÅ ’^{′′} ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F .

4. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÉŒÙÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ, ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ y(x) É x(y) Œ ÔÏÞËÅ (x_0; y_0).

Á) x^2 + xy + y^2 = 1; (x_0; y_0) = (0; 1);

Â) x^3 + y^3 = 2xy, x^4 + y^4 = 2xy; (x_0; y_0) = (0; 0); (1; 1); Œ) (x^2 − y^2)^2 + x^2 + y^2 = 100; Ç) (x^2 − y)^3 + x^2 + y^2 = 100.

5. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ x^2 + y^2 = a; xy = b?

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 12 ÍÁÒÔÁ 1997 ÇÏÄÁ

ôÅÏÒÅÍÁ (ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). ðÕÓÔØ M | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : M → M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ȷ(Ax; Ay) 6 ¸ȷ(x; y) ∀x; y, ¸ < 1. ôÏÇÄÁ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ax = x.

1. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ȷ(A^kx_0; x) 6 s^{αk}_{1−α} , ÇÄÅ s = ȷ(Ax_0; x_0).

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x = x^3 + 0:1 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÅ 5{10 ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ { x = (x^2 + y^2)=100 y = (xy^2 + 0:1)=100

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10^{−10}.

4. ëÁË ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 2, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ? çÏÄÉÔÓÑ ÌÉ x = 2=x?

5. òÅÛÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − ax + b = 0, ÅÇÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÌÉ Œ ŒÉÄÅ x = a − b=x. ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; x_0 ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ? ë ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÏÒÎÅÊ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ)?

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Á) ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1], Â) ÄÉÓËÁ D^2 Œ ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

x_n = 1 5 (x_{n+1} + x_{n−1}) + 1 1 + n^2

; n ∈ Z

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ.

8. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ {a_{ij}} ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (x_1; x_2) → (a_{11}x_1 + a_{12}x_2; a_{21}x_1 + a_{22}x_2) ÏÂÒÁ- ÔÉÍÏ? ëÁË ÄÏÌÖÅÎ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ?

ôÅÏÒÅÍÁ (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (x; y) → (f(x; y); g(x; y)) ÚÁÄÁÅÔ

ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x_0; y_0) ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ, ÅÓ- ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ^{∂f}_{∂x}^{∂g}_{∂y} −^{∂f}_{∂y}^{∂g}_{∂x} Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ (ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ) ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ É ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 19 ÍÁÒÔÁ 1997 ÇÏÄÁ

ôÅÏÒÅÍÁ (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ; ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ). ðÕÓÔØ ÑËÏÂÉÁÎ |J_0| = | | | | | @f_i @x^0_j | | | | | i,j=1,...,n ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : R^n → R^n ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÅ x^0 = (x^0_1; : : :; x^0_n). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ x^0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f |_U ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} ÇÌÁÄËÏÅ, É ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ Œ ÔÏÞËÅ f(x_0) ÒÁŒÎÁ J^{−1}_0 .

1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: { u = x^2 − y^2 v = 2xy

þÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÅÌÁÅÔ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ? çÄÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÉ? þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÎÁ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÁ?

2. ïÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÔÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ { u = x^2 − y^2 + 3"x v = 2xy − 3"y

ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ). ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ (x^0; y^0) = (x^0_1; : : :; x^0_k; y^0_1; : : :; y^0_n) ∈

R^{k+n} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

f_1(x; y) = 0

: : :

f_n(x; y) = 0

; (1)

ÇÄÅ f = (f_1; : : :; f_n) : R^{k+n} → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | | | | | @f_i @y^0_j | | | | | i,j=1,...,n ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y, Ô.Å. ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : R^k → R^n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ f(x; ’(x)) ≡ 0.

3. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_1(x_1; : : :; x_{k+n}) = 0 : : :

f_n(x_1; : : :; x_{k+n}) = 0

. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁ-

ÔÒÉÃÙ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ { @f_i @y^0_j } , i = 1; : : :; n, j = 1; : : :; k+n, ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎ

n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÂÒÁÔØ n ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÁË ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 19 ÍÁÒÔÁ 1997 ÇÏÄÁ ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉŒÙÅ Á) x^4 + y^4 = x^2y Â) { x = sin 3t y = sin 5t 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÓÅÂÑ ( x y ) −→ x x^2 + y^2y x^2 + y^2 Á) îÁÊÄÉÔÅ ÑËÏÂÉÁÎ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ; Â) îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ; Œ) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ;

Ç) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (x − a)^2 + y^2 = c^2 ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. 3. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^2 → R^2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f : ( x y ) −→ ( x^2 + y^2 sin xy )

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 26 ÍÁÒÔÁ 1997 ÇÏÄÁ

ðÕÓÔØ L | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÏÒÍÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x → ||x||

ÎÁ L, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

Á) ||x|| ¿ 0; ||x|| = 0 ⇔ x = 0; Â) ||x + y|| 6 ||x|| + ||y||; Œ) ||–x|| = |–| ||x|| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ –.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÏÒÍÙ Œ R^n: Á) ||x|| = √ x^2_1 + : : : + x^2_n; Â) ||x|| = max |x_i|; Œ) ||x|| = ∑ |x_i|: 2. ðÕÓÔØ S | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ R^n ÞÅÒÅÚ ~x ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ S Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÓÏÅÄÉ- ÎÑÀÝÉÍ x Ó 0. ôÏÇÄÁ x = —(x)~x. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ —(x) ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ Œ R^n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ Œ R^n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, Ô.Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ c_1 É c_2, ÞÔÏ c_1 6^{||x||1}_{||x||2} 6 c_2.

ðÕÓÔØ F : R^n → R^k | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ F (a + h) =

F (a) + Q(h) + o(||h||), ÇÄÅ Q(h) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Q(h) ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Œ ÔÏÞËÅ a:

J_F (a) = ∂f1 ∂x1 · · · ∂f1 ∂xn · · · · · · · · · ∂fn ∂x1 · · · ∂fn ∂xn :

5. ðÕÓÔØ F : R^{n2} → R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (A) = det A. œÙÞÉÓÌÉÔØ

Á) J_F (E); Â) J_F (A).

6. ðÕÓÔØ F : R^{n2} → R^{n2} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (A) = A^{−1}. œÙÞÉÓÌÉÔØ

Á) J_F (E); Â) J_F (A).

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ F : R^n → R^k É G : R^k → R^l | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÁÈ a É F (a)

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ É ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ H = F ∘ G ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a É J_H(a) = J_G(F (a))J_F (a).

7. œÙÞÉÓÌÉÔØ (^{∂2}_{∂x2} +^{∂2}_{∂y2} )f, ÅÓÌÉ Á) f = f(r); Â) f = f(^x_{x2+y2} ;^y_{x2+y2} ).

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 2 ÁÐÒÅÌÑ 1997 ÇÏÄÁ

1. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÒÉŒÕÀ { x = t^3 − 8t y = t^3 − t . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ t^{→ ∞} ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = y(x). îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÂÏÓÎÏŒÁÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ.

2. ôÏ ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ { x = t^4 − 2t^2 y = 3t^5 − 5t^3 .

3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂÒÁÚÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: Á) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ;

Â) x^2 = y^2; Œ) x^2 = y^2; Ç) ÇÒÁÎÉÃÁ ËŒÁÄÒÁÔÁ; Ä) ËŒÁÄÒÁÔ; Å) ËÒÕÇ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ.

4. ëÁËÉÅ ÐÌÏÈÉÅ ÔÏÞËÉ ÂÙŒÁÀÔ Õ ËÒÉŒÏÊ { x = p(t) y = q(t) , ÇÄÅ p(t); q(t) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ?

5. ðÕÓÔØ ‚(t) | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ‚(t_0) = (x_0; y_0), Á _‚(t_0) = (a; b) | ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë ‚(t) Œ ÔÏÞËÅ t_0. ðÕÓÔØ F (x; y) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ^d_{dt} F (‚(t)) | | | | t=t0 = d_{(a,b)}F (x_0; y_0). (ðÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x; y) Œ ÔÏÞËÅ (x_0; y_0) Œ ÎÁÐÒÁ-

ŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ (a; b) ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ d_{(a,b)}F (x_0; y_0) = a^{∂F}_{∂x} (x_0; y_0) + b^{∂F}_{∂y} (x_0; y_0)).

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 9 ÁÐÒÅÌÑ 1997 ÇÏÄÁ

ëÏÎÔÒÏÌØÎÏÅ ÄÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ u = f(x; y) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ x @u @x + y @u @y = nu, ÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏÒÑÄËÁ n (Ô.Å. f(tx; ty) = t^nf(x; y)).

2. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. œÙÞÉÓÌÉÔØ:

Á) y @z @x^− x @z @y , ÅÓÌÉ z = ’(x^2 + y^2); Â) @^2u @t^{2 −} a^2

@^2u @x^2

, ÅÓÌÉ u = ’(x − at) + (x + at).

3. ðÕÓÔØ x^2 + y^2 + z^2 − 3xyz = 0 (1) É f(x; y; z) = xy^2z^3. œÙÞÉÓÌÉÔØ:

Á) f^′_x(1; 1; 1), ÅÓÌÉ x; y; z | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ; Â) f^′_x(1; 1; 1), ÅÓÌÉ z = z(x; y) ÚÁÄÁÎÁ ÎÅÑŒÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (1) ; Œ) f^′_x(1; 1; 1), ÅÓÌÉ y = y(x; z) ÚÁÄÁÎÁ ÎÅÑŒÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (1) .

4. ðÕÓÔØ x = x(y; z); y = y(x; z); z = z(x; y) | ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x; y; z) = 0.

œÙÞÉÓÌÉÔØ: @x @y^· @y @z^· @z @x . 5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ:

Á) w = x @f @y^− y @f @x ; Â) w = x @f @x + y @f @y ; Œ) w =

@^2f @y^2 + @^2f @x^2 . 6. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ:

Á) x @f @y^− y @f @x = 0;

Â) x @f @x + y @f @y = 0.

7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ:

Á) îÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÔÏÒÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Œ ŒÉÄÅ F (x; y; z) = 0.

Â) œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÏÒÁ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÓÁÀ- ÝÕÀÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÔÏÒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ É ÐÒÑÍÕÀ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÐÏÐÅÒÅÞÎÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ.

8. ðÕÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x = ’(u; v); y = (u; v); z = ffl(u; v) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ z ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x É y.

îÁÊÔÉ @z @x É @z @y .

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 16 ÁÐÒÅÌÑ 1997 ÇÏÄÁ

ëÏÎÔÒÏÌØÎÏÅ ÄÏÍÁÛÎÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ (II ŒÁÒÉÁÎÔ)

1. œÙÞÉÓÌÉÔØ ´u =^{∂2u}_{∂x2} +^{∂2u}_{∂y2} +^{∂2u}_{∂z2} , ÅÓÌÉ u =^e �r_r , ÇÄÅ r = √ x^2 + y^2 + z^2.

2. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ z = ln(x^2 + y^2) Œ ÔÏÞËÅ M(x_0; y_0) Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ- ÎÏÍ Ë ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ u = u(x; y) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

@^2u @x^{2 −}

@^2u @y^2 = 0 É ÕÓÌÏŒÉÑÍ u(x; 2x) = x; u^′_x(x; 2x) = x^2. îÁÊÔÉ u^{′′}_{xx}(x; 2x); u^{′′}_{xy}(x; 2x); u^{′′}_{yy}(x; 2x).

4. îÁÊÔÉ^{∂z}_{∂x} É^{∂z}_{∂y} , ÅÓÌÉ F (x − y; y − z; z − x) = 0. 5. œ ËÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

x = u + v y = u^2 + v^2 x = u^3 + v^3 ;

ÇÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ u É v ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ z ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x É y ? îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{∂z}_{∂x} É^{∂z}_{∂y} .

6. æÕÎËÃÉÑ u = u(x; y) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

u = f(x; y; z; t) g(y; z; t) = 0 h(z; t) = 0 :

îÁÊÔÉ^{∂u}_{∂x} É^{∂u}_{∂y} .

7. œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ^{∂2z}_{∂x2} +^{∂2z}_{∂y2} = 0 ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = ’(u; v); y = (u; v), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ^{∂φ}_{∂u} =^{∂ψ}_{∂v} ;^{∂φ}_{∂v} = −^{∂ψ}_{∂u} .

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 1-Ê ËÕÒÓ 23 ÁÐÒÅÌÑ 1997 ÇÏÄÁ ðÕÓÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ÚÁÄÁÎÁ ÎÅÑŒÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_1(x_1; : : :; x_n) = 0 · · · f_k(x_1; : : :; x_n) = 0 É g : R^n → R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. íÙ ÉÝÅÍ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ M.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ g ÎÁ M ÓÏÏÔ-

ŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÆÕÎËÃÉÉ F (x_1; : : :; x_n; –_1; : : :; –_k) = g + –_1f_1 + : : : + –_kf_k ;

ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ @F @x_j = 0 f_i(= @F @–_j

) = 0 .

1. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ x_1x_2 · · · x_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ∑ x_i = a; x_i ¿ 0.

2. îÁÊÄÉÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ x_1y_1 + : : : + x_ny_n ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ∑ x^2_i = ∑ y^2_i = 1.

3. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( ∑ |x_i + y_i|^p)^{1/p} 6 ( ∑ |x_i|^p)^{1/p} + ( ∑ |y_i|^p)^{1/p}.

4. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ ∑ ¸_ix_i ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ∑ |x_i|^p = 1 (p > 1). ëÁËÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ?

5. óËÏÌØËÏ ÎÏÒÍÁÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? 6. îÁÊÄÉÔÅ ÎÏÒÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : R^n → R^n, ÔÏ ÅÓÔØ max_{||x||=1} ||Ax|| ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ||x|| = ∑ x^2_i .

7. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ x^2 + 2y^2 + 3z^2 ÎÁ ÓÆÅÒÅ x^2 + y^2 + z^2 = 1. 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÏÒÅ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒÅÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ Á) ÎÁ ÓÆÅÒÅ Â) ÎÁ ÔÏÒÅ Ó ÒÏŒÎÏ ÔÒÅÍÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ?