ŊĚĞĂĆĹŚĹŇŻĽ ŇŐŚŁŐĆŚŁĹĽ ŞŊĹĆĚŘŚĹŠĚŠ ĆŻŚŸĹĽ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁĹĽ ŁŐŃŃĚĎĘ

Łőňŕńěłśŋżľ Ăŋăńĺğ. Ńěłšőř { Śěřčěěć Ă.Č.

Śěňĺŋăpż { Łşńăłőć Ă.Č., Ďőňpĺŋ Ă.

2-őľ łşřś, 2-őľ (4-żľ) śěňěśšř, 1996/97 şůěąŋżľ čőď.

ŔŘŐČŘĂŇŇĂ ŁŞŘŚĂ

ŠĚŐŘĹ§ ŤŞŊŁŰĹĽ ŁŐŇŔŃĚŁŚŊŐČŐ ŔĚŘĚŇĚŊŊŐČŐ II śěňěśšř

1. Ńőčăřĺťňĺůěśłĺľ ćżůěš. Ůĺśńő ŋşńěľ ĺ ŕőń¿śőć ťşŋłűĺĺ, ňěřőňőřťŋőľ ć őąńăśšĺ. 2. Ŕřĺŋűĺŕ ăřčşňěŋšă.

3. Šěőřěňă Řşÿě. Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăńčěąřż. 4. Ŕřĺŋűĺŕ śőţřăŋěŋĺ£ őąńăśšĺ.

5. Ńőłăńĳŋőě őąřăźěŋĺě čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ. Ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ńőłăńĳŋőľ őďŋőńĺśšŋőśšĺ.

6. Ŕřĺŋűĺŕ ňăłśĺňşňă ňőďşń£. 7. Ńěňňă Ÿćăřűă.

8. Ńőłăńĳŋő řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋŋżě śěňěľśšćă čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ. 9. Šěőřěňă Ňőŋšěń£.

10. Šěőřěňă Čşřćĺűă. Ŕřěďěń ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őďŋőńĺśšŋżţ čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ. 11. Ăćšőňőřťĺğňż őśŋőćŋżţ őąńăśšěľ (řăśÿĺřěŋŋă£ ŕńőśłőśšĳ, łőňŕńěłśŋă£ ŕńőśłőśšĳ, ěďĺŋĺůŋżľ łřşč). Ąĺčőńőňőřťŋżě őšőąřăęěŋĺ£ őąńăśšĺ ŋă łřşč.

12. Ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă łőňŕăłšŋżţ śěňěľśšćăţ ťşŋłűĺľ. 13. Šěőřěňă Řĺňăŋă.

14. Ŕřĺŋűĺŕ śőőšćěšśšćĺ£ čřăŋĺű. Šěőřěňă Łăřăšěőďőřĺ (ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă). 15. Ŕřĺŋűĺŕ śĺňňěšřĺĺ.

16. Łőŋťőřňŋőě őšőąřăęěŋĺě ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺł. 17. İńńĺŕšĺůěśłĺľ śĺŋşś.

18. Őąźĺě śćőľśšćă ¡ńńĺŕšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ (ŕěřĺőďż, šěőřěňă Ńĺşćĺńń£, ćżůěšż ĺ ğŋăůěŋĺ£ ¡ńńĺŕšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć ŕăřăńńěńőčřăňňě ŕěřĺőďőć).

19. Ňőďşń£řŋă£ ťşŋłűĺ£. 20. Šěőřěňă Ŕĺłăřă.

Ğăďăůĺ śěňĺŋăřőć. Ďőňřĺŋ Ă., Łşńăłőć Ă.Č.

Śěňĺŋăř 1. 14.02.1997

Ğăďăůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋě śşźěśšćşěš čőńőňőřťŋőľ ťşŋłűĺĺ f(z) ć őąńăśšĺ D šăłőľ, ůšő f(z)^2 = z ďń£ ćśěţ z ∈ D, ěśńĺ (1) D = {|z| < 1}; (2) D = {0 < |z| < 1}. Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ D őďŋőść£ğŋă, f ∈ O(D) ĺ f ≠ 0 ćś¿ďş ć D, šő śşźěśšćşěš g ∈ O(D) šăłă£, ůšő g(z)^2 = f(z).

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ f { čőńőňőřťŋă£ ćŋşšřĺ C \ (∞, 0] ĺ f(x) = x^x ŕřĺ x > 0. Ćżůĺśńĺšĳ f(i). Ğăďăůă 4.

(1) Ć őąńăśšĺ U_0 = {|z − 1| <^1_2 } ğăďăŋ ¡ńěňěŋš f_0(z) = √ |z|e^{i arg z2} , čďě −π < arg z < π. Ŋăľšĺ ğŋăůěŋĺě ěčő ŕřőďőńęěŋĺ£ ŕő ŕşšĺ γ(t) = e^{2πit}, t ∈ [ 0,^5_4 ] ć šőůłě z = i.

(2) Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šőš ęě ¡ńěňěŋš ŋě ňőęěš ążšĳ ŕřőďőńęěŋ ŕő ŕşšĺ [−1, 1], ŕřőţőďĺňőňş śŕřăćă ŋăńěćő ůěřěğ šőůłş 0.

Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ f(z) { űěńă£ ťşŋłűĺ£, ŋě ĺňě¿źă£ ŋşńěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš űěńă£ ťşŋłűĺ£ g(z) šăłă£, ůšő f(z) = e^{g(z)}. (İłćĺćăńěŋšŋă£ ťőřňşńĺřőćłă: Ďőłăęĺšě, ůšő Lnf(z) řăśŕăďăěšś£ ŋă čőńőňőřťŋżě ćěšćĺ.)

Ğăďăůă 6. ("Ňŋőčőńĺśšŋă£ šěőřěňă Ńĺşćĺńń£") Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš (U_0, f_0) ďőŕşśłăěš ŕřőďőńęěŋĺě ŕő ń¿ąőňş ŕşšĺ ć C \ {0} ĺ ďń£ ćśěţ ¡šĺţ ŕřőďőńęěŋĺľ (U, f) ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő |f(z)| < 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő f_0 = const.

Ğăďăůă 7. Ćżůĺśńĺšě res_{z=−k}`(z).

Typeset by AMS-TEX

1

Ğăďăůĺ, ŋě ćőÿěďÿĺě ć śěňĺŋăř.

Ğăďăůă 8. Ŕşśšĳ f(z) n-ğŋăůŋă£ ăŋăńĺšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ĺ n ≠ ∞. Šőčďă ůĺśńő ěě řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŕőůšĺ ć łăęďőľ šőůłě (ĺśłń¿ůă£ śůěšŋőě ňŋőęěśšćő) řăćŋő n.

Ğăďăůă 9. Ůĺśńő łăŋőŋĺůěśłĺţ ¡ńěňěŋšőć ń¿ąőľ ŕőńŋőľ ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ, ĺňě¿źĺţ őďĺŋ ĺ šőš ęě űěŋšř, ŋě ąőńěě, ůěň śůěšŋő.

Ğăďăůă 10. Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš (U, f) ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ŕşšĺ γ(t), ¡ńěňěŋš (V, g) , V ⊂ f(U ) ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ŕşšĺ f(γ(t)). Šőčďă łőňŕőğĺűĺ£ ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ŕşšĺ γ(t).

Ğăďăůă 11. Ćżůĺśńĺšĳ řăďĺşśż śţőďĺňőśšĺ ř£ďőć Ńőřăŋă ťşŋłűĺĺ^1_{1+}^√_z ć šőůłăţ z_0 = 0 ĺ z_1 = 1.

Ğăďăůă 12. Śťőřňşńĺřşľšě ¡šĺ ğăďăůĺ ŋă £ğżłě ŋăłřżšĺľ?

Śěňĺŋăř 2. 21.02.1997

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ a ∈ C \ 0. Őŕĺśăšĳ ăŋăńĺšĺůěśłş¿ ťşłűĺ¿ f(z) = a^z (a^z = e^{zLn a}). Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš (U_0, f_0) ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ń¿ąőňş ŕşšĺ ć {0 < |z − z_0| < ϵ} ⊃ U_0. Šőčďă z_0 ŋăğżćăěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ őśőąőľ šőůłőľ ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ f, őŕřěďěńěŋŋőľ ¡šĺň ¡ńěňěŋšőň.

Ĺğőńĺřőćăŋŋżě őśőążě šőůłĺ.

Őďŋőğŋăůŋőčő ţăřăłšěřă Šőůłă ćěšćńěŋĺ£

Şśšřăŋĺňă£ Ŕőń¿ś Śşź. őśőąěŋŋőśšĳ

Šőůłă ćěšćńěŋĺ£ łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă

Ńőčăřĺťňĺůěśłă£ šőůłă ćěšćńěŋĺ£

Ğăďăůă 2. Őŕĺśăšĳ őśőążě šőůłĺ śńěďş¿źĺţ ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ: (1) arctg z, (2) √_1 1+ √ z , (3)^3 √ ln z, (4) √ z(1 − z). Ğăďăůă 3. Łăłă£ őśőąěŋŋőśšĳ ş ťşŋłűĺĺ f(z) =^1_{zπ} ć ŋşńě.

Ğăďăůă 4. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ, ĺňě¿źěľ ŋăď šőůłőľ 0 śşźěśšćěŋŋŋş¿ őśőąěŋŋőśšĳ ĺ šőůłş ćěšćńěŋĺ£ ćšőřőčő ŕőř£ďłă.

Ğăďăůă 5. Ŋăŕĺÿĺšě řăğńőęěŋĺě ć ř£ď Ńőřăŋă (ŕěřćżě ŋěśłőńĳłő ůńěŋőć, ŋăŕřĺňěř, ďćă)

ťşŋłűĺĺ f(z) = √_{z(1−z)} 1+z2 ś űěŋšřőň ć šőůłě z0 = ∞.

Ğăďăůă 6. Łăłőě řăğńőęěŋĺě ĺňěěš ťşŋłűĺ£^1√_z ś űěŋšřőň ć šőůłě z_0 = 0?

Ğăďăůă 7. Ćżůĺśńĺšĳ

∫_1 0 √_{x(1−x)} 1+x2 dx, ĺŋšěčřĺřş£ ťşŋłűĺ¿ f(z) = √_{z(1−z)} 1+z2 ŕő śőőšćěšśšćş¿-

źěňş łőŋšşřş.

Śěňĺŋăř 3. 28.02.1997

Ğăďăůă 1. Őŕĺśăšĳ ăŋăńĺšĺůěśłş¿ ťşłűĺ¿ f(z) = z^a.

Ğăďăůă 2. Ŕşśšĳ n = 0, 1, 2, . . .. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡ńěňěŋš (U_0, f_n), čďě U_0 = {|z| < 1}, f_n = ∑_∞ k=1 z^n k^n ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ń¿ąőňş ŕşšĺ ć C \ {1}. Őŕĺśăšĳ ţăřăłšěř ćěšćńěŋĺ£ ć šőůłě z = 1.

Ğăďăůă 3. Őŕĺśăšĳ řĺňăŋőćż ŕőćěřţŋőśšĺ śńěďş¿źĺţ ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ (ĺğőąřăğĺšĳ

"śţěňż"): √ z, √ z(1 − z).^3 √ z,^3 √ z^2 − 1,^4 √ z^2 + 1,^4 √ z^2,^4 √ (z − 1)^2 (z + 1)^3,^4 √_{z−1} z+1 ,

√_1 1+ √ z , 3√√ z − 2,^3 √ z + √ z,^3 √ z · √ z,^4 √ z^2 + √ z,^6 √ z + √ z,^6 √ z · √ z,^6 √ √ z − 1 +^3

√_{z+1} z ,^4 √√ z + 1 +^3 √ z^2 − 1, arctg z,^3 √ ln z, Ŕőďřőąŋő řăğąĺřăńăśĳ ğăďăůă 1 ĺğ śěňĺŋăřă 2.

Śěňĺŋăř 4. 07.03.1997

Ğăďăůă 1. Őŕĺśăšĳ ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ĺ ĺğőąřăğĺšĳ "śţěňż" ĺţ řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśšěľ: (1) arctg z, (2) arcsin z.

Ŕőďřőąŋő řăğąĺřăńĺśĳ řěÿěŋĺ£ ¡šĺţ ğăďăů. Ğăďăůĺ, ŋě ćőÿěďÿĺě ć śěňĺŋăř.

Řăśśňăšřĺćăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě _z = a(t)z (t, z ∈ C ) . Ć śĺńş šěőřěňż śşźěśšćőćăŋĺ£ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ řěÿěŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£, čďě a(t) - ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£, ďń£ łăęďőčő z(t_0) ĺ t_0, ďń£ łőšőřżţ őŕřěďěńěŋă ŕřăćă£ ůăśšĳ, řěÿěŋĺě ńőłăńĳŋő śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő. Ďń£ ăŋăńĺšĺůěśłĺţ a(t) řěÿěŋĺě ńőłăńĳŋő £ćń£ěšś£ ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ.

Ğăďăůă 2. Řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě _z = tz ĺ őąőľďěň őśőąş¿ šőůłş t = 0 ŕő łőŋšőřş t → e^{iϕ}t, čďě ϕ ĺğňěŋ£ěšś£ őš 0 ďő 2π. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ¡šőň őąţőďě řěÿěŋĺě ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ĺ ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ćśě C .

Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ a(t) ŋě őŕřěďěńěŋă ć šőůłě t = 0, šő ŕřĺ őąţőďě ŕő łőŋšşřş t → e^{iϕ}t, čďě ϕ ĺğňěŋ£ěšś£ őš 0 ďő 2π, ŕőńşůĺćÿěěś£ řěÿěŋĺě, ćőőąźě čőćőř£, ňőęěš ążšĳ ďřşčĺň. Šăłĺň őąřăğőň ćőğŋĺłăěš řőśšőł ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ, ă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě řěÿěŋĺľ Z = {z(t)} ŕőńşůăěšś£ őšőąřăęěŋĺě A : Z → Z. Őšőąřăęěŋĺě A ŋăğżćăěšś£ ňőŋőďřőňĺěľ. Ŋăľďĺšě śţěňż řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśšěľ ĺ ćĺď őšőąřăęěŋĺ£ A řěÿěŋĺľ śńěďş¿źĺţ şřăćŋěŋĺľ:

Ğăďăůă 3. (1) _z =^1_t z; (2) _z =^1_{2t} z; (3) _z =^{√3}_t z; (4) _z =^i_t z;

(5) _z =^1_{tn} z, n ≥ 2; (6) _z =^{2t+1}_{3t2} z.

Ğăďăůă 4. Ćő ćśěţ ćżÿěŕěřěůĺśńěŋŋżţ śńşůă£ţ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ čőňőňőřťĺğň ĺğ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż ŕńőśłőśšĺ ś ŕřőłőńőšőľ šőůłőľ (š. ě. Z) ć čřşŕŕş ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě řěÿěŋĺľ ŋăÿěčő şřăćŋěŋĺ£ (š. ě. čřşŕŕş łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŕő şňŋőęě-

ŋĺ¿ C^∗ ). Čřşŕŕă, £ćń£¿źă£ś£ őąřăğőň ¡šőčő őšőąřăęěĺ£ ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ňőŋőďřőňĺĺ.

Ŋăřĺśşľšě ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ ďń£ ŕřĺćěďěŋŋżţ őšőąřăęěŋĺľ őąřăğ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż.

Ğăňěůăŋĺě. Ĺğ ŕřĺćěďěŋŋżţ ŕřĺňěřőć ćĺďŋő, ůšő ďń£ şřăćŋěŋĺ£

_z = l∑ i=−k a_i t^i z, k, l ≥ 0

ćĺď ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě řěÿěŋĺľ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň a_{−1}, š.ě. ćżůěšőň. Ďőłăęĺšě ¡šő.

Ğăďăůă 5. Ůšő ĺğňěŋĺšś£ ć śńşůăě, łőčďă ťşŋłűĺ£ a(t) ŋě őŕřěďěńěŋă ć ďćşţ šőůłăţ? Ĺğőąřăğĺšě śţěňş řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ĺ őŕřěďěńĺšě ćĺď őšőąřăęěŋĺ£ A ďń£ śńěďş¿źĺţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ:

(1) _z =^1_{t2+1} z; (2) _z =^{2t+1}_{t2+t} z; (3) _z =^1_{t2−2} z; (4) _z =^1_{2t2−1} z; (5) _z =^t_{t2+1} z;

(6) _z =^{56 t− 12}_{t2−1} z;

(7) _z = (^i_t +^{√2−i}_{t+1} )z.

Ğăďăůă 6. Řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě

_z = ( λ t − t_1 + μ t − t_2 ) z. Čőňőňőřťĺğň A ŕőńŋőśšĳ¿ ğăďăěšś£ śćőĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŋă őąřăğş¿źĺţ. Ďń£ ŕńőśłőśšĺ ś ďćşň£ ŕřőłőńőšżňĺ šőůłăňĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă { ¡šő śćőąőďŋă£ čřşŕŕă ś ďćşň£ őąřăğş¿źĺňĺ, ğŋăůěŋĺ£ ŋă łőšőřżţ ĺ őŕřěďěń£¿š őšőąřăęěŋĺě A. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śńşůăě, łőčďă ůĺśńă λ, μ ĺ 1 ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż ŋăď Q, ă ůĺśńă λ ĺ μ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż ŋăď R, čřşŕŕă ňőŋőďřőňĺĺ ąşďěš ćś¿ďş ŕńőšŋő ğăŕőńŋ£šĳ ćś¿ łőňŕńěłśŋş¿ ŕńőśłőśšĳ, š.ě. ćěšćńěŋĺ£ ąşďşš ąěśłőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă.

Śěňĺŋăř 5. 14.03.1997

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ f ∈ O (0 < |z| < ϵ) ĺ^{f ′}_f ĺňěěš ć ŋşńě ŕőń¿ś ŕěřćőčő ŕőř£ďłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő f ĺňěěš ć šőůłě 0 ńĺąő ŋşńĳ, ńĺąő ŕőń¿ś.

Ğăďăůă 2. Ŋăľšĺ ůĺśńő ŋşńěľ (1) z^4 − 3z + 1 ć {|z| < 1}, (2) z^{10} + az^9 + 1 ć ℜz > 0, a ∈ R\ {0}, (3) ze^{2−z} − 1 ć {|z| < 1}, (4) z − 3/2 + e^{−z} ć ℜz > 0, (5) z^3 + az^2 + bz + 1 ć ℜz > 0, a, b ∈ R.

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ P (z) = z^n + a_1z^{n−1} + · · ·+ a_n. Ďőłăğăšĳ, ůšő max_{|z|=1} |P (z)| ≥ 1 ĺ řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ⇐⇒ P (z) = z^n.

Ğăďăůă 4. Ŕşśšĳ f ∈ O ( — D ) , D { őčřăŋĺůěŋŋă£ őďŋőść£ğŋă£ őąńăśšĳ ĺ ℜf = 0 ŋă ∂D.

Ďőłăğăšĳ, ůšő f = const.

Ğăďăůă 5. Ŋăľšĺ ůĺśńő ŋşńěľ z^7+az^4+az^3+1 ć łăęďőň ĺğ 4-ěţ łćăďřăŋšőć, ěśńĺ a ∈ R, a < 0. Ğăďăůă 6.^∗ Ŋăľšĺ ůĺśńő ŋşńěľ z^7 +az^4 +bz^3 +1 ć łăęďőň ĺğ 4-ěţ łćăďřăŋšőć. Ğďěśĳ a, b ∈ R. Ğăďăůă 7. Ŋăľšĺ ůĺśńő ŋşńěľ z^4 + z^3 − 4z + 1 ć łőńĳűě 1 < |z| < 2.

Śěňĺŋăř 6. 21.03.1997

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ f ∈ O(D), D ⊂ C { őčřăŋĺůěŋŋă£ őďŋőść£ğŋă£ őąńăśšĳ ĺ w_0 ∉ f (∂D). Ďőłăğăšĳ, ůšő

{ Ůĺśńő řěÿěŋĺľ z ∈ D

şřăćŋěŋĺ£ f(z) = w_0. } = { Ůĺśńş őąţőďőć f(z) ćőłřşč w_0 łőčďă z őąţőďĺš ∂D őďĺŋ řăğ ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. }

Ğăďăůă 2. Ŕşśšĳ f ∈ O( —D), D ⊂ C { őčřăŋĺůěŋŋă£ őďŋőść£ğŋă£ őąńăśšĳ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ f(z) = w_0 ć D őďŋő ĺ šő ęě ďń£ ćśěţ w_0 ĺğ őďŋőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšż C \ f(∂D). Ğăďăůă 3. (Őąřăšŋżľ ŕřĺŋűĺŕ śőőšćěšśšćĺ£ čřăŋĺű.) Ŕşśšĳ D_1, D_2 { őčřăŋĺůěŋŋżě őďŋőść£ğŋżě őąńăśšĺ ĺ f ∈ O( —D_1) őšőąřăęăěš ∂D_1 ąĺěłšĺćŋő ŋă ∂D_2. Ďőłăğăšĳ, ůšő f ąĺěłšĺćŋő őšőąřăęăěš D_1 ŋă D_2.

Ğăďăůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő f(z) = z − ln z őďŋőńĺśšŋă ć H = {ℑz > 0} ĺ ŋăľšĺ f(H). (Ğďěśĳ ln z = ln |z| + i arg z, 0 < arg z < 2π.)

Ğăďăůă 5. Šă ęě ğăďăůă ďń£ w =^3 √ z^3 − z. (Ğďěśĳ ćżąřăŋă ćěšćĳ ć {ℑz > 0}, ďń£ łőšőřőľ 3√ 10^3 − 10 > 0.)

Ğăďăůă 6. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć şśńőćĺ£ţ ğăďăůĺ 3, ěśńĺ z ŕřőąěčăěš ∂D_1 őďĺŋ řăğ ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, šő f(z) ŕřőąěčăěš ∂D_2 őďĺŋ řăğ ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Śěňĺŋăř 7. 28.03.1997

Řăğąĺřăńăśĳ ğăďăůă 3 ĺğ śěňĺŋăřă 5. Ğăďăůă 1. Ćěřěŋ ńĺ ŕřĺŋűĺŕ max ďń£ ℜf?

Ğăďăůă 2. Řěÿĺšĳ ğăďăůş 3 ĺğ śěňĺŋăřă 5 ś ŕőňőźĳ¿ ŕřĺŋűĺŕă max. Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ f ∈ O (|z| < 1) ĺ f(z) = ∑_∞ n=0 c_nz^n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ćśěţ r ∈ (0, 1) 1 2π ∫_{2π} 0 |f(re^{iθ})|^2dθ = ∞∑ n=0 |c_n|^2r^{2n}.

Őŕĺřă£śĳ ŋă ¡šőš ťăłš, ŕőńşůĺšĳ ěźě őďŋő ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő |f| ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă ŋă čřăŋĺűě.

Ğăďăůă 4. Ŕşśšĳ f_1, f_2, . . . , f_n ∈ O (D) ĺ g(z) = |f_1|+|f_2|+· · ·+|f_n| ĺňěěš ńőłăńĳŋżľ ňăłśĺňşň ć z_0 ∈ D. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě f_1, f_2, . . . , f_n łőŋśšăŋšż.

Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ f : —U → —U { čőńőňőřťŋă ŋă U = {|z| < 1}, f (∂U ) ⊂ ∂U ĺ f ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ć U . Ďőłăğăšĳ, ůšő f constant’a.

Ğăďăůă 6. Ć şśńőćĺ£ţ ğăďăůĺ 5, ěśńĺ f ĺňěěš ŋşńĺ a_1, a_2, . . . , a_n ć U ĺ ŋěš ďřşčĺţ ŋşńěľ, šő f(z) = c ∏_n i=1 z−a_i 1−ā_iz ĺ |c| = 1. Ğăďăůă 7. Őŕĺśăšĳ ćśě f ∈ O (C ) šăłĺě, ůšő |f(z)| = 1 ŕřĺ |z| = 1. Ğăďăůă 8. Ŕşśšĳ ˝ = {ℜz > 0}, f ∈ O (˝) ∩ C ( — ˝ ) ĺ max_{∂Π} |f| ≤ 1.

(1) Ćěřŋő ńĺ, ůšő max_Π |f| ≤ 1?

(2)^∗ Ćěřŋő ńĺ, ůšő max_Π |f| ≤ 1, ěśńĺ |f(z)| ≤ c exp{ √ |z|} ć ˝? Ğăďăůă 9. Ŕşśšĳ f : U → U { čőńőňőřťŋă ŋă U = {|z| < 1} ĺ f(0) = 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő |f^′(0)| ≤ 1.

Ğăďăůă 10. Ŕşśšĳ f : U → U { čőńőňőřťŋă ŋă U = {|z| < 1}. Ďőłăğăšĳ, ůšő^{|f ′ (0)|}_{1−|f(z)|2} ≤^1_{1−|z|2} . Ğăďăůă 11. Śşźěśšćşěš ńĺ čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ f : ˝ → C šăłă£, ůšő |f(z)| ≤ 1 ďń£ ćśěţ z ∈ ˝ ŋő f^′(1) = 100?

Ğăďăůă 12. (Ňőďĺťĺłăűĺ£ šěőřěňż Řşÿě.) Ŕşśšĳ |f| ≥ |g| ŋă ∂U ĺ f + g ≠ 0 ŋă ∂U . Ďőłăğăšĳ, ůšő f ĺ f + g ĺňě¿š őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ŋşńěľ ć U .

Ğăďăůă 13. Ŋăľšĺ ůĺśńő ŋşńěľ P (z) = z^7 + 2z^3 + 1 ć U .

Ğăďăůă 14. Ŕşśšĳ D ⊂ C { őčřăŋĺůěŋŋă£ őąńăśšĳ ś čńăďłőľ čřăŋĺűěľ, f ∈ O ( — D ) ĺ z_0 ∈ ∂D { šőůłă, ć łőšőřőľ ďőśšĺčăěšś£ max¯_D |f|. Ďőłăğăšĳ, ůšő f^′(z_0) ≠ 0.

Śěňĺŋăř 8. 04.04.1997

Ğăďăůă 1. (Šěőřěňă Łăřšăŋă) Ŕşśšĳ D ⊂ C { őčřăŋĺůěŋŋă£ őąńăśšĳ, f ∈ O (D) , f(D) ⊂ D ĺ f(z_0) = z_0, čďě z_0 ∈ D { ŋěłőšőřă£ šőůłă.

(1) Ďőłăğăšĳ, ůšő |f^′(z_0)| ≤ 1. (Şłăğăŋĺě: Řăśśňőšřěšĳ ĺšěřăűĺĺ f, f ∘ f, f ∘ f ∘ f, . . . ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ Ńěňňőľ Ÿćăřűă).

(2) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ f^′(z_0) = 1, šő f(z) ≡ z, (3) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ |f^′(z_0)| = 1, šő f : D → D ąĺčőńőňőřťŋő.

Ğăďăůă 2. Ŕşśšĳ D = {z ∈ C | |ℑz| <^π_2 }. Ŕşśšĳ f : D → D šăłőě łőŋťőřňŋőě őšőąřăęěŋĺě, ůšő f(z_0) = 0 (ğďěśĳ z_0 = x_0 + iy_0 ∈ D { ťĺłśĺřőćăŋŋă£ šőůłă). Ďőłăğăšĳ, ůšő |f^′(z_0)| =^1_{cos y0} .

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ f ∈ O (C ) ĺ ℜf(z) ≤ c|z|^n ďń£ ćśěţ z. Ďőłăğăšĳ, ůšő f(z) { ŕőńĺŋőň śšěŕěŋĺ ≤ n. Ğăďăůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ťşŋłűĺ£ ze^z ś¿řžěłšĺćŋő őšőąřăęăěš C ŋă C . (İšő ćěřŋő ĺ ďń£ P (z)e^z, čďě P (z) { ŕőńĺŋőň).

Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ f : U → C \ {0} { čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£. Ďőłăğăšĳ, ůšő M (r) ≤ |f(0)|^{R−rR+r} M (R)^{2rR+r} ŕřĺ 0 < r < R < 1 ( M (r) = max_{|z|=r} |f(z)| ) . Ğăďăůă 6. Ŕşśšĳ f_n : U → C \ {0} čőńőňőřťŋż ĺ ř£ď ∑_∞ n=1 |f_n(0)| śţőďĺšś£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ř£ď ∑_∞ n=1 |f_n(z)|^2 śţőďĺšś£ ŕřĺ |z| ≤^1_3 . Ňőęŋő ńĺ ğăňěŋĺšĳ^1_3 ŋă ąőńĳÿş¿ łőŋśšăŋšş?

Ğăďăůă 7. Ŕşśšĳ f(z) = exp{i ln^{1−z}_{1+z} } ďń£ |z| ≤ 1, z ≠ ±1 (ćěšćĳ ln ćżąřăŋă šăł: ln 1 = 0). Ŋăľšĺ őąřăğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ďşčĺ őłřşęŋőśšĺ,

Śěňĺŋăř 9. 11.04.1997

Ğăďăůă 1. Őšőąřăğĺšĳ łőŋťőřňŋő ďőŕőńŋěŋĺ£ ł ňŋőęěśšćăň D_i ŋă ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ ĺńĺ ěďĺŋĺůŋżľ łřşč

(1) D_1 = {ℑz = 0, −1 ≤ ℜz ≤ 1}; (2) D_2 = D_1 ∪ e^{i π}2 D_1; (3) D_3 = D_2 ∪ e^{i π}4 D_2;

(4) D_4 = D_2 ∪ D_5, čďě D_5 = {ℜz = 0, 5, −2 ≤ ℑz ≤ 2}.

Ğăďăůă 2. Őšőąřăğĺšĳ ćŋěÿŋőśšĳ ěďĺŋĺůŋőčő łřşčă ś řăğřěğăňĺ ŕő őšřěğłăň 1 ≥ |z| ≥ a, argz = π/n ŋă ěďĺŋĺůŋżľ łřşč.

Ğăďăůă 3.

(1) Ňőęŋő ńĺ łőŋťőřňŋő őšőąřăğĺšĳ łćăďřăš ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺł?

(2) Ňőęŋő ńĺ łőŋťőřňŋő őšőąřăğĺšĳ łćăďřăš ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺł šăł, ůšőąż ćěřÿĺŋż ŕěřěţőďĺńĺ ć ćěřÿĺŋż?

Ğăďăůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďćă łőńĳűă R_1 = {r_1 < |z| < R_1} ĺ R_2 = {r_2 < |z| < R_2} ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż ěśńĺ ĺ šőńĳłő, ěśńĺ^{R1}_{r1} =^{R2}_{r2} ĺ ąĺčőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě ńĺąő w = cz, ńĺąő w =^c_z .

Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ f ∈ O (U ) ∩ C ( — U ) ĺ f(z) = 0 ŋă ŋěłőšőřőň "őšřěğłě" čřăŋĺűż. Ďőłăğăšĳ, ůšő f ≡ 0.

Ğăďăůă 6. Ŕşśšĳ w = f(z) łőŋťőřňŋőě őšőąřăęěŋĺě U = {|z| < 1} ŋă ¡ńńĺŕś ś ŕőńşőś£ňĺ 1 2 ( R +^1_R ) ĺ^i_2 ( R −^1_R ) R > 1, ŕřĺůěň f(0) = 0 ĺ f^′(0) > 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő (1) f ŕřőďőńęăěšś£ ŕő ŕşšĺ, ĺďşźěňş ĺğ šőůłĺ 0 ŕő ňŋĺňőľ ŕőńşőśĺ ďő +∞, "ŕěřěćăńĺćă¿źěňş" ůěřěğ ∞ ĺ ĺďşźěňş ĺğ −∞ ŕő ňŋĺňőľ ŕőńşőśĺ ć šőůłş 0; ĺ ŋăľšĺ ğŋăůěŋĺě ŕřőďőńęěŋĺ£ ć šőůłě z = 0.

(2) f ŕřőďőńęăěšś£ ăŋăńĺšĺůěśłĺ ŋă —C ąěğ ďćşţ šőůěł. Őŕĺśăšĳ őśőąěŋŋőśšĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ.

(3) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă c, šăłă£ ůšő ťşŋłűĺ£ g(z) = sn(c arcsin z) őšőąřăęăěš ďăŋŋżľ ¡ńńĺŕś ŋă łřşč řăďĺşśă r =^1√_{π2} , iK^′ = 2i ln R. (Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğő-

ćăšĳś£ ŕřĺŋűĺŕőň śĺňňěšřĺĺ.)

Ğăďăůă 7. Ŕşśšĳ D = D_1 − D_2, čďě D_i { őďŋőść£ğŋż, —D_2 ⊂ D_1 ĺ ∂D_i { ăŋăńĺšĺůěśłă£. Ďőłăğăšĳ, ůšő D ąĺčőńőňőřťŋă {r < |z| < R} ďń£ ŋěłőšőřżţ r ĺ R.

Śěňĺŋăř 10. 18.04.1997

Ŕşśšĳ f(z) { ňěřőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă C . L { ňŋőęěśšćő ěě ŕěřĺőďőć. Ğăďăůă 1.

(1) L { ŕőďčřşŕŕă C ŕő śńőęěŋĺ¿.

(2) Ěśńĺ L ĺňěěš ŕřěďěńĳŋş¿ šőůłş, šő f łőŋśšăŋšă. (3) Ěśńĺ L ≃ Z⊕ Z, šő L = Zω_1 ⊕ Zω_2,^{ω1}_{ω2} ∉ R.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě L ŋăğżćăěšś£ řěÿěšłőľ. Ťĺłśĺřşěň L. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő K := {f ∈ M (C )|f(z + ω_i) = f(z)} ćśěţ ňěřőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ ś ďăŋŋőľ L.

Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő (1) K { ŕőńě; (2) {constant} ⊂ K; (3) f ∈ K ⇒ f^′ ∈ K; (4) čńăćŋă£ ůăśšĳ f|_a = čńăćŋőľ ůăśšĺ f|_{a+nω1+mω2} .

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ěśšěśšćěŋŋş¿ ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ őąńăśšĳ ˙ ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż L ŋă C ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕăřăńńěńőčřăňňőň ŕěřĺőďőć. z ∈ C | f(z) = a ŋăğżćăěšś£ a-šőůłőľ. Ůĺśńő ŕőń¿śőć f ć ˙ ś şůěšőň łřăšŋőśšĺ ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ f (őąőğŋăůěŋĺě: deg(f)).

Ğăňěůăŋĺě. Ďń£ łőŋłřěšŋőľ f ∈ K ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕăřăńńěńőčřăňň ŕěřĺőďőć šăł, ůšőąż ŕőń¿śă ĺ a-šőůłĺ ŋě ńěęăńĺ ŋă ∂˙.

Ğăďăůă 3. f ∈ K, šőčďă (1) deg(f) = 0 ⇒ f = const; (2) f ≠ const ⇒ deg(f) > 1; (3) z_1, . . . , z_k { ŕőń¿śă f, deg(f) = k, ⇒ ∑ Res|_{zi} f = 0; (4) Ůĺśńő ŋşńěľ f ć ˙ = deg(f); (5) Ůĺśńő a-šőůěł f ć ˙ = deg(f);

(6) a_1, . . ., a_n { ŕőń¿śă ĺ ŋşńĺ f ć ˙, ă m_i { ĺţ łřăšŋőśšĺ. Šőčďă ∑ a_im_i = 0 ( mod L).

Ğăďăůă 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ř£ď ℘(z) =^1_{z2} + ∑_′ ω∈L [^1_{(z−ω)2} −^1_{ω2} ] śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ŋă łőňŕăłšăţ,

ŋě śőďěřęăźĺţ šőůěł řěÿěšłĺ L, ĺ őŕřěďěń£ěš ňěřőňőřťŋş¿ ůěšŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ś ŕőń¿śăňĺ 2-čő ŕőř£ďłă ć šőůłăţ řěÿěšłĺ.

Ğăďăůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ℘^′(z) = −2 ∑ ω∈L 1 (z−ω)3 ∈ K (š.ě. ŕěřĺőďĺůŋă ś ŕěřĺőďőň řěÿěšłĺ L)

ĺ ŋěůěšŋă. Ćżćěśšĺ őšś¿ďă ĺ ĺğ ůěšŋőśšĺ ℘(z) ŕěřĺőďĺůŋőśšĳ ℘(z), š.ě. ďőłăğăšĳ, ůšő ℘ ∈ K.

Őŕřěďěńěŋĺě 4. ℘(z) ŋăğżćăěšś£ Ŕě-ťşŋłűĺěľ Ćěľěřÿšřăśśă.

Ğăďăůă 6. Ďőłăęĺšě, ůšő ćąńĺğĺ z_0 = 0 ℘(z) = 1 z^2 + ∞∑ n=1 (2n + 1)S_{2n+2}z^{2n}

čďě S_m = ∑_′ ω≠0 ω∈L 1 ω^m .

Ğăďăůă 7. Ŕőńşůĺšĳ šăłőě ęě řăğńőęěŋĺě ďń£ ℘^′(z). Ćżŕĺśăšĳ ŋěśłőńĳłő (> 3) ŕěřćżţ ůńěŋőć řăğńőęěŋĺ£.

Ğăďăůă 8. Ďőłăğăšĳ, ůšő ∃ g_2, g_3 ∈ C šăłĺě, ůšő ć ćżřăęěŋĺĺ (℘^′)^2(z) − 4℘^3(z) + g_2℘(z) + g_3 őšśşšśšćş¿š őšřĺűăšěńĳŋżě śšěŕěŋĺ ĺ śćőąőďŋżľ ůńěŋ ć řăğńőęěŋĺĺ ć ř£ď Ńőřăŋă ć šőůłě z_0 = 0. Ćżćěśšĺ őšś¿ďă, ůšő šőęďěśšćěŋŋő (℘^′)^2(z) = 4℘^3(z) − g_2℘(z) − g_3.

Ğăďăůă 9. Ďőłăğăšĳ, ůšő ℘(z) őśşźěśšćń£ěš ďćşńĺśšŋőě řăğćěšćńěŋŋőě ŋăłřżšĺě C /L→ ^C . Ğăďăůă 10. Ŕşśšĳ P_3(x) = 4x^3 −g_2x−g_3 ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő řőď łřĺćőľ y^2 = P_3(x) řăćěŋ 1.

Ğăďăůă 11. Ćěřŋő ńĺ, ůšő (℘(z), ℘^′(z)) őšőąřăęăěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő C /L→ ŋă łřĺćş¿, ğăďăŋŋş¿ ć C^2 şřăćŋěŋĺěň y^2 = 4x^3 − g_2x − g_3?

Őŕřěďěńěŋĺě 5. Őąőğŋăůĺň e_1 := ℘ (_{ω1} 2 ) , e_2 := ℘ (_{ω2} 2 ) , e_3 := ℘ (_{ω1+ω2} 2 ) . Ğăďăůă 12.

(1) Ďőłăęĺšě, ůšő ŋşńĺ ℘^′(z) { ¡šő^{ω1}_2 ,^{ω2}_2 ,^{ω1+ω2}_2 , ś šőůŋőśšĳ¿ ďő L. (2) Ćżřăğĺšě g_2, g_3 ůěřěğ e_i.

(3) Łăłőćă łřăšŋőśšĳ łőřŋ£ şřăćŋěŋĺ£ ℘(z) = e_i?

(4) Ďőłăęĺšě, ůšő e_i ≠ e_j (i ≠ j), ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ¡ńńĺŕšĺůěśłă£ łřĺćă£ X = C /L ĺğőňőřťŋă řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ {y^2 = P_3 (x)}, čďě P_3 (x) { ňŋőčőůńěŋ ąěğ łřăšŋżţ łőřŋěľ.

Ğăďăůă 13. Ďőłăğăšĳ, ůšő ∀ f ∈ K f = R(℘, ℘^′)).

Ğăďăůă 14. Ŕşśšĳ f ∈ K, f ≠ const, deg(f) = 2k ĺ f { ůěšŋă£. Ŕşśšĳ a_1, . . . , a_{2k} { ŕőń¿śă f, ă b_1, . . ., b_{2k} { ŋşńĺ. Ĺğ ůěšŋőśšĺ f śńěďşěš, ůšő ¡šĺ šőůłĺ řăğąĺćă¿šś£ ŋă ŕăřż. Ŕşśšĳ šőůłĺ a_1, . . ., a_k; b_1, . . . , b_k { ŕřěďśšăćĺšěńĺ ŕő őďŋőľ ĺğ łăęďőľ ŕăřż. Ďőłăęĺšě, ůšő

f(z) = c k∏ i=1 ℘(z) − ℘(b_i) ℘(z) − ℘(a_i) .

Ğăďăůă 15. Ĺğőňőřťŋż ńĺ K ĺ M (—C )? Ěśńĺ ŋěš, šő łăłőě ŕőďŕőńě ć K ĺğőňőřťŋő M (—C ), łăłőľ ¡ńěňěŋš ďőąăćńěŋ ĺ łăłőćă śšěŕěŋĳ řăśÿĺřěŋĺ£? Ğăďăůĺ, ŋě ćőÿěďÿĺě ć śěňĺŋăř.

Őŕřěďěńěŋĺě 6.

ξ(z) := 1 z + ∑_′ w∈L ( 1 z − w + 1 w + z w^2 ) σ(z) := z ∞∏_′ w∈L ( 1 − z w ) e z w + z^2 2w^2 .

Ğăďăůă 16. Ďőłăğăšĳ, ůšő ş ξ(z) ĺ ş σ(z) ŕřőśšżě ŕőń¿śă ć w ∈ L. Ğăďăůă 17. Ďőłăğăšĳ, ůšő (1) ξ(z) ĺ σ(z) ŋě ŕěřĺőďĺůěśłĺě; (2) σ(z) = −σ(−z). Ğăďăůă 18. Ďőłăğăšĳ, ůšő ℘(z) = −^d_z ξ(z). Ğăďăůă 19. Ďőłăğăšĳ, ůšő (1) ξ(z + w) = ξ(z) + 2ξ(^w_2 ); (2) ξ(z) =^d_z log σ(z).

Ğăďăůă 20. Ŕşśšĳ f ∈ K, f ≠ const, a_1 . . . , a_p { ŕőń¿śă f, ă b_1, . . . , b_p { ŋşńĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő f(z) = c p∏ i=1 σ(z − b_i) σ(z − a_i) .

Ğăďăůă 21. Ďőłăęĺšě, ůšő ℘(u) − ℘(v) = − σ(u + v)σ(u − v) σ^2(u)σ^2(v) . Ğăďăůă 22. Ćżůĺśńĺšĳ g_2 ĺ g_3 ďń£ řěÿěšőł (1) L_1 = {1, i};

(2) L_2 = {1, ω_2 = e^{2πi/3}}.

Ğăďăůă 23. Ŕşśšĳ η(z) { čőńőňőřťŋă£ ć šőůłě z_0 ĺ η^′(z_0) ≠ 0. Šőčďă

η^′(z_0) η(z) − η(z_0) = 1 z − z_0 − η^{′′}(z_0) 2η^′(z_0) − 1 6 {η, z_0}(z − z_0) + o(|z − z_0|), čďě

{η, z_0} = [( η^{′′} η^′ )_′ − 1 2 ( η^{′′} η^′ )_2] | | | |_{z=z0} ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőďŋőľ Ÿćăřűă (Ÿćăřűĺăŋőň). Ďőłăğăšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ Ÿćăřűĺăŋă ŕřĺ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺ£ţ.

Śěňĺŋăř 11. 25.04.1997

Ğăďăůă 1. Ěśńĺ f ∈ O ( — U ) ŋě őąřăźăěšś£ ć 0 ŋă —U , šő

ln |f(0)| = 1 2π ∫_{2π} 0 ln |f(e^{iθ})|dθ. Ğăďăůă 2. Ěśńĺ f ∈ O ( — U ) ĺňěěš ć —U ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋşńěľ a_1, a_2, . . . , a_n, ćśě őŋĺ ńěęăš ć U ĺ f(0) ≠ 0, šő

ln |f(0)| = 1 2π ∫_{2π} 0 ln |f(e^{iθ})|dθ + n∑ j=1 ln |a_j|. Ğăďăůă 3. Ěśńĺ f ∈ O (U ) ĺňěěš ć U ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ŋşńěľ a_1, a_2, . . . , a_n, . . . , ğăŋşňěřőćăŋŋżţ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ňőďşń£ |a_i|, ĺ f(0) ≠ 0, šő ŕřĺ |a_n| < R < |a_{n+1}|

ln |f(0)| = 1 2π ∫_{2π} 0 ln |f(Re^{iθ})|dθ + n∑ j=1 ln |a_j| R .

Ćżćěśšĺ őšś¿ďă, ůšő ěśńĺ f őčřăŋĺůěŋă ć U , šő ř£ď ∑_∞ n=1 ln |a_n| śţőďĺšś£.

Ğăďăůă 4. Ěśńĺ f ∈ O (U ) ĺňěěš ć U ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ŋşńěľ a_1, a_2, . . . , a_n, . . . , ğăŋşňěřőćăŋŋżţ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ňőďşń£ |a_i|, f(0) ≠ 0 ĺ f őčřăŋĺůěŋă, šő ř£ď ∑_∞ n=1(1 − |a_n|) śţőďĺšś£.

Ğăďăůă 5. Ěśńĺ f ∈ O ({ℜz > 0}) ĺňěěš ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő ŋşńěľ b_1, b_2, . . . , b_n, . . . ĺ őčřăŋĺůěŋă, šő ř£ď ∑_∞ n=1 1 |b_n| śţőďĺšś£.

Ğăďăůă 6. Ŕşśšĳ f : C → C čőńőňőřťŋă, |f(z)| ≤ Ce^12^{|z|} ĺ f(n) = 0 ďń£ ćśěţ n ∈ Z. Ďőłăğăšĳ, ůšő f ≡ 0. Ňőęŋő ńĺ őśńăąĺšĳ şśńőćĺě |f(z)| ≤ Ce^12^{|z|} ďő şśńőćĺ£ |f(z)| ≤ Ce^{|z|}?