ìÅËÃÉÑ 10: ðÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÅÒÎÁ, ËÒÉŒÉÚÎÁ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÉÐÁ ðÉËÁÒÁ.

1. ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ) ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g_{αβ} ÎÁ ÐÏËÒÙÔÉÉ {U_α}. íÅÔÒÉËÏÊ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ L ÎÁÚÏŒÅÍ ÎÁÂÏÒ h = (h_α) ÇÌÁÄËÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ h_α = |g_{αβ}|^2h_β.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ m = (m_α) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÏÒÍÕ, ÐÏÌÏÖÉŒ ‖m‖^2 = h_α|m_α|^2 Œ ËÁÖÄÏÍ U_α. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ‖m‖^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ S ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R∪ {+∞}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÏÒÍÏÊ þÅÒÎÁ ÍÅÔÒÉËÉ h = (hα) ÎÁ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 2-ÆÏÒÍÁ

c_1(h) := 12ıi@@ ln h_α Œ U_α:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ @@ ln |g_{αβ}| = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ þÅÒÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ.

åÓÌÉ h^′ = (h^′_α) | ÄÒÕÇÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h^′ = he^ψ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, c_1(h^′) = c_1(h) +^1_{2πi} @@ . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ þÅÒÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ.

îÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ! ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ c_1(h), ÔÏ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ þÅÒÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ L.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄŒÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ 2-ÆÏÒÍÙ !_1 É !_2 ÎÁ S. ôÏÇÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ èÏÄÖÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

!_1 − !_2 = d = d(^{1,0} + ^{1,0}) = d(” + @ffi + ” + @ffi) = −2i@@ Imffi;

ÇÄÅ ∈ ~^1(S; R), ” ∈ ˙^1(S) É ffi ∈ ~^0(S).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ! − c_1(h) =^1_{2πi} @@ , ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ! = c_1(he^ψ ), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

éÔÁË, ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ þÅÒÎÁ ÍÅÔÒÉË Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ L ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ Ó_1(L) ∈ H^2(S; R), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÅÒŒÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ þÅÒÎÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ H^2(S; Z) = 0, É ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ þÅÒÎÁ ÁŒÔÏ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ ÎÕÌÀ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ h | ÍÅÔÒÉËÁ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ L ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ÔÏÇÄÁ ∫ S c_1(h) = deg L:

ðÕÓÔØ m = (m_α) | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ L É D = ∑ n_a · a | ÄÉŒÉÚÏÒ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ [D] = ∑ n_a‹_a | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÄÉŒÉÚÏÒÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÕÁÎËÁÒÅ{ ìÅÌÏÎÁ Œ ËÁÖÄÏÍ U_α ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ i 2ı @@ ln |m_α|^2 = [D]:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÏÒÍÙ þÅÒÎÁ É ÎÏÒÍÙ ÓÅÞÅÎÉÑ m ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 1 2ıi @@ ln ‖m‖^2 = c_1(h) − [D];

É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ, Ô.Å. ∫ S c_1(h) = [c_1(h)(1) = [D](1) = deg D = deg L;

ÞÔÏ ÍÙ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ L ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T S. íÅÔÒÉËÁ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ z_α = x_α + iy_α Œ ŒÉÄÅ h = h_αdz_αdz_α É ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ (ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ) ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ S. ëÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ds^2 = h_α(dx^2_α +dy^2_α) ÎÁ S, ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ÄÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÊ ŒÉÄ, Á ÔÁË- ÖÅ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ !_h =^i_2 h_αdz_α ∧ dz_α = h_αdx_α ∧ dy_α.

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕ þÅÒÎÁ ÍÅÔÒÉËÉ h Œ T S: 1 2ıi @@ ln h_α = − 1 4ı ´ ln h_αdx_α ∧ dy_α = 1 2ı K^h!^h;

ÇÄÅ K_h = −^{Δ ln h}ff_{2h}ff | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ËÏÎ- ÆÏÒÍÎÏÍ ŒÉÄÅ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ{âÏÎÎÅ 1 2ı ∫ S K_h!_h = deg T S = ffl(S):

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ {z = x + iy ∈ C | y > 0} ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ ȷ =^{dzdz}_{y2} , ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÕÀ ÐÒÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ´ = {z ∈ C | |z| < 1} Œ ÍÅÔÒÉËÕ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ȷ). æÏÒÍÁ þÅÒÎÁ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÅÓÔØ

c_1(ȷ) = 1 2ıi @@ ln y^{−2} = 1 2ı ´ ln y dx ∧ dy = − 1 2ı !_ρ;

ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ K_ρ = −1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p : ´ → S | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. åÓÌÉ ff_1; ff_2 : U → ´ | ÄŒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁ U ⊂ S, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ffi ∈ Aut(´) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ffi ∘ ff_1 = ff_2. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ Aut(´) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ S ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ p_∗ȷ = (ff^{−1})^∗ȷ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ff : U → ´;

ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ȷ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÒÁŒÎÁ −1.

ðÒÉÍÅÒ: ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ. ìÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p(z) = e^{iz} ÚÁÄÁÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ ´^∗ = {w | 0 < |w| < 1} ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ ´^∗ ÍÅÔÒÉËÕ

ȷ^∗ = p_∗ȷ = dwdw |w|^2 ln^2 |w| : ìÅÇËÏ ÎÅÐÏÓÔÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p^∗ȷ^∗ = ȷ É K_ρ� = −1.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÀÂÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ g ≥ 2 ÎÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÒÕÇÏÍ É ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÇÁÕÓÓÏŒÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ. ïÄÎÁËÏ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁ- ÂÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ. îÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ≥ 2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÒÉ-

ËÁ h, ÞÔÏ !_h ≤ −2ıc_1(h); (∗)

Ô.Å. ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ K_h ≤ −1.

œÙÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ S, ÞÔÏ ∫ S ! = −ffl(S). îÁÊÄÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÁ h_0 ÎÁ S Ó ÆÏÒÍÏÊ þÅÒÎÁ c_1(h_0) = −!. ðÏÓËÏÌØËÕ S ËÏÍÐÁËÔÎÁ, C!_{h0} ≤ ! ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ h =^C_{2π} h_0, ÔÏÇÄÁ c_1(h) = c_1(h_0) = −! ≤ 2ı!_h, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

3. œ ÏÓÎÏŒÅ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ûŒÁÒÃÁ.

ìÅÍÍÁ. (ìÅÍÍÁ ì.áÌØÆÏÒÓÁ.) ðÕÓÔØ S | ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ h, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ-

ÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (∗). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : ´ → S ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^∗h ≤ ȷ.

ðÕÓÔØ f^∗h = ffiȷ, ÇÄÅ ffi | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ f^∗!_h = ffi!_ρ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ´. ôÏÇÄÁ ffi(z) → 0 ÐÒÉ |z| → 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ȷ → ∞ ÐÒÉ |z| → 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ffi ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z_0 ∈ ´. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ffi(z_0) > 0.

œ ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÅ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÚÎÁÞÉÔ, ´ ln ffi(z_0) ≤ 0 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, i@@ ln ffi(z_0) ≤ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f^∗!_h(z_0) ≤ −2ıf^∗c_1(h)(z_0) = −2ıc_1(f^∗h)(z_0) = −2ıc_1(ȷ)(z_0) + i@@ ln ffi(z_0) ≤ !_ρ(z_0):

éÔÁË, ffi(z_0) ≤ 1, É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞËÉ z_0 ÜÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ŒÓÀÄÕ Œ ´, Ô.Å. f^∗h ≤ ȷ.

îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ´, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÒÕÇÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. íÅÔÒÉËÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÍÅÔÒÉË Œ ËÒÕÇÁÈ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÐÒÉ r ↗ 1. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÒÁÓÉŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ. (âÏÌØÛÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁ.) ìÀÂÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ

´^∗ = {w | 0 < |w| < 1} Œ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ g ≥ 2 ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ ÎÏÌØ.

îÁÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ S ÍÅÔÒÉËÏÊ h, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (∗). œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ áÌØÆÏÒÓÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ ȷ^∗ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : ´^∗ → S ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ f^∗h ≤ ȷ^∗.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞ- ËÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ Œ S ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÊ, ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ Œ ÍÅÔÒÉËÁÈ ȷ^∗ É h.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ ÍÅÔÒÉËÉ ȷ^∗: ÐÕÓÔØ ‚_r = {|z| = r}, ÔÏÇÄÁ

diam_ρ� ‚_r ≤ ∫_π 0 rd„ r| ln r| = ı | ln r|

→ 0 ÐÒÉ r → 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ S ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n → 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(a_n) → y ∈ S. ðÕÓÔØ r_n = |a_n| → 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÔÏÞËÕ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ y ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ¸ ∈ (0; r), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(‚_α ) ∩ @U ≠ ∅.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ¸_n = inf{¸ | ¸ < r_n; f(‚_α) ⊂ U} > 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ‚_{αn} É ‚_{rn} Œ ÍÅÔÒÉËÅ ȷ^∗ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á f ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ n → ∞ ÏÂÒÁÚÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ‚_rn ÓÔÑÇÉŒÁÀÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ y, Á ÏÂÒÁÚÙ ‚_αn | Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ y^′ ∈ @U.

éÔÁË, Œ ÓÉÌÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚ ËÏÌØÃÁ {¸_n < |z| < r_n} ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ Œ U ∼= ´, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁÌÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞËÉ y ∈ U É y^′ ∈ @U. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, Á ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ ÎÏÌØ, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉËÁÒÁ: ÌÀÂÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË-

ÃÉÑ f : ´^∗ → C \ {0; 1} ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÅÔÒÉËÕ —_∗ȷ, ÇÄÅ — : ´ → C \ {0; 1} | ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.)

îÁÚÏŒÅÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÔÉÐÁ (g; p) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ p ÔÏÞÅË ÉÚ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g.

úÁÄÁÞÁ. ìÀÂÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ (g; p) Ó p > 0 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^N Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ S | ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ g ≥ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S^′ ÔÉÐÁ (g^′; p^′) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ f : S^′ → S. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ g^′ ≥ g.