ìÅËÃÉÑ 3: ∂-ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

1. ó ÕÞÅÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÏ ÂÉÓÔÅÐÅÎÑÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d : ~^{p,q} → ~^{p+1,q} ⊕ ~^{p,q+1}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ d = ∂ + ∂.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ∂ : ~^{p,q} → ~^{p,q+1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ äÏÌØÂÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ d^2 = 0, ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∂^2 = 0, ∂^2 = 0, É ∂∂ + ∂∂ = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ. íÏÖÎÏ ÄÁÔØ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, É ÐÒÑÍÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ∂u(ϕ) := (−1)^{deg u+1}u(∂ϕ), u ∈ F^{p,0}(U ), ϕ ∈ ~^{1−p,0}_c (U ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ (1, 0)-ÆÏÒÍÁÈ d = ∂, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÀ- ÓÁÍÉ d^ω = ∂ ^ω. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ω ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ η_f =^{df}_f =^{∂f}_f ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ M(U ). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÏÛÉ{çÒÉÎÁ É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ η_f ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2πi ∑ a∈U ord_a f · δ_a = ∂^η_f = ∂ ∂f f = ∂ ∂(ff ) ff = ∂∂ ln |f|^2. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÅÝÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ∂f = ∂f = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÁËÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. (æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÎËÁÒÅ{ìÅÌÏÎÁ.) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÆÕÎËÃÉÉ f ≢ 0 i 2π ∂∂ ln |f|^2 = ∑ a∈U ord_a f · δ_a Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ U.

æÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ∑ a∈U ord_a f · a, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÈÏÄÑÔ ÎÕÌÉ É ÐÏÌÀÓÁ f Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÎËÁÒÅ{ìÅÌÏÎÁ ÄÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. 2. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Œ C É ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ∂ ∂z u = ϕ, ϕ ∈ C^k_c (C ), k ≥ 1. (∗) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ëÏÛÉ P ϕ(z) = 1 2πi ∫ C ϕ(ξ) ξ − z dξ ∧ dξ = − 1 π ∫ C ϕ(ξ) ξ − z dμ(ξ), ÇÄÅ ϕ ∈ C^0_c (C ), É dμ | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ C . éÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ^1_z ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ∫ |ξ|≤r dμ(ξ) |ξ| = 2πr < ∞. ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ϕ ∈ C^1_c (C ), ÔÏ u = P ϕ | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (∗).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ P ϕ(z) = −^1_π ∫ C^{ϕ(τ +z)}τ dμ(τ ), ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ z É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ{çÒÉÎÁ.

ìÅÍÍÁ. (óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ëÏÛÉ.)

1. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ u = u(z) ÚÁÄÁÞÉ (∗) Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÔÏ u = P ϕ.

2. åÓÌÉ ϕ ∈ C^k_c (C ), k ≥ 0, ÔÏ P ϕ ∈ C^k(C ).

3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂⊂ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C(K) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ K ÆÕÎËÃÉÑ P ϕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ çÅÌØÄÅÒÁ ŒÉÄÁ

|P ϕ(z_1) − P ϕ(z_2)| ≤ C(K)‖ϕ‖_C0|z_1 − z_2|^{13} ÐÒÉ |z_1 − z_2| < 1.

œÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÅÒŒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ P ϕ(z) → 0 ÐÒÉ z → ∞, É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (∗) ÂÕÄÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (∗) Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ∫ C z^nϕ(z) dμ(z) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ Z^+.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ëÏÛÉ | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ. ðÕÓÔØ z_1 = 0, z_2 = z, É |z| < 1. ôÏÇÄÁ | | ∫ C ( ϕ(ξ) ξ − z − ϕ(ξ) ξ ) dμ(ξ) | | ≤ ‖ϕ‖_{C0} ∫ K | | 1 ξ − z − 1 ξ | | dμ(ξ). òÁÚÏÂØÅÍ ËÏÍÐÁËÔ K ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ: K_1 = {ξ ∈ K | |ξ| > |z|^{13} , |ξ − z| > |z|^{13} } É K_2 = K \ K_1. îÁ K_1, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÍ | |^1_{ξ−z} −^1_ξ | | =^{|z|}_{|ξ||ξ−z|} < |z|^{13} , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖ϕ‖_C0 ∫ K1 | | 1 ξ − z − 1 ξ | | dμ(ξ) ≤ ‖ϕ‖_{C0}μ(K)|z|^13 . îÁ K_2 ÏÃÅÎËÁ ÕÖÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÕÐÁÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ∫ K2 1 |ξ| dμ(ξ) ≤ ∫

|ξ|≤|z| 1 3 + ∫

|ξ−z|≤|z| 1 3 ≤ ∫

|ξ|≤|z| 1 3 + ∫

|ξ|≤2|z| 1 3 ≤ 2π|z|^{13} + 4π|z|^{13} ≤ 6π|z|^{13} .

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ∫ K2 1 |ξ − z| dμ(ξ) ≤ 6π|z|^{13} . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ |P ϕ(z) − P ϕ(0)| ≤ C(K)‖ϕ‖_C0|z|^{13} ÐÒÉ |z| < 1 É C(K) =^{μ(K)}_π + 12, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (3).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ u ∈ C^1 | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (∗) Ó ϕ ∈ C^∞, ÔÏ u ∈ C^∞.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ {ϕj} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ K ⊂⊂ C É ‖ϕj‖_Ck < C,

ÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {P ϕ_j} ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Œ C^k ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÅÌØÄÅÒÏŒÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ áÒÃÅÌÁ{áÓËÏÌÉ Ï ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

3. œ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ C ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ~^0_c(U ) ∼= ~^2_c(U ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ F(U ) = (C^∞_c (U ))^∗.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ C^∞(U ) → F(U ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ^f (ϕ) = ∫ fϕ dμ. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ D Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÏÖÉÍ Df(ϕ) = (−1)^{ord D}f(Dϕ). ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÙ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ÄÅ òÁÍÁ É äÏÌØÂÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f É g

Œ C , ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÈ ÓŒÅÒÔËÁ f ∗ g(z) = ∫ C f(ξ)g(z − ξ) dμ(ξ).

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ C f ∗ g(z)ϕ(z)dμ(z) = ∫ C f(ξ) (∫ C g(ζ)ϕ(ξ + ζ) dμ(ζ) ) dμ(ξ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÁÔØ ÔÁËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f, g ∈ F(C ), ÐÒÉÞÅÍ g ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÔÏÇÄÁ ÉÈ ÓŒÅÒÔËÁ

ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∗ g(ϕ) = f_z(g_w(ϕ(z + w)), ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ËÁËÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ R, É ÎÏÓÉÔÅÌØ g ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ÔÏ ÓŒÅÒÔËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ R − r.

ìÅÍÍÁ. (óŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÅÒÔËÉ.)

1. åÓÌÉ g = ^ϕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ f ∗g = “f_w(ϕ(z − w)) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

2. δ_0 ∗ g = g É f ∗ δ_0 = f, ÇÄÅ δ_0 | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÎÕÌÅ.

3. D(f ∗ g) = Df ∗ g = f ∗ Dg ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

4. óŒÅÒÔËÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒÅÒÔËÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ϕ | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (Ô.Å. ϕ(z) = ϕ(|z|)) ÆÕÎËÃÉÑ Ó ∫ C ϕ dμ = 1. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ^ε =^1ε^2 ϕ(^zε ) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÏÓÉÔÅÌØ ϕ^ε ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ ε → 0. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ϕ_ε^{ÓÌÁÂÏ}−→ δ_0 ÐÒÉ ε → 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ f_ε := f ∗ ϕ_ε ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Df = 0, ÔÏ É Df_ε = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ε > 0. ôÅÏÒÅÍÁ. (ìÅÍÍÁ œÅÊÌÑ.) ðÕÓÔØ f ∈ F(U ) É^∂_{∂z} f = 0, ÔÏÇÄÁ f ∈ O(U ).

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ËÒÕÇÅ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÕÔØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ g ∗ ϕ_ε = g (ÒÁÚÕÍÅÔÓÑ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ: ÐÕÓÔØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓŒÅÒÔËÉ ξ = z + re^{iθ}, ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ g ∗ ϕ_ε(z) = ∫∫ g(z + re^{iθ})ϕ_ε(r)r dθ dr = ∫ rϕ_ε(r) (∫ g(z + re^{iθ}) dθ ) dr = = ∫ rϕ_ε(r) · 2πg(z) dr = g(z) ∫∫ ϕ_ε(r)r dθ dr = = g(z). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ f_ε = f_ε ∗ ϕ_δ.

ðÒÉ ε → 0 ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f_δ = f ∗ ϕ_δ, Á ÌÅŒÁÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ δ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, É f ≡ f_δ ∈ O(U ).

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (Ô.Å.

ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ´f = 0 É df = 0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.