ìÅËÃÉÑ 4: @-ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ óÅÒÒÁ.

1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @^{p,q} : ~^{p,q}(S) → ~^{p,q+1} É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ @-ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÉÌÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S

H^{p,q} (S) = Ker @ p,q Im @^{p,q−1} : œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, H^{0,0} = O(S) É H^{0,1}(S) = ~^{0,1}(S)=@~^{0,0}(S).

ïÐÅÒÁÔÏÒ @ : ~^{0,0}(S) → ~^{0,1}(S) | ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ C^∞-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. ðÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ äÏÌØÂÏ ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒ- ÍÁÈ @_F : F^{1,0}(S) → F^{0,0}(S). ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, Coker @ = H^{0,1}(S), Á Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ œÅÊÌÑ Ker @_F = ˙^1(S) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ S. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ôææá.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ A : V1 → V2 | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ìœð É ImA ÚÁÍËÎÕÔ Œ V2.

ôÏÇÄÁ Ker A^∗ = (Coker A)^∗, ÇÄÅ A^∗ : V^∗_2 → V^∗_1 | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ Œ ÌÅÍÍÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅÍ f(ffi+ImA) = f(ffi); f ∈ Ker A^∗; ffi ∈ V_2.

éÔÁË, ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Im @ ÚÁÍËÎÕÔ Œ ~^{0,1}(S), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. (ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ.)

îÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ( H^{0,1}(S) )_∗ = ˙^1(S).

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ffi ∈ ~^{0,1}(S) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ffi = @u; u ∈ ~^{0,0}(S), ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∫ S ! ∧ ffi = ^!(ffi) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ! ∈ ˙^1(S).

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ @-ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÕÓÔØ {U_j}^N_{j=1} | ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ S, {ffl^2_j } | ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÜÔÏÍÕ ÐÏËÒÙ- ÔÉÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É P_j | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ëÏÛÉ Œ U_j , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ (0; 1)-ÆÏÒÍÙ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ ÆÕÎËÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P = ∑ j ffl_jP_jffl_j : ~^{0,1}(S) → ~^{0,0}(S).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. P @ = Id +R, ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ C^k-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ C^k-ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ:

P @ffi = ∑ j ffl_jP_j ffl_j@ffi = ∑ j ffl_j P_j(@(ffl_j ffi)) − ∑ j ffl_jP_j(ffi@ffl_j ) = ∑ j ffl_j ffl_jffi + Rffi = ffi + Rffi;

Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒ (1) É (3) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ëÏÛÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ @ffi_j^{C∞}−→ ÐÒÉ j → ∞. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ = @ffi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ffi ∈ ~^{0,0}(S).

æÉËÓÉÒÕÅÍ k > 1 É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^k(S) Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ C^k = O(S)⊕M_k , ÇÄÅ M_k | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. üÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ O(S) ∼= C ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ffi_j ∈ M_k ÐÒÉ ŒÓÅÈ j.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ‖ffi_j‖_Ck → ∞, É ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ z_j =^{ϕj}_{‖ϕj ‖Ck} . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ‖z_j ‖_Ck = 1 É @z_j^{C∞}−→ 0.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P É ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

P @z_j = z_j + Rz_j

↓ C^∞ ↓ C^{k ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ}

Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 −z

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ z_j^{Ck}−→ z ÐÒÉ j → ∞. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ z ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÉÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: z ≠ 0; @z = 0 É z ∈ M_k.

éÔÁË, ‖ffi_j‖_Ck < C. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ffi_j ŒÍÅÓÔÏ z_j, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ffi_j′^{Ck}−→ ffi. ñÓÎÏ, ÞÔÏ @ffi = É ffi ∈ C^∞(S) ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ

ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ @, Ô.Å. ∈ Im@, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ: ÚÁÄÁÞÁ íÉÔÔÁÇ{ìÅÆÆÌÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÓËÒÅÔ-

ÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË a_j ∈ S É ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ m_j Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ ÔÏÌØËÏ Œ a_j. úÁÄÁÞÁ íÉÔÔÁÇ{ìÅÆÆÌÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÔÁËÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ m ∈ M(S), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ m − m_j ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ.

ðÏÓÔÕÐÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ffi_j | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a_j É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ 1 ÏËÏÌÏ a_j. ðÏÌÏÖÉÍ f = ∑ j ffi_jm_j . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ (0; 1)-ÆÏÒÍÁ u = @f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a_j É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÏÒÍÙ ÉÚ ~^{0,1}(S). åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ g ∈ ~^{0,0}(S) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ @g = u, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ m = f − g ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ íÉÔÔÁÇ{ìÅÆÆÌÅÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ ˙^1(S) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ 0 = ∫ S ! ∧ u = ∫ S^′ ! ∧ u = − ∫ ∂S^′ ∑ j ffi_jm_j ! = 2ıi ∑ j res_{aj} m_j !;

ÇÄÅ S^′ | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S Ó ŒÙÒÅÚÁÎÎÙÍÉ ÄÉÓËÁÍÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ a_j.

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ Ï ŒÙÞÅÔÁÈ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ íÉÔÔÁÇ{ìÅÆÆÌÅÒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÒÁ T = C =~. æÕÎËÃÉÉ ÎÁ T | ÜÔÏ ÄŒÏÑËÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ C Ó ÐÅÒÉÏÄÁÍÉ ~. ìÀÂÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ T ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ! = a(z)dz, ÇÄÅ a = a(z) | ÄŒÏÑËÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ô.Å. ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. çÌÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ m_j ÓÕÔØ ÒÑÄÙ ìÏÒÁÎÁ m_j = ∑ k≥−N_j c^{(j)}_k (z − a_j)^k. éÔÁË, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ

ÚÁÄÁÞÉ íÉÔÔÁÇ{ìÅÆÆÌÅÒÁ ÎÁ ÔÏÒÅ ÅÓÔØ ∑ j c^{(j)}_{−1} = ∑ j res_{aj} m_j dz = 0.

2. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ, É ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÑÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ X ÚÁÄÁÎ ÐÕÞÏË

P, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U ⊆ X ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ P(U), Á ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V ⊆ U | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ȷ^U_V : P(U) → P(V ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ȷ^U = Id, É ȷ^V_W ∘ ȷ^U_V = ȷ^U_W ÐÒÉ W ⊂ V ⊂ U. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ U = ⋃ α U_α, ÔÏ

(ð1) ÅÓÌÉ s1; s2 ∈ P(U) É ȷ^U_α s1 = ȷ^U_α s2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸, ÔÏ s1 = s2;

(ð2) ÅÓÌÉ sα ∈ P(Uα) É ȷ^{Uα}_{Uαβ} sα = ȷ^{Uβ}_{Uαβ} sβ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸; ˛, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ P(U),

ÞÔÏ ȷ^U_α s = s_α ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸.

ðÒÉÍÅÒÙ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÕÞÏË P (U) = {ÌÏË.ÐÏÓÔ.Æ-ÃÉÉ U → P }.

îÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÕÞËÉ ~^{p,q} É F^{p,q} ÇÌÁÄËÉÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÐÕÞÏË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ O, ÐÕÞÏË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ ˙^1 É Ô.Ð.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P(U) ÎÁÄÅÌÅÎÙ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÔÏ ÐÕÞÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÇÒÕÐÐ, ËÏÌÅÃ É Ô.Ä.

ïÓÏÂÏ ŒÙÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ðÕÓÔØ R | ÐÕÞÏË ËÏÌÅÃ É P | ÐÕÞÏË ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ P(U) ÑŒÌÑÅÔÓÑ R(U)-ÍÏÄÕÌÅÍ, É ÜÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÞËÉ ~^{p,q} ÉÌÉ F^{p,q} ÂÕÄÕÔ O-ÍÏÄÕÌÑÍÉ. ïÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ f : P1 → P2 | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ fU : P1(U) → P2(U),

ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ:_2ȷ^U_V ∘ f_U = f_V ∘_1ȷ^U_V .

ðÒÉÍÅÒÙ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÕÞËÏŒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Á

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ äÏÌØÂÏ | ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ O-ÍÏÄÕÌÅÊ.

äÌÑ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÔÉÐÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ: (P_1 ⊕ : : : ⊕ P_n)(U) = P_1(U) ⊕ : : : ⊕ P_n(U). ôÁË, ÅÓÌÉ R | ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ R^n = R ⊕ : : : ⊕ R

n ÒÁÚ

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ) ÒÁÎÇÁ r ÎÁÚÙŒÁÀÔ O-ÍÏÄÕÌØ L ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ O^r .

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ S = ⋃ U_α É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ U_α ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ f_α : L → O^r . îÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ U_α ∩ U_β = U_{αβ} ÉÍÅÅÍ f_β ∘ f^{−1}_α = g_{αβ}, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ g_{αβ} ∈ O(U_{αβ}; GL(r; C)) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ L. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

L(U) = {(_α)_α | _α ∈ O^r (U_α ∩ U) = O(U_α ∩ U; C^r ); _α = g_{βα}_β}: (∗)

íÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ËÏÃÉËÌÁ g_{αβ} = g^{−1}_{βα} É g_{αβ}g_{βγ} g_{γα} = 1.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ gαβ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ ËÏÃÉËÌÁ, ÆÏÒÍÕÌÁ (∗)

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

äÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÐÕÞÏË L^∗(U) = Hom_{O(U )}(L(U); O(U)) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g^{−1}_{αβ} . üÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë L ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ.

éÓÈÏÄÑ ÉÚ (∗) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ O-ÍÏÄÕÌÑ G \ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ L".

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏŒÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁ O-ÍÏÄÕÌØ G ÐÕÞÏË

L ⊗_O G(U) = {(_α)_α | _α ∈ G^r (U_α ∩ U); _α = g_{βα}_β }:

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ {Uα}.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÉ L ⊗_O ~^{p,q} É L ⊗_O F^{p,q} ÇÌÁÄËÉÈ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ L, ÐÕÞÏË L ⊗_O M ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L É Ô.Ä.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÞÏË ˙^1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ 1. íÅÒÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÕÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ ˙^1 ⊗O M. úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 1 (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ) L ⊗O L^{∗ ∼}= O.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ O-ÍÏÄÕÌÅÊ f : G_1 → G_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f_L : L ⊗_O G_1 → L ⊗_O G_2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ äÏÌØÂÏ @_L ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ L.

éÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ Œ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ:

H^{p,q}(S; L) = Ker @ p,q L Im@^{p,q−1}_L : îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ L ⊗_O ~^{p,q}(S) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ C^∞-ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. CÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ L^∗ ⊗_O F^{1−p,1−q}(S). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë

@_L : L ⊗_O ~^{0,0} → L ⊗_O ~^{0,1};

ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ( @_F ) L^∗ : L

∗ ⊗_O F^{1,0} → L^∗ ⊗_O F^{1,1}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ, ÄÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÄÌÑ L = O, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÅÐÅÒØ mutatis mutandis, ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ L | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L(S) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó C^0-ÎÏÒÍÏÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÏÎÔÅÌÑ ÏÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ É ÐÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÓÓÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ. (äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ óÅÒÒÁ ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.)

éÍÅÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

L^∗ ⊗_O ˙^1(S) ∼= ( H^{0,1}(S; L) )_∗ : óÌÅÄÓÔŒÉÅ. (óÌÕÞÁÊ L = ˙^1.) äÌÑ (1; 1)-ÆÏÒÍÙ ! ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ! = @u ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ^1(!) = ∫ S ! = 0.

úÁÄÁÞÁ. (íÉÔÔÁÇ{ìÅÆÆÌÅÒ ÄÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍ.) íÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ S ÆÏÒÍÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ

ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÁ Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; : : :; a_n ∈ S Ó ŒÙÞÅÔÁÍÉ Ó_1; : : :; c_n, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑_n j=1 c_j = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÆÏÒÍÙ Ó ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÀÓÁÍÉ É ÆÏÒÍÙ ÂÅÚ ŒÙÞÅÔÏŒ.