ìÅËÃÉÑ 7: ôÅÏÒÅÍÙ áÂÅÌÑ É ñËÏÂÉ.

1. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ: ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÄÉŒÉÚÏÒ D ∈ D(S), ÎÁÊÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ deg D = 0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, D = P − Q, ÇÄÅ P É Q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÏÄÁ g > 0. æÕÎËÃÉÑ Ó ÔÁËÉÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁ ÂÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ S ∼= C P^1 , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

úÁÄÁÞÁ. äÉŒÉÚÏÒ ÎÁ C P^1 ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ.

òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÄÌÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ O(D) ∼= O. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ðÉËÁÒÁ Pic(S) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^1(S, O^∗) | ÎÕÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÃÉËÌÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g_{αβ} ∈ O^∗(U_{αβ} ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ: 0 → Z→ O^{e2πi�}−→ O^∗ → 0 óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐ 0 → H^1(S, Z)^ι→ H^1(S, O)^{exp}−→ H^1(S, O^∗)^{δ1}−→ H^2(S, Z) → 0

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ exp, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. œ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË. ðÕÓÔØ L ÚÁÄÁÎÏ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g_{αβ} = e^{2πiψαβ} . óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ_α ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ϕ_β − ϕ_α = ψ_{αβ}. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ m = (m_α) | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ L, ÔÏ f := e^{−2πiϕα} m_α | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S → C P^1 . þÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÀÓÏŒ ÓÅÞÅÎÉÑ m ÒÁŒÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ f É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ deg L = 0, ÔÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÑŒÎÏ ÏÐÉÛÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÉÚ exp^{−1} L.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ δ^1 : H^1(S, O^∗) → H^2(S, Z)^∼= Z

ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÚÑÔÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ.

éÔÁË, ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÏÂÒÁÚÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ι Œ H^1(S, O). òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ H^1(S, Z) → H^1(S, C ) → H^1(S, O), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ ËÌÁÓÓ ÉÚ H^1(S, Z) ÚÁÍËÎÕÔÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ u É ÂÅ- ÒÅÍ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ äÏÌØÂÏ ÅÅ (0, 1)-ÞÁÓÔÉ u^{0,1}.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÕÄÏÂÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. 2. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÅÏÒÉÀ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ. ôÁË ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ þÅÈÁ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ äÏÌØÂÏ.

ðÕÓÔØ γ | ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÁ S. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ^γ(u) := ∫ γ u. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ γ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ P Ó ÔÏÞËÏÊ Q, ÔÏ d^γ(f) := ∫ γ df = f(Q) − f(P ) = (δ_Q − δ_P )(f). éÔÁË, ÆÏÒÍÁ ^γ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ËÒÉŒÁÑ γ.

ðÏ (ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ) ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÅ òÁÍÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÅ òÁÍÁ, ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ, ÍÏÖÎÏ Ó ÒÁŒÎÙÍ ÕÓÐÅÈÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ÇÌÁÄËÉÍÉ, ÔÁË É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÉÚ H^1(S, C ).

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÐÕÞËÏŒ ÄÅ òÁÍÁ, Ô.Å. ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ

d-ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ u ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ df = u. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ^d_{dx} ÎÁ R | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ èÅŒÉÓÁÊÄÁ.)

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÃÉËÌ þÅÈÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÞÔÏ É ËÒÉŒÁÑ γ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ {U_α} ÔÁË, ÞÔÏ ^γ = dθ_α Œ U_α, É ÐÏÌÏÖÉÔØ c_{αβ} = θ_β − θ_α.

üÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ:

&%’$^{-θ≡1θ≡0 γ ÆÕÎËÃÉÑ θ = { 0 \ÎÁÄ" γ1 \ÐÏÄ" γ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ dθ = ^γ}

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [^γ] ∈ H^1(S, Z) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ γ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ H^1(S, C ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ

[u] · [v] := ∫ S u ∧ v, u, v ∈ ~^1(S). úÁÄÁÞÁ. œÙŒÅÓÔÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ èÏÄÖÁ.

äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, [^γ] · [v] = ∫ γ v. œÙÒÁÚÉÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÊ þÅÈÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÄÉÓËÁÍÉ {U_j }^n_{j=1} Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÎÁ γ, É ÐÕÓÔØ v = df_j Œ U_j . ðÕÓÔØ ÄÉÓËÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ γ É x_j ∈ U_{j+1} ∩ U_j . ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ ∫ γ v = ∑ j f_j (x_{j+1}) − f_j (x_j) = ∑ j f_{j−1}(x_j) − f_j (x_j) = ∑ j c_{j,j−1}, ÇÄÅ ËÏÃÉËÌ (c_{j,j−1}) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ [v]. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c ∈ H^1(S, Z), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ [^γ]·c ∈ Z. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓ [v] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ Ë γ ËÒÉŒÏÊ τ , ÔÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÉÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ^τ ÞÅÈÏŒÓËÏÇÏ ËÏÃÉËÌÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

[^γ] · [^τ] = ∑ x∈γ∩τ (ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ γ É τ Œ ÔÏÞËÅ x). (∗)

óËÌÅÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 4g-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. åÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÓÌÅ ÓËÌÅÊËÉ ÄÁÄÕÔ 2g ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉŒÙÈ, ËÌÁÓÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ H^1(S, C ). íÁÔÒÉÃÁ ÆÏÒÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ

Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÌÏËÏŒ ( 0 1 −1 0 ) Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (∗) É ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ ÉÚ H^1(S, Z) ÅÓÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ.

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÌÁÓÓÙ ÉÚ H^1(S, Z) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÒÉŒÙÈ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ ÎÁ (−1) | ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ) ËÒÉŒÏÊ γ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ^γ^{0,1} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÉÚ H^{0,1}(S) ∼= H^1(S, O). äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ þÅÈÁ, ÎÕÖÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ∂θ = ^γ^{0,1}. îÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÒÉŒÁÑ γ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ dθ = ^γ. éÔÁË:

&%’$q^{-θ= 12πi ln z γ ÆÕÎËÃÉÑ θ = ( ŒÅÔŒØ 12πi ln z Œ U \ γ) ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ∂θ = ^γ0,1}

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÕ P Ó ÔÏÞËÏÊ Q, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ exp ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ exp([^γ^{0,1}]) = [e^{2πi(θβ −θα)}] = [^{mβ}_{mα} ], ÇÄÅ m_α | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁ P − Q. ïÔÓÀÄÁ exp([^γ^{0,1}]) = O(D). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ŒÉÄÁ ι(z), z ∈ H^1(S, Z), ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÉÄÁ [^τ^{0,1}], ÇÄÅ τ | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ìÅÍÍÁ. (ïÂÒÁÝÅÎÉÅ exp.) ðÕÓÔØ P, Q ∈ S, ÔÏÇÄÁ exp^{−1}(O(P − Q)) ⊂ H^1(S, O) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ËÌÁÓÓÏŒ ŒÉÄÁ [^γ^{0,1}] ÄÌÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ γ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ P Ó Q.

3. îÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ óÅÒÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ (áÂÅÌØ). äÉŒÉÚÏÒ D =^{∑n}_{j=1} Pj −^{∑n}_{j=1} Qj ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÏÌØ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ

ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÒÉŒÙÅ γ_j , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÕ P_j Ó ÔÏÞËÏÊ Q_j , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ω ∈ ˙^1(S) n∑ j=1 ∫ γ_j ω = 0. ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ S = C /~ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÔÏÞÅË ÎÁ

ÔÁËÏÍ ÔÏÒÅ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ^t+ É^t−. õÓÌÏŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ áÂÅÌÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 0 = n∑ j=1

Q_j∫

P_j dz ≡ n∑ j=1 Q_j^t− P_j mod ~.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÁ ÔÏÒÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ÔÏÞÅË ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÔÏÒÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÏÄÁ g ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙(S)^∗ ∼= H^1(S, O). ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ŒÉÄÁ ω → ∫ γ ω, ÇÄÅ γ | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÎÅÍ ÒÅÛÅÔËÕ ` ∼= ι ( H^1(S, Z) ) . æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÅËÏÔÏÒÙÊ g-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ)

Jac(S) :=

˙(S)^∗ ` ∼= H^1(S, O)

H^1(S, Z)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S.

ôÅÏÒÅÍÁ áÂÅÌÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

Cl_0(S) ∋ D = n∑ j=1 P_j − n∑ j=1 Q_j −→ ∫_{Qj} P_j mod ` ∈ Jac(S)

ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÏÌØ ÎÁ S Œ ÑËÏÂÉÁÎ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ñŒÎÕÀ É ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÅÇÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ (ñËÏÂÉ). ðÕÓÔØ ℓ ∈ ˙(S)^∗ É P0 ∈ S. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ)

ÔÏÞËÉ P_1, . . . , P_g ∈ S ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ℓ ≡ g∑ j=1 ∫_{Pj} P_0

mod `.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ℓ ∈ H^1(S, O), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅ L = exp(−ℓ) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÏÌØ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ χ(L_{gP0} ) = g − g + 1 = 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Õ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L_{gP0} ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ σ. äÉŒÉÚÏÒ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ É ÄÁ- ÅÔ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ g ÔÏÞÅË, ÐÏÓËÏÌØËÕ L = O(div σ − gP_0) É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ exp.

œÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ 1. åÓÌÉ ÒÏÄ S ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÏ

Jac(S) | ÜÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ áÂÅÌÑ É ñËÏÂÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P_0 ∈ S ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S ∋ P −→ ∫_P P_0

mod ` ∈ Jac(S)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ

ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ 1 ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÒ C /~.