ìÅËÃÉÑ 8: ëÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÒÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ.

1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f : S → M ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S_1 → S_2 ÏÄÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ. åÓ- ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ É P ∈ S_1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ŒÙÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ P É f(P ), ÞÔÏ

w = f(z) = z^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k > 0.

þÉÓÌÏ k = ord_P f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ P , Á ÞÉÓÌÏ k − 1 = ind_P f | ÉÎÄÅËÓÏÍ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ P . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ n(y) = ∑ x|f (x)=y ord_x f ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ

ÎÁ S_2. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ deg f (ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ÓÔÅÐÅÎØ f ËÁË ÇÌÁÄËÏÇÏ (ÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ

B_1 = {x ∈ S_1 | ind_x f > 0} É B_2 = f(B_1 )

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f : S_1 \ B_1 → S_2 \ B_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, deg f-ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

ëÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÓÔÅÐÅÎØ É ÉÎÄÅËÓÙ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ S_1 É S_2. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ω ÎÁ S_2. åÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ω = a(w)dw É w = f(z) = z^k, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÆÏÒÍÙ ω ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ f^∗ω = a(z^k)kz^{k−1}dz, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

deg div f^∗ω = deg f · deg div ω + ∑ x∈S1 ind_x f.

îÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÉŒÉÚÏÒÁ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ É ÒÁŒÎÁ 2g − 2, ÇÄÅ g | ÒÏÄ S. éÔÁË, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÁÖÎÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. (æÏÒÍÕÌÁ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ.) ðÕÓÔØ f : S1 → S2 | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÔÏÇÄÁ

2g(S_1 ) − 2 = deg f · (2g(S_2) − 2) + ∑ x∈S1 ind_x f.

2. îÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f^∗ : M(S_2) → M (S_1), f^∗(ψ) := ψ ∘ f.

ôÅÏÒÅÍÁ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ M (S1) ⊃ f^∗M (S2) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÔÅÐÅÎÉ deg f.

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ∈ M(S_1) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ deg f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ h ∘ f, h ∈ M(S_2).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P ∉ B_2 ÎÁÊÄÕÔÓÑ n = deg f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ y_j : U (P ) → S_1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f ∘ y_j = Id É f^{−1} (P ) = {y_j(P )}^n_{j=1}. üÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ σ_j ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÏÌÏÖÉÍ h_j := (−1)^jσ_j (g(y_1), . . . , g(y_n)). œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ h_j ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ S_2 \ B_2, Á ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÍÁÎÁ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ | ÎÁ ŒÓÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S_2 . îÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁ n∑ j=0 h_j (f) · g^{n−j} ≡ 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÏŒÎÏ deg f. äÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÏÞËÕ P ∈ S_2, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÏŒÎÏ deg f ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ (Ô.Å. ÌÅÖÁÝÕÀ Œ S_2 \B_2), É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ S_1, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ Œ ÜÔÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ. üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ P1, . . . , Pk ∈ S | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈ-

ÎÏÓÔÉ, ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÌÀÂÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ (Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÕ), ÓÄÅÌÁÅÍ ŒÁÖÎÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ. (ïÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ.) ðÕÓÔØ L = O(D) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ

ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÏÄÁ g. åÓÌÉ deg L > 2g − 2, ÔÏ H^1(S, L) = 0.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, dimC H^1(S, L) = dimC H^0(S, ˙ ⊗_O L^∗) = ℓ(K − D) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ deg(K − D) = 2g − 2 − deg D < 0.

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ P_1, . . . , P_k ÔÏÞËÕ P_0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÐÕÞËÏŒ 0 → O(mP_0 − k∑ j=1 P_j) → O(mP_0) → k⨁ j=1 C_{Pj} → 0,

ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ŒÚÑÔÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÔÏÞËÁÈ P_j. åÓÌÉ m > 2g − 2 + k, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ H^1(S, O(mP_0 − ∑_k j=1 P_j )) = 0, É ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ H^0(S, O(mP )) → C^m , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÏÌÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑ-

ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ C (t) = M(C P^1 ), Ô.Å. ÐÏÌÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ f : S → C P^N | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈ-

ÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ f Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ S É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÁÆÆÉÎ- ÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÂÕÄÅÔ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ.

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔÉ) ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ f(S) Ó ÌÀÂÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ f(S) (ÓÌÏÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ).

3. çÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, É ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. îÁÛ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÅÝÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ òÉÍÁÎÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎÁ Œ C P^N Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

îÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ S ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L. ðÕÓÔØ s_0, . . . , s_N | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ H^0(S, L). åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ S ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ L, ÎÅ ÒÁŒÎÏÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÕÌÀ, ÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S ∋ P → ι_L(P ) := [s_0(P ) : · · · : s_N (P )] ∈ C P^N .

œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ ÄÉŒÉÚÏÒÁÍÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ L, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÏÞÅË. õÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ: ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ S ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

dimC H^0(S, L) = dimC H^0(S, L ⊗_O O(−P )) + 1.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÑ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÞËÅ P , ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1. åÓÌÉ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÔÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ 1, ÞÔÏ ÍÙ É ÎÁÐÉÓÁÌÉ.

ðÒÉÍÅÒ. œÏÚØÍÅÍ L = ˙^1. åÓÌÉ P | ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏ

ℓ(K − P ) = ℓ(K) = g É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ ℓ(P ) = ℓ(K − P ) + 1 − g + 1 = 2, Ô.Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÀÓ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÏÞËÅ P . üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ S ∼= C P^1 . éÔÁË, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ≥ 1 ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ι_K : S → C P^{g−1} .

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ι_L ÂÕÄÅÔ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ S ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ L, ÉÍÅ- ÀÝÅÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÕÌØ ÒÏŒÎÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

äÁÌÅÅ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË P, Q ∈ S ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ L, ÒÁŒÎÏÅ ÎÕÌÀ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.

üÔÉ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ, ÐÏÔÒÅÂÏŒÁŒ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ) ÔÏÞÅË P, Q ∈ S ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

dimC H^0(S, L ⊗_O O(−Q)) = dimC H^0(S, L ⊗_O O(−P − Q)) + 1.

ìÅÍÍÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ deg L > 2g, ÔÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ιL ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É ÔÏÞËÉ P ∈ S ÔÏÞÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ 0 → E ⊗_O O(−P ) → E → C_P → 0 ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ deg E > 2g − 1, ÔÏ H^1(S, E ⊗_O O(−P )) = 0, É ÉÚ Ô.Ë.Ð. ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

dimC H^0(S, E) = dimC H^0(S, E ⊗_O O(−P )) + 1.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ L, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ι_L, Á ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë L ⊗_O O(−Q), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ιL(S) Ó ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ^∑ ajzj = 0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÄÉŒÉÚÏÒ

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s = ∑ a_js_j ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÅÐÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ι_L(S) ÒÁŒÎÁ deg L. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÏÄÁ g ÍÙ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ι_L Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 2g + 1 Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim_C H^0(S, L) − 1 = (2g +1 − g +1) − 1 = g +1 (ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ òÉÍÁÎÁ{òÏÈÁ É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Œ ÎÕÌØ H^1(S, L) = 0).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÚÑÔØ ÔÏÌØËÏ

ÂÁÚÉÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ H^0(S, L), ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔ- ÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÀ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ C P^N . îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ ÉÍÅÅÔ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ C P^3 É

ÐÏÇÒÕÚÉÔØ Œ C P^2 .

îÅ ÌÀÂÕÀ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ C P^2 . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. (æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÏÄÁ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.) ðÕÓÔØ S → C P^2 | ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÔÏÇÄÁ

g(S) =^{(d−1)(d−2)}_2 .

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ π : S → C P^1 ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ. œÙÂÅ- ÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (z, w) Œ C P^2 ÔÁË, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÅÓÔØ ÏÓØ z, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ S ÒÏŒÎÏ Œ d ÔÏÞËÁÈ. åÓÌÉ S ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (z, w) = 0, ÔÏ ÔÏÞËÉ ŒÅ- ÔŒÌÅÎÉÑ π ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ^{∂F}_{∂w} = 0, Ô.Å. ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë S ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁ. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ S Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ d(d−1). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ òÉÍÁÎÁ{çÕÒŒÉÃÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2g(S) − 2 = −2d + d(d − 1), Ô.Å. g(S) =^1_2 (d^2 − 3d + 2), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÉËÁËÕÀ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ 2 ÎÅÌØÚÑ ŒÌÏÖÉÔØ Œ C P^2 . îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ŒÐÒÏ- ÞÅÍ, ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÒÏÄÁ.