Šőŕőńőčĺ£ 4-ňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ńěłűĺ£ 2

Ŕ.Ě. Ŕşÿłăřĳ, Ă.Ś. Ÿňěń-ěć

February 25, 1998

• Ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺľ.

• Śĺčŋăšşřă ĺ šěőřěňă ćăŋ ďěř Ąńĺľ.

• Śĺčŋăšşřă śŕĺŋőřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ.

Ŕşśšĳ M - őřĺěŋšĺřşěňőě ğăňłŋşšőě 4-ňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě. Łőčőňőńőčĺůěśłőě şňŋőęěŋĺě ⌣ őŕřěďěń£ěš śĺňňěšřĺůěśłş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş

ŋă Z-ňőďşńě H^2 (M ; Z) (a, b) → a ⌣ b ([M ]) ∈ Z čďě [M ] - ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś ňŋőčőőąřăğĺ£ M . Ěśńĺ łńăśś a ∈ H^2 (M ; Z) £ćń£ěšś£ ¡ńěňěŋšőň łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă, šő a ⌣ b = 0, ∀b ∈ H^2 (M ; Z), śńěďőćăšěńĳŋő, şňŋőęěŋĺě ⌣ őŕřěďěń£ěš śĺňňěšřĺůěśłş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ŋă śćőąőďŋőň Z-ňőďşńě ^H^2 (M ; Z) = H^2 (M ; Z)/T ors

L_M (a, b) = a ⌣ b ([M ]) ; a, b ∈ ^H^2 (M ; Z).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťőřňă LM ŋăğżćăěšś£ ťőřňőľ ŕěřěśěůěŋĺľ ğăňłŋşšőčő

őřĺěŋšĺřşěňőčő 4-ňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ M .

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ M - 4-ňěřŋőě őďŋőść£ğŋőě ňŋőčőőąřăğĺě,

šő čřşŕŕă H^2 (M ; Z) (H_2 (M ; Z)) ŋě ĺňěěš łřşůěŋĺ£.

Ťőřňş ŕěřěśěůěŋĺľ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺ ć čőňőńőčĺůěśłĺţ šěřňĺŋăţ. Ěśńĺ x ĺ y - ŋěłőšőřżě łńăśśż ĺğ ^H_2 (M ; Z) = H_2 (M ; Z)/T ors ≃ ^H^2 (M ; Z), šő L_M (x, y) = x · y ěśšĳ ĺţ čőňőńőčĺůěśłĺľ ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£.

Śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă L_M £ćń£ěšś£ şŋĺňőďşń£řŋőľ, š.ě. őŋă őŕřěďěń£ěš ĺğőňőřťĺğň (ĺğőňőřťĺğň ďćőľśšćěŋŋőśšĺ Ŕşăŋłăřě)

^H_2 (M ; Z) ≃ ^H^2 (M ; Z) ≃ Hom ( ^H_2 (M ; Z), Z ) , ^H_2 (M ; Z) ∋ a → L (a, .) ∈ Hom ( ^H_2 (M ; Z), Z ) . Śńěďőćăšěńĳŋő, őŋă ğăďăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłőľ űěńőůĺśńěŋŋőľ şŋĺňőďşń£řŋőľ ňăšřĺűěľ A_M (ňăšřĺűěľ ś ěďĺŋĺůŋżň őŕřěďěńĺšěńěň).

Ŕřĺňěř 1. Ş ňŋőčőőąřăğĺ£ S^2 × S^2 őąřăğş¿źĺě űĺłńż ć čřşŕŕě 2-

ňěřŋżţ čőňőńőčĺľ H_2 ( S^2 × S^2; Z ) = Z^2 őŕřěďěń£¿šś£ 2-ňěřŋżňĺ śťěřăňĺ

šřăŋśćěřśăńĳŋő ŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ć ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě. Śńěďőćăšěńĳŋő, ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺ£ ğăďăěšś£ ňăšřĺűěľ

A_S2_{×S}2 = ( 0 1 1 0 ) . Ŕřĺňěř 2. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő E ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£

ŋăď S^2 śő śńőěň S^2 (šăłőě řăśśńőěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő).

Ğăďăůă. Ŕřőśšřăŋśšćő E ďĺťťěőňőřťŋő ść£ğŋőľ śşňňě C P^2 #C P^2, čďě

C P^2 - łőňŕńěłśŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ś őąřăźěŋŋőľ őřĺěŋšăűĺěľ.

Ć łăůěśšćě ąăğĺśă ć H_2 (E; Z) ćżąěřěň śńěďş¿źĺľ: e_1 - űĺłń ğăďăćăěňżľ śěůěŋĺěň (řăśśńőěŋĺě E ŕőńşůăěšś£ ĺğ ńĺŋěľŋőčő řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă łőňŕăłšĺğăűĺěľ łăęďőčő śńő£ ąěśłőŋěůŋő şďăń-ěŋŋőľ šőůłőľ), e_2 - űĺłń ğăďăćăěňżľ śńőěň. Šőčďă e_2 · e_2 = 0, e_1 · e_2 = 1 ĺ e_1 · e_1 = 1, ŕőśłőńĳłş ďćă ąńĺğłĺţ śěůěŋĺ£ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ďćă ąńĺğłĺţ śěůěŋĺ£ ńĺŋěľŋőčő řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă, łőšőřżě ĺňě¿š ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£ řăćŋżľ 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺľ ć ąăğĺśě {e_1, e_2} ğăďăěšś£ ňăšřĺűěľ

A_E = ( 1 1 1 0 ) . Śďěńăěň ğăňěŋş ąăğĺśă {e_1, e_2} → {f_1 = e_1, f_2 = e_1 − e_2}. Šőčďă f_1 · f_1 = e_1 · e_1 = 1, f_1 · f_2 = e_1 · e_1 − e_1 · e_2 = 0, f_2 · f_2 = e_1 · e_1 − 2e_1 · e_2 + e_2 · e_2 = −1, śńěďőćăšěńĳŋő, ć ŋőćőň ąăğĺśě ňăšřĺűă ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺľ ĺňěěš ćĺď

A_E = ( 1 0 0 −1 ) . Ŕřĺňěř 3. Łőńĳűő łőčőňőńőčĺľ łőňŕńěłśŋőčő ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋ-

śšćă H^∗

(C P^2 ; Z^) ěśšĳ čřăďşĺřőćăŋŋőě łőńĳűő ś őďŋőľ őąřăğş¿źěľ a śšě-

ŕěŋĺ 2, ĺ śőőšŋőÿěŋĺěň a^3 = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő a ⌣ a

([C P^{2 ])} = 1 ĺ

ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺľ ĺňěěš ňăšřĺűş AC_P 2 = (1). Ďń£ ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ś ŕřőšĺćőŕőńőęŋőľ őřĺěŋšăűĺěľ ĺňěěň AC_P 2 = (−1). Šăłĺň őąřăğőň, LC_{P 2#}C_P 2 = LC_P 2 ⊕ LC_P 2 .

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ H1 ĺ H2 - śćőąőďŋżě Z-ňőďşńĺ, ŋă łőšőřżţ ğă-

ďăŋż ąĺńĺŋěľŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťőřňż L_1 ĺ L_2, śőőšćěšśšćěŋŋő. Őřšőčőŋăńĳŋőľ śşňňőľ ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňă£ śşňňă H_1 ⊕ H_2, ŋă łőšőřőľ ğăďăŋă ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă L (x_1 + x_2, y_1 + y_2) = L_1 (x_1, y_1) + L_2 (x_2, y_2), őąőğŋăůăěňă£ łăł L = L_1 ⊕ L_2.

Šěőřěňă 1. LM#N = LM ⊕ LN .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ĺğőňőřťĺğň H^2 (M #N ; Z) =

H^2 (M ; Z) ⊕ H^2 (N ; Z). İšő řăćěŋśšćő ćżšěłăěš ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ňăľěřă-Ćĳěšőřĺśă. Ŕřěďśšăćĺň ść£ğŋş¿ śşňňş M #N ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ďćşţ łşśłőć M \D^4 ĺ N \D^4 ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕő šř-ěţňěřŋőľ śťěřě S^3. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (ćśě čőňőńőčĺĺ - űěńőůĺśńěŋŋżě) · · · → H_2 ( S^3 ) =0 → H_2 ( M \D^4 ) ⊕ H_2 ( N \D^4 ) → H_2 (M #N ) → H_1 ( S^3 ) =0 → · · ·

Šăł łăł łńěšőůŋőě řăğąĺěŋĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ M \D^4 (śőőšćěšśšćěŋŋő N \D^4) ĺňěěš šőůŋő šăłőľ ęě šř-ěţňěřŋżľ őśšőć, ůšő ĺ M (śőőšćěšśšćěŋŋő N ), šő H_2 ( M \D^4 ) = H_2 (M ) (śőőšćěšśšćěŋŋő H_2 ( M \D^4 ) = H_2 (M ). Śńěďőćăšěńĳŋő H^2 (M #N ; Z) = H^2 (M ; Z) ⊕ H^2 (N ; Z). I

Śťőřňşńĺřşěň ŋěśłőńĳłő őąźĺţ őŕřěďěńěŋĺľ ĺ ťăłšőć, őšŋőś£źĺţś£ ł šěőřĺĺ ąĺńĺŋěľŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťőřň ŋă śćőąőďŋżţ Z-ňőďşń£ţ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ H - śćőąőďŋżľ łőŋěůŋő ŕőřőęď-ěŋŋżľ Z-ňőďşńĳ.

Śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă L : H × H → Zĺňěěš šĺŕ II (ĺńĺ £ćń£ěšś£ ů-ěšŋőľ), ěśńĺ ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ ś ŋěľ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă q (x) = 1 2 L (x, x) ŕřĺŋĺňăěš űěńżě ğŋăůěŋĺ£ (¡šő řăćŋőśĺńĳŋő ůěšŋőśšĺ ćśěţ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż ťőřňż A). Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ťőřňă L ŋăğżćăěšś£ ťőřňőľ šĺŕă I (ĺńĺ ŋěů-ěšŋőľ). Ş ŋěů-ěšŋőľ ťőřż ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŕřĺŋĺňăěš ŕőńşűěńżě ğŋăůěŋĺ£.

Őŕřěďěńĺň ŋěśłőńĳłő łăŋőŋĺůěśłĺţ şŋĺňőďşń£řŋżţ ťőřň.

1. ±I - ťőřňă ŋă H = Zś ňăšřĺűěľ (±1). İšă ťőřňă ĺňěěš šĺŕ I.

2. U - ťőřňă ŋă H = Z^2 ś ňăšřĺűěľ ( 0 1 1 0 )

İšă ťőřňă ĺňěěš šĺŕ II (ŋă ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ůěšŋżě ůĺśńă).

3. E_8 - ťőřňă ŋă H = Z^8 ś ňăšřĺűěľ

2 1 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 1 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 1 0 0 2

İšă ťőřňă šăł ęě ĺňěěš šĺŕ II. Ŕř£ňőě ćżůĺśńěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šă ňăšřĺűă şŋĺňőďşń£řŋă ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ťőřňă şŋĺňőďşń£řŋă.

Śĺňňěšřĺůěśłş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş L ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ŋăď ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń Q, śńěďőćăšěńĳŋő, łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋă śĺčŋăšşřă σ (L) ťőřňż L łăł řăğŋőśšĳ ňěęďş ůĺśńőň ŕń¿śőć ĺ ůĺśńőň ňĺŋşśőć ć ďĺăčőŋăńĳŋőľ ťőřňě. Ďń£ şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňż (ŋăŕřĺňěř ďń£ ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺľ) ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő šő rkA = rkH, čďě A - ňăšřĺűă ťőřňż.

Őŕřěďěńěŋĺě. Şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă L ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěń-ěŋŋőľ, ěśńĺ

|σ (L)| = rkH. Şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă L ŋăğżćăěšś£ ŋěőŕřěďěń-ěŋŋőľ, ěśńĺ |σ (L)| < rkH. Őŕřěďěńěŋĺě. Śĺčŋăšşřőľ σ (M ) ňŋőčőőąřăğĺ£ M ŋăğżćăěšś£ śĺčŋă-

šşřă ěčő ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺľ L_M .

Ńěňňă 1. Ěśńĺ őčřăŋĺůěŋĺě şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňż L ŋă ŕőďňőďşńĳ

H_1 ⊂ H şŋĺňőďşń£řŋő (š.ě. ňăšřĺűă őčřăŋĺůěŋĺ£ şŋĺňőďşń£řŋă), šő H = H_1 ⊕ H_2, čďě H_2 = H^⊥_1 - őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě, ŕřĺů-ěň, őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż L ŋă H_2 şŋĺňőďşń£řŋő ĺ L = L |_{H1} ⊕L |_{H2} .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ x ∈ H1 ∩ H2, šő L (x, y) = 0, ∀y ∈ H1 ĺ, śńěďő-

ćăšěńĳŋő, x = 0, š.ł. őčřăŋĺůěŋĺě L ŋă H_1 şŋĺňőďşń£řŋő. Ŕşśšĳ z ∈ H - ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš. Ŋă H_1 őŕřěďěńěŋă ńĺŋěľŋă£ ťőřňă w −→ L (z, w). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňż śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš x ∈ H_1, šăłőľ, ůšő L (x, w) = L (z, w), ∀w ∈ H_1. Šőčďă y = z − x ∈ H_2, š.ě. z = x + y, čďě x ∈ H_1, y ∈ H_2.

Ěśńĺ ąż ŋăÿ-ěńś£ šăłőľ ¡ńěňěŋš y ∈ H_2, ůšő L (y, w) = 0, ∀w ∈ H_2, šő, őůěćĺďŋő, L (y, w) = 0, ∀w ∈ H. Śńěďőćăšěńĳŋő, őčřăŋĺůěŋĺě L ŋă H_2 £ćń£ěšś£ şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňőľ. I

Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ L - şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă ŋă H. Łăęďőňş ąăğĺśş

{x_1, . . . , x_n} ć H śőőšćěšśšćşěš, ŕřĺů-ěň ěďĺŋśšćěŋŋżľ, ďşăńĳŋżľ ąăğĺś {y_1, . . . , y_n}, š.ě. šăłőľ, ůšő L (x_i, y_j) = δ_{ij}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňăšřĺűă A = (aij) = (L (xi, xj)) - şŋĺňőďşń£řŋă,

š.ě. őąřăšĺňă. Ŕşśšĳ B = A^{−1} = (b_{ij}), b_{ij} ∈ Z. Šőčďă

y_k = b_{1k}x_1 + . . . + b_{nk}x_n, k = 1, . . . , n

ěśšĳ ĺśłőňżľ ďşăńĳŋżľ ąăğĺś. I

Ńěňňă 3.Ěśńĺ L - ŋěőŕřěďěń-ěŋŋă£ şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă ŋă H, šő

ŋăľď-ěšś£ šăłőľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš x ∈ H, ůšő L (x, x) = 0.

[İšă ńěňňă ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż Ţăśśě-Ňĺŋłőćśłőčő, śň. Ďę. Ňĺńŋőř, Ď. Ţĳ¿ğňőńńěř. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż.]

Šěőřěňă 2. Ŋěőŕřěďěń-ěŋŋă£ şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă šĺŕă I őąńăďăěš

őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň, š.ě. ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ŕř£ňőľ śşňňż łăŋőŋĺůěśłĺţ ťőřň šĺŕă ±I.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ Z-ňőďşń£ řăŋčă 1 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕşśšĳ

şšćěřęďěŋĺě şęě ďőłăğăŋő ďń£ ňőďşńěľ řăŋčă ≤ n − 1, ĺ ŕşśšĳ H - ňőďşńĳ řăŋčă n. Ŕő ńěňňě 3 ŋăľď-ěšś£ ¡ńěňěŋš x_1 ∈ H, šăłőľ, ůšő L (x_1, x_1) = 0, ŕřĺů-ěň, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ¡ńěňěŋš x_1 - ŋěďěńĺň (š.ě. ŋě śşźěśšćşěš šăłőčő x^′_1, ůšő x_1 = ax^′_1, a ∈ Z). Śńěďőćăšěńĳŋő ¡ńěňěŋš x_1 ďőŕőńŋ£ěšś£ ďő ąăğĺśă {x_1, . . . , x_n} ć H. Ŕşśšĳ {y_1, . . . , y_n} - ďşăńĳŋżľ ąăğĺś. Šőčďă L (x_1, y_1) = 1. Ć ŕőśńěďŋěň ąăğĺśě ŋăľď-ěšś£ šăłőľ ¡ńěňěŋš y_k, ůšő L (y_k, y_k) - ŋěů-ěšŋő (š.ł. L - ĺňěěš šĺŕ I). Ěśńĺ L (y_1, y_1) - ŋěů-ěšŋő, šő řăśśňőšřĺň ŕőďňőďşńĳ H_1 = ⟨x_1, y_1⟩. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě řăśśňőšřĺň ŕőďňőďşńĳ H_1 = ⟨x_1, y_1 + y_k⟩, šőčďă L (y_1 + y_k, y_1 + y_k) - ŋěů-ěšŋő.

Őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż L ŋă H_1 ĺňěěš ňăšřĺűş ( 0 1 1 a ) , čďě a = 2m + 1.

Ćżŕőńŋĺň ğăňěŋş ąăğĺśă ć H_1: e_1 = y_1 + y_k − mx_1, e_2 = y_1 + y_k − (m + 1) x_1. Šőčďă L (e_1, e_1) = a − 2m = 1, L (e_2, e_2) = a − 2 (m + 1) = −1, L (e_1, e_2) = a − (m + 1) − m = 0, ĺ ć ŋőćőň ąăğĺśě őčřăŋĺůěŋĺě ťőřňż L ŋă H_1 ĺňěěš ňăšřĺűş ( 1 0 0 −1 ) , š.ě. L |_{H1} = I ⊕ (−I).

Ŕşśšĳ H_2 = H^⊥_1 . Šőčďă őďŋă ĺğ ťőřň L |_{H2} ⊕I ĺńĺ L |_{H2} ⊕ (−I) £ćń£ěšś£ ŋěőŕřěďěń-ěŋŋőľ şŋĺňőďşń£řŋőľ (ŕő ńěňňě 1) ťőřňőľ šĺŕă I ŋă ňőďşńě řăŋčă n−1 ĺ őąńăďăěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ. I Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ L - şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă ŋă H. İńěňěŋš u ∈ H

ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň, ěśńĺ L (u, x) = L (x, x) (mod2), ∀x ∈ H.

Šěőřěňă 3 (ćăŋ ďěř Ąńĺľ). Ďń£ ń¿ąőľ şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňż L ŋă H

śşźěśšćşěš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš ĺ ěśńĺ u - ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš, šő L (u, u) = σ (L) (mod8).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň Z2-ňőďşńĳ H ⊗ Z2 = H/2H. Ťőřňă L

ĺŋďşűĺřşěš şŋĺňőďşń£řŋş¿ Z_2-ğŋăůŋş¿ ťőřňş ^L ŋă H/2H.

^L (^x, ^y) = L (x, y) (mod2) ,

čďě ^x - łńăśś ¡ńěňěŋšă x ∈ H, ^y - łńăśś y ∈ H.

Ťşŋłűĺ£ ^x −→ ^L (^x, ^x) £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě H/2H. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ^L (λ^x, λ^x) = λ^2 ^L (^x, ^x) = λ ^L (^x, ^x), λ ∈ Zĺ ^L (^x + ^y, ^x + ^y) = ^L (^x, ^x) + ^L (^y, ^y), šăł łăł 2L (x, y) = 0 (mod2). Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš ^u ∈ H/2H, šăłőľ, ůšő ^L (^x, ^x) = ^L (^u, ^x) , ∀^x ∈ H/2H. Ń¿ąőľ ŕřěďśšăćĺšěńĳ u ∈ H łńăśśă ^u £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ¡ńěňěŋšőň. Łřőňě šőčő, łńăśś ůĺśńă L (u, u) (mod8) £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň ťőřňż L ăďďĺšĺćŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ śşňň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ u^′ - ďřşčőľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš, šő u^′ = u + 2x ĺ

L (u^′, u^′) = L (u, u) + 4 (L (u, x) + L (x, x))

ů-ěšŋő

= L (u, u) (mod8) .

Ěśńĺ u_i - ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš ťőřňż L_i, šő L (u_1 + u_2, u_1 + u_2) = L_1 (u_1, u_1) + L_2 (u_2, u_2), čďě L = L_1 ⊕ L_2. İšő őğŋăůăěš ăďďĺšĺćŋőśšĳ ĺŋćăřĺăŋšă.

Ďń£ ťőřňż L = I ŋă Zţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš u = 1 (š.ł. 1 · x = x · x (mod2)) ĺ L (u, u) = 1 (mod8). Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ ťőřňż L = −I ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš u = 1 ĺ L (u, u) = −1 (mod8). Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ŋěőŕřěďěń-ěŋŋżţ şŋĺňőďşń£řŋżţ ťőřň L šĺŕă I ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő L (u, u) = σ (L) (mod8).

Ć śńşůăě ŕřőĺğćőńĳŋőľ şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňż L řăśśňőšřĺň ŕř£ňş¿ śşňňş L_1 = L ⊕ I ⊕ (−I). L_1 - ŋěőŕřěďěń-ěŋŋă£ ťőřňă šĺŕă I ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, L_1 (u_1, u_1) = σ (L_1) (mod8). Ŕőśłőńĳłş σ (L) = σ (L_1) ĺ L (u, u) =

L_1 (u_1, u_1) (mod8) (š.ł. śőőšćěšśšćş¿źĺľ ĺŋćăřĺăŋš ďń£ I ⊕ (−I) řăćěŋ ŋşń¿), šő L (u, u) = σ (L) (mod8). I

Śńěďśšćĺě. Śĺčŋăšşřă şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňż šĺŕă II ďěńĺšś£ ŋă 8. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš u = 0 ∈ H £ćń£ěšś£ ţăřăłšěřĺ-

śšĺůěśłĺň ďń£ ťőřňż L šĺŕă II š.ł. L (x, x) = 0 (mod2). Śńěďőćăšěńĳŋő σ (L) = L (0, 0) = 0 (mod8). I

Ţőš£ ŕőńŋőľ łńăśśĺťĺłăűĺĺ şŋĺňőďşń£řŋżţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ťőřň ŋěĺğćěśšŋő, śşźěśšćşěš łńăśśĺťĺłăűĺ£ ŋěőŕřěďěń-ěŋŋżţ ťőřň šĺŕă II, ăŋăńőčĺůŋă£ šěőřěňě 2.

Šěőřěňă 4(Śěřř). Ěśńĺ L - ŋěőŕřěďěń-ěŋŋă£ şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă šĺŕă

II ŋă H, šő L = aE_8 ⊕ bU , čďě a =^1_8 σ (L) ∈ Zĺ b =^1_2 (rkH − |σ (L)|).

[śň., ŋăŕřĺňěř, Ďę. Ňĺńŋőř, Ď. Ţĳ¿ğňőńńěř. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ąĺńĺŋěľŋżě ťőřňż.]

Šěőřěňă 5. Ŕşśšĳ M = M^4 - ğăňłŋşšőě őďŋőść£ğŋőě ňŋőčőőąřăğĺě.

İńěňěŋš u ∈ H^2 (M ; Z) £ćń£ěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ¡ńěňěŋšőň ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺľ L_M šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő ŕřĺćěďěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2 śőćŕăďăěš śő ćšőřżň łńăśśőň Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£, u = w_2 (τ_M ) (mod2).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ x ∈ H^2 (M ; Z) ĺ —x = D (x) ∈ H2 (M ; Z) -

űĺłń ďćőľśšćěŋŋżľ ł x ŕő Ŕşăŋłăřě. İńěňěŋš u ∈ H^2 (M ; Z) £ćń£ěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ∀—x ∈ H_2 (M ; Z) ćżŕőńŋěŋő

u (—x) = —x ∘ —x (mod2) .

Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő w_2 (—x) = 0, ěśńĺ —x∘—x - ů-ěšŋő ĺ w_2 (—x) = 1, ěśńĺ —x ∘ —x - ŋěů-ěšŋő, čďě —x - őąřăğş¿źĺľ űĺłń (š.ě. ŕřěďśšăćń£ěšś£ śťěřőľ, š.ł. M - őďŋőść£ğŋő).

Ŕşśšĳ τ_{x̄} ĺ ν_{x̄} - łăśăšěńĳŋőě ĺ ŋőřňăńĳŋőě řăśśńőěŋĺ£ ł —x, šőčďă

w_2 (—x) = w_2 (τ_M |_{x̄}) [—x] ,

čďě τ_M |_{x̄}= τ_{x̄} ⊕ ν_{x̄}. Śńěďőćăšěńĳŋő w_2 (—x) = w_2 (ν_{x̄}), š.ł. łńăśśż Ÿšĺťěń£- Şĺšŋĺ łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ł śťěřě šřĺćĺăńĳŋż. Šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě ćżšěłăěš ĺğ šőčő, ůšő łńăśś w_2 (ν_{x̄}) ŕőńşůăěšś£ ĺğ łńăśśă İľńěřă e (ν_{x̄}) ŕřĺćěďěŋĺěň ŕő ňőďşń¿ 2. I

Śńěďśšćĺě. Ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺľ śŕĺŋőřŋőčő őďŋőść£ğŋőčő 4-ňěřŋőčő

ňŋőčőőąřăğĺ£ ĺňěěš šĺŕ II.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş łńăśś w2 (τM ) = 0, šő ć łăůěśšćě ţă-

řăłšěřĺśšĺůěśłőčő ¡ńěňěŋšă ćőğĳň-ěň u = 0. Šőčďă L_M (x, x) = 0 (mod2), ∀x ∈ H^2 (M ; Z). Śńěďőćăšěńĳŋő, L_M - ťőřňă šĺŕă II. I

Śńěďśšćĺě. Śĺčŋăšşřă śŕĺŋőřŋőčő őďŋőść£ğŋőčő 4-ňěřŋőčő ňŋőčőőąřă-

ğĺ£ ďěńĺšś£ ŋă 8.

Ğăňěůăŋĺě. Ć ŕőśńěďŋĺţ śńěďśšćĺ£ţ ŋě ŕřěďŕőńăčăěšś£ čńăďłőśšĺ ňŋő-

čőőąřăğĺ£. Ćňěśšő őďŋőść£ğŋőśšĺ ňőęŋő ążńő šřěąőćăšĳ H_1 (M ; Z) = 0.

Ŕőğęě ąşďěš ďőłăğăŋă šěőřěňă Řőţńĺŋă, łőšőřă£ čőćőřĺš ő šőň, ůšő śĺčŋăšşřă čńăďłőčő (=PL) śŕĺŋőřŋőčő őďŋőść£ğŋőčő (ĺńĺ ś H_1 (M ; Z) = 0) 4-ňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ďěńĺšś£ ŋă 16. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ śĺčŋăšşřă ŋě ďěńĺšś£ ŋă 16 (ă ńĺÿĳ ŋă 8) šő ŋă šăłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ ŋě śşźěśšćşěš čńăďłőľ śšřşłšşřż. Ŕřĺňěř šăłőčő śŕĺŋőřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ śşźěśšćşěš. Őŋő ĺňěěš ťőřňş ŕěřěśěůěŋĺľ E_8.