Šőŕőńőčĺ£ 4-ňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ńěłűĺ£ 3

Ŕ.Ě. Ŕşÿłăřĳ, Ă.Ś. Ÿňěń-ěć

February 26, 1998

• Šěőřěňă Ŕőŋšř£čĺŋă-Şăľšţěďă.

• Ŕőŋ£šĺě h-łőąőřďĺğňă.

Śńěďş¿źă£ šěőřěňă, ďőłăğăŋŋă£ ć 1949č. Ŕőŋšř£čĺŋżň ĺ (ŋěğăćĺśĺňő) Şăľšţěďőň, ŕőğćőń£ěš ŕőńşůĺšĳ ŕőńŋş¿ čőňőšőŕĺůěśłş¿ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ğăňłŋşšżţ őďŋőść£ğŋżţ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ ůěšżřěţňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ.

Ŕşśšĳ M_1, M_2 | ğăňłŋşšżě őďŋőść£ğŋżě őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě ůěšżřěţňěřŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ L_i ťőřňş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŋă H^2(Mi; Z) (i = 1; 2).

Šěőřěňă 1. Ňŋőčőőąřăğĺ£ M1 ĺ M2 őřĺěŋšĺřőćăŋŋő čőňőšőŕĺůě-

śłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă (H^2(M_1; Z); L_1) ĺ (H^2(M_2; Z); L_2) ĺğőňőřťŋż łăł ŕřőśšřăŋśšćă ś ćŋşšřěŋŋĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋěőąţőďĺňőśšĳ őůěćĺďŋă. Ďőłăęěň ďőśšăšőůŋőśšĳ.

Ďń£ ŋăůăńă ćżřěęěň ĺğ ňŋőčőőąřăğĺ£ M_1 ňăńěŋĳłĺľ ďĺśł D^4.

Ńěňňă 1. Ŕřőśšřăŋśšćő M1 \ D^4 čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő ąş-

łěšş ďćşňěřŋżţ śťěř ć ůĺśńě, řăćŋőň řăŋčş ćšőřőľ čřşŕŕż (łő)čőňőńőčĺľ ňŋőčőőąřăğĺ£ M_1.

M1 ∼ S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ; k = rk H2(M1)

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1. Ćŋăůăńě ďőłăęěň, ůšő Hi(M1 \ D^4) = Hi(S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ); k = rk H_2(M_1) (ćśě (łő)čőňőńőčĺĺ - ś űěńżňĺ łő¡ťťĺ-

űĺěŋšăňĺ). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăřż (M_1; M_1 \ D^4). (Ğăňěšĺň, ůšő H_j(M_1; M_1 \ D^4) = —H_j(S^4).)

: : : → Hj+1(M1; M1 \D^4) → Hj(M1 \D^4) → Hj(M1) → Hj(M1; M1 \D^4) → : : :

Ŕřĺ j > 4 ĺňěěň H_j(M_1; M_1 \ D^4) = 0, H_j(M_1) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő Hj(M1 \ D^4) = 0.

Őšőąřăęěŋĺě H_4(M_1) → H_4(M_1; M_1 \ D^4) | ĺğőňőřťĺğň. Śńěďőćăšěńĳŋő H_4(M_1 \ D^4) = 0.

Ŕőśłőńĳłş őšőąřăęěŋĺě H_4(M_1) → H_4(M_1 ; M_1 \ D^4) | ĺğőňőřťĺğň, šő H3(M1 ; M1 \ D^4) ≃ H3(M1) = 0.

Tałęě ĺğ šőůŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńěďş¿š őśšăćÿĺěś£ řăćěŋśšćă. Šăł łăł 0 = ı_1(M_1) = ı_1(M_1 \ pt) = ı_1(M_1 \ D^4), šő ŕő šěőřěňě Čşřěćĺůă

ı2(M1 \ D^4) ≃ H2(M1 \ D^4):

Ŕőśšřőĺň őšőąřăęěŋĺě ąşłěšă S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ; k = rk H2(M1) ć M1 \ D^4,

ĺŋďşűĺřş¿źěě ĺğőňőřťĺğň ć čőňőńőčĺ£ţ ( ÀűćěšőłÁ ąşłěšă ŕěřěţőďĺš ć śőőšćěšśšćş¿źş¿ őąřăğş¿źş¿ řěÿěšłĺ H_2(M_1) ≃ H_2(M_1 \ D^4)). Ňż ŕőśšřőĺńĺ őšőąřăęěŋĺě őďŋőść£ğŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ĺŋďşűĺřş¿źěě ĺğőňőřťĺğň ć čőňőńőčĺ£ţ ĺ ĺğőňőřťĺğň ćšőřżţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ. Ňŋőčőőąřăğĺě M_1 \ D^4 ĺňěěš čőňőšőŕĺůěśłĺľ šĺŕ łńěšőůŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, śńěďőćăšěńĳŋő ŕő šěőřěňě Şăľšţěďă, ¡šő őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ¿. Ŕőśšřőěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ğăćĺśĺš őš ąăğĺśă H2(M1 ; Z). I

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ŕőňőźĺ Ńěňňż 1, ňż ćĺďĺň, ůšő ňŋőčőőąřăğĺě M_1 ŕőńşůăěšś£ ĺğ ąşłěšă ďćşňěřŋżţ śťěř, ł łőšőřőňş ŕřĺłńěěŋă ůěšżřěţňěřŋă£ łńěšłă. Ŕřĺłńěĺćă¿źěě őšőąřăęěŋĺě ŕřěďśšăćń£ěš ¡ńěňěŋš ı3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ). Ćżůĺśńĺň ¡šş čřşŕŕş.

Şšćěřęďěŋĺě. ı3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ) | śćőąőďŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă řăŋčă

C^2_{k+1} =^{k(k+1)}_2 .

Ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£.

Řăśśňőšřĺň ćńőęěŋĺě

S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ⊂ S^2 × : : : × S^2

| {z }

k ⊂ CP^∞ × : : : × CP^∞

| {z }

k Řăśśňőšřĺň ŕăřş (CP^∞ × : : : × CP^∞

| {z }

k ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }).

Ŕěřćżľ ÿăč. Ĺğ šőůŋőľ čőňőšőŕĺůěśłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż (ŕőśłőńĳłş CP^∞ = K(Z; 2)) ćĺďŋő, ůšő

ı3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ) ≃ ı_4(CP^∞ × : : : × CP^∞

| {z }

k ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ): Ćšőřőľ ÿăč. Ŋăŕőňŋĺň őšŋőśĺšěńĳŋş¿ šěőřěňş Čşřěćĺůă. Ďń£ ŋăůăńă ŋăŕőňŋĺň, ůšő łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋżľ čőňőňőřťĺğň Čşřěćĺůă h : ı_n(A; B) → H_n(A; B).

Őšŋőśĺšěńĳŋă£ šěőřěňă Čşřěćĺůă. Řăśśňőšřĺň šőŕőńőčĺůěśłş¿

ŕăřş (A; B) ŕřőśšřăŋśšć, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřżţ ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£: ŕřőśšřăŋśšćă A ĺ B ść£ğŋż ĺ őďŋőść£ğŋż,

ı_2(A; B) = 0.

1) Ěśńĺ ı_3(A; B) = : : : = ı_{n−1}(A; B) = 0(n ≥ 3), šő H_1(A; B) = H2(A; B) = : : : = Hn−1(A; B) = 0 ĺ h : ın(A; B) → Hn(A; B) ěśšĳ ĺğő-

ňőřťĺğň.

1) Ěśńĺ H_3(A; B) = : : : = H_{n−1}(A; B) = 0, šő ı_3(A; B) = : : : = ı_{n−1}(A; B) = 0 ĺ h : ı_n(A; B) → H_n(A; B) ěśšĳ ĺğőňőřťĺğň. I [Ďőłăğăšěńĳśšćő śň. ć A.Š. Ťőňěŋłő, Ď.Ą. Ťşłś. Łşřś čőňőšőŕĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ.]

Ćőśŕőńĳğşěňś£ őšŋőśĺšěńĳŋőľ šěőřěňőľ Čşřěćĺůă, ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő ı_4(CP^∞ × : : : × CP^∞

| {z }

k ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ) ≃ H_4(CP^∞ × : : : × CP^∞

| {z }

k ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ): Ďěľśšćĺšěńĳŋő, şśńőćĺ£ šěőřěňż Čşřěćĺůă ćżŕőńŋ£¿šś£ | ćő-ŕěřćżţ ŋăÿĺ ŕřőśšřăŋśšćă ść£ğŋż ĺ őďŋőść£ğŋż. Ćő-ćšőřżţ, ı_2(CP^∞ × : : : ×

CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ) = 0, ŕőśłőńĳłş ń¿ąőľ őšŋőśĺšěńĳŋżľ ďćşňěřŋżľ śťě-

řőĺď čőňőšőŕěŋ ŋăśšő£źěňş ďćşňěřŋőňş śťěřőĺďş (ąşłěš őďŋőść£ğěŋ), ă ń¿ąőľ ďćşňěřŋżľ śťěřőĺď ňőęěš ążšĳ řăğňěźěŋ ŋă ąşłěšě (ćńőęěŋĺě S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ć CP^∞ × : : : × CP^∞ ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň ćšőřżţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ). Ďőłăęěň, ůšő ı_3(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ) = 0. Řăśśňőšřĺň őšřěğőł šőůŋőľ čőňőšőŕĺůěśłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż

(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ):

: : : → ı3(CP^∞ × : : : × CP^∞ ) → ı3(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2) →

→ ı2(S^2 ∨ : : : ∨ S^2) → ı2(CP^∞ × : : : × CP^∞ ) → : : ::

Łřăľŋ££ ŕřăćă£ śšřěńłă | ĺğőňőřťĺğň, łřăľŋ££ ńěćă£ čřşŕŕă | ŋşńěćă£. Śńěďőćăšěńĳŋő ı_3(CP^∞ ×: : :×C P^∞ ; S^2 ∨: : :∨S^2) = 0 ĺ, ŕő šěőřěňě Čşřěćĺůă,

ı4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ) ≃ H4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ):

Ŕőśńěďŋĺľ ÿăč ŋăÿěčő ćżůĺśńěŋĺ£ | řăśśňőšřĺň šőůŋş¿ čőňőńőčĺůěśłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż (CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ):

: : : → H4(S^2 ∨ : : : ∨ S^2) → H4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ) →

→ H4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ) → H3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2) → : : ::

Łřăľŋĺě čřşŕŕż ŋşńěćżě. Šăłĺň őąřăğőň ňż ďőłăğăńĺ, ůšő

ı3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2

| {z }

k ) ≃ H_4(CP^∞ × : : : × CP^∞

| {z }

k ): Şŕřăęŋěŋĺě. H4(CP^∞ × : : : × CP^∞

| {z }

k ): | śćőąőďŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă

řăŋčă C^2_{k+1}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£ ğăłőŋůěŋő. I Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ŕőŋšř£čĺŋă-Şăľšţěďă. Ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ďőłăğăšěńĳśšćă Ńěňňż 1 ĺ Şšćěřęďěŋĺ£. Ğăťĺłśĺřşěň ąăğĺśż ć H2(Mi; Z), i = 1; 2, šăłĺě, ůšő ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺ£ ĺňě¿š ć ŋĺţ őďĺŋăłőćżě ňăšřĺűż. Ŕőńĳğş£śĳ łőŋśšřşłűĺěľ ńěňňż 1 ŕőńşůăěň, ůšő ňŋőčőőąřăğĺě M_i čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő ąşłěšş śťěř ł łőšőřőňş ŕřĺłńěŋă ůěšżřěţňěřŋă£ łńěšłă ŕő ¡ńěňěŋšş ¸_i ∈ ı_3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ) (őąőğŋăůĺň ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ůěřěğ V_i). Ďőłăęěň, ůšő ¡šĺ ¡ńěňěŋšż śőćŕăďă¿š. Ćőśŕőńĳğşěňś£ łőŋśšřşłűĺ£ňĺ ďőłăğăšěńĳśšćă Şšćěřęďěŋĺ£. Ć şšćěřęďěŋĺĺ ążńă ŕőśšřőěŋă űěŕőůłă ěśšěśšćěŋŋżţ ĺğőňőřťĺğňőć:

ı3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ) ≃ ı4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2) ≃

≃ H_4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; S^2 ∨ : : : ∨ S^2 ) ≃ H_4(C P^∞ × : : : × CP^∞ ):

Ŕőńĳğş£śĳ ¡šőľ űěŕőůłőľ, ŕőśšřőĺň ŕő ¡ńěňěŋšş ¸_i ∈ ı_3(S^2 ∨ : : : ∨ S^2) ¡ńěňěŋš ˛_i ∈ H_4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ): Ă šăłęě ŕőśšřőĺň őšőąřăęěŋĺě F^i : V_i → CP^∞ ×: : :×CP^∞ . Ŋăň ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡ńěňěŋšż ˛_1 ĺ ˛_2 śőćŕăďă¿š. Řăśśňőšřĺň čřşŕŕş H^4(CP^∞ × : : :× CP^∞ ; Z). Ěě ąăğĺś őąřăğş¿š ¡ńěňěŋšż a_m ^ a_l 1 ≤ m ≤ l ≤ k = rk H_2(M_i). Ğďěśĳ ă_1; : : :; a_k | ąăğĺś H^2(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; Z) = Hom(H_2(CP^∞ × : : : × CP^∞ ); Z), ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺśş, őąřăğőćăŋŋőňş ÀűćěšłăňĺÁ ąşłěšă ďćşňěřŋżţ śťěř, ćńőęěŋŋőčő ć

CP^∞ × : : : × CP^∞ .

Ďń£ šőčő, ůšőąż ¡ńěňěŋšż ˛_1 ĺ ˛_2 śőćŕăńĺ, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ŋă ŋĺţ śőćŕăńĺ ğŋăůěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă H^4(CP^∞ × : : : × CP^∞ ; Z). Ĺňěěň:

(a_m ^ a_l)(˛_i) = (a_m ^ a_l)(F^i_∗([V_i])) = ((F^i)^∗a_m ^ (F^i)^∗a_l)([V_i])

İńěňěŋšż (F^i)^∗a_m śőőšćěšśšćş¿š, ŕřĺ ĺğőňőřťĺğňě ćšőřżţ čřşŕŕ łőčőňőńőčĺľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőň čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ¿, ¡ńěňěŋšăň ąăğĺśă H^2(M_i; Z) ďćőľśšćěŋŋőčő ŕő Ŕşăŋłăřě ł ğăťĺłśĺřőćăŋŋőňş. Šăłĺň őąřăğőň, ((F^i)^∗a_m ^ (F^i)^∗a_l)([V_i]) | ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż ŕěřěśěůěŋĺľ ć ąăğĺśě H^2(M_i; Z) ďćőľśšćěŋŋőň ŕő Ŕşăŋłăřě ł ğăťĺłśĺřőćăŋŋőňş. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡ńěňěŋšż ˛_1 ĺ ˛_2 śőćŕăďă¿š. I

Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřőďćĺŋşšĳś£ ďăńĳÿě, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŕőŋ£šĺě hłőąőřďĺğňă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőčőőąřăğĺ£ M1 ĺ M2 ŋăğżćă¿šś£ h-łőąőřďăŋšŋżňĺ,

ěśńĺ ŋăľďěšś£ šăłőľ łőąőřďĺğň, ůšő ćłń¿ůěŋĺě M_i ć łřăľ £ćń£ěšś£ čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ¿ M_i ĺ ňŋőčőőąřăğĺ£-łőąőřďĺğňă.

Ŋăÿă śńěďş¿źă£ űěńĳ | ďőłăğăšĳ śńěďş¿źş¿ šěőřěňş, ŋěğăćĺśĺňő ďőłăğăŋŋş¿ Ŋőćĺłőćżň ĺ Şőńńőň:

Šěőřěňă 2. Ďćă čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżě čńăďłĺě ğăňłŋşšżě

őďŋőść£ğŋżě ůěšżřěţňěřŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£ h-łőąőřďăŋšŋż.

Śőěďĺŋ££ ¡šĺ ďćě šěőěřěňż, ŕőńşůăěň, ůšő čńăďłĺě ğăňłŋşšżě őďŋőść£ğŋżě ůěšżřěţňěřŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£ h-łőąőřďăŋšŋż ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ĺţ ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺ£ ĺğőňőřťŋż.