Šőŕőńőčĺ£ 4-ňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ńěłűĺ£ 6

Ŕ.Ě. Ŕşÿłăřĳ, Ă.Ś. Ÿňěń-ěć

March 25, 1998

• Arf-ĺŋćăřĺăŋš. • Šěőřěňă Řőţńĺŋă. • Ŕőćěřţŋőśšĳ Łşňňěřă.

Ŕşśšĳ V - łőŋěůŋőňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň Z_2 ś ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ L : V × V → Z_2. Šăł łăł

ŋăď Z2 śĺňňěšřĺůěśłă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă £ćń£ěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő ĺ łőśő-

śĺňňěšřĺůěśłőľ, šő ć ŕřőśšřăŋśšćě V śşźěśšćşěš śĺňŕńěłšĺůěśłĺľ ąăğĺś e_1, . . . , er, f_1, . . ., fr, L (ei, ej) = L (fi, fj) = 0, L (ei, fj) = δij.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ q : V → Z2 ŋăğżćăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ŕő

őšŋőÿěŋĺ¿ ł ťőřňě L, ěśńĺ őŋă şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿ q (x + y) = q (x) + q (y) + L (x, y), ∀x, y ∈ V . Arf-ĺŋćăřĺăŋšőň łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż q ŋăğżćăěšś£ śşňňă Arf (q) = ∑r i=1 q (ei) · q (fi) ∈ Z2.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ L - ťőřňă šĺŕă II ŋă Z-ňőďşńě H. Šőčďă őŕřěďěńěŋă

łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă q (x) =^1_2 L (x, x). Ťőřňă q şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿ q (x + y) = q (x)+q (y)+L (x, y) ĺ ŕřĺŋĺňăěš ů-ěšŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋă ŕőďňőďşńě 2H. Śńěďőćăšěńĳŋő őŋă őŕřěďěń£ěš łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş ŋă ńĺŋěľŋőň

Z2-ŕřőśšřăŋśšćě V = H/2H.

Ğăďăůă 1. Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śşňňă ć őŕřěďěńěŋĺĺ Arf-ĺŋćăřĺăŋšă ŋě

ğăćĺśĺš őš ćżąőřă śĺňŕńěłšĺůěśłőčő ąăğĺśă.

Ğăďăůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďćă łćăďřăšĺůŋżţ Z2-ŕřőśšřăŋśšćă (V1, q1) ĺ

(V_2, q_2) ĺğőňőřťŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă dim V_1 = dim V_2 ĺ Arf (q_1) = Arf (q_2).

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ M^4 - čńăďłőě (=PL) őďŋőść£ğŋőě ňŋőčőőąřăğĺě.

Ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš x ∈ H_2 ( M^4; Z ) ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ čńăďłĺň ćńőęěŋŋżň őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň ğăňłŋşšżň 2-ňěřŋżň ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň Fx (š.ě. x = f_∗ [Fx] ďń£ ŋěłőšőřőčő ćńőęěŋĺ£ f : Fx → M^4, čďě [Fx] - ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş M^4 - őďŋőść£ğŋő, ŕő šěőřěňě Čşřěćĺůă

ĺňěěš ňěśšő ĺğőňőřťĺğň H_2 ( M^4; Z ) ≃ π_2 ( M^4 ) . Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡ńěňěŋš x ∈ H_2 ( M^4; Z ) ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ čńăďłő ŕőčřşęěŋŋőľ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ďćşňěřŋőľ śťěřőľ Sx, ĺňě¿źěľ łőŋěůŋőě ůĺśńő ďćőľŋżţ šřăŋśćěřśăńĳŋżţ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ p_1, . . . , pn (ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň řăğňěřŋőśšĺ). Ŕşśšĳ p_1 - őďŋă ĺğ šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£. Ćżąěřěň ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ p_1 ńőłăńĳŋżě łőňŕńěłśŋżě łőőřďĺŋăšż z, w, ć łőšőřżţ Sx ğăďă-ěšś£ şřăćŋěŋĺěň z^2 +w^2 = 0 (ćňěśšě ś őřĺěŋšăűĺěľ). Ğăňěŋĺň ŕőćěřţŋőśšĳ Sx ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ p_1 őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ŕőćěřţŋőśšĳ¿ (űĺńĺŋďřőň S^1 × R^1) őŕřěďěń£ěňőľ şřăćŋěŋĺěň z^2 + w^2 = ε, čďě ε - ňăńěŋĳłőě. Ćŋě řăśśňăšřĺćăěňőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ őśšăćĺň ŕőčřşęěŋĺě Sx ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ. Ŕőćšőř££ ¡šş ŕřőűěďşřş ďń£ łăęďőľ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőńşůĺň ĺśłőňőě ćńőęěŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě Fx. Ŕřőűěďşřă şŋĺůšőęěŋĺ£ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ŋă ŕěřěśěłă¿źĺţś£ łşśłăţ ŕőćěřţŋőśšĺ Sx ćżřěğăěň ďćă ňăńěŋĳłĺţ ďĺśłă ś űěŋšřőň ć šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ĺ ćłńěĺćăěň űĺńĺŋďř S^1 × I, I = [0, 1] őśŋőćăŋĺ£ňĺ ł łřă£ň ŕőńşůěŋŋżţ ďżřőł. I Ŕşśšĳ ( M^4, ∂M^4 ) ěśšĳ ść£ğŋőě čńăďłőě őřĺěŋšĺřşěňőě ňŋőčőőąřăğĺě ś łřăěň. Ďń£ ŕřőśšőšż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő π_1 ( M^4 ) = 0. Ŕşśšĳ ( F^2, ∂F^2 ) ⊂ ( M^4, ∂M^4 ) - őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ śőąśšćěŋŋő ćńőęěŋŋă£ ŕőćěřţŋőśšĳ ś łřăěň (čďě ∂F^2 = ∅ ĺńĺ ∂F^2 = S^1). Őŕřěďěńĺň łćăďřăšĺůŋőě őšőąřăęěŋĺě q : H_1 ( F^2; Z_2 ) → Z2. Ŕşśšĳ čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś u ∈ H1^(F^2; Z2^) řěăńĺğş-

ěšś£ ŕőčřşęěŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿ C = S^1 ⊂ F^2. Šăł łăł H^1 ( M^4; Z ) = 0, šő C őčřăŋĺůĺćăěš ść£ğŋş¿ őřĺěŋšĺřşěňş¿ ŕőčřşęěŋŋş¿ 2-ňěřŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ D ⊂ M^4, ∂D = C. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő łřőňě šőůěł C ĺňěěšś£ łőŋěůŋőě ůĺśńő šőůěł šřăŋśćěřśăńĳŋőčő ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőćěřţŋőśšěľ F^2 ĺ D. Ŕőśłőńĳłş D ∼ S^1 ∨ . . . ∨ S^1 (čőňőšőŕĺůěśłă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ), šő ŋőřňăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě νD šřĺćĺăńĳŋő (š.ł. őŋő őřĺěŋšĺřşěňő).

Ćś£łă£ šřĺćĺăńĺğăűĺ£ τ : E (νD) → D × R^2 ĺŋďşűĺřşěš ěďĺŋśšćěŋŋş¿ łăŋőŋĺůěśłş¿ šřĺćĺăńĺğăűĺ¿ ŋă łřăě E (νD) ≃ C × R^2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ τ_1 ĺ τ_2 - ďćě řăğŋżě šřĺćĺăńĺğăűĺĺ řăśśńőěŋĺ£ νD, šő ŕěřěţőď őš őďŋőľ ł ďřşčőľ ğăďă-ěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň őšőąřăęěŋĺěň g : D → SO (2). Ŕőśłőńĳłş deg g |@D= 0 (š.ł. g |@D: S^1 → S^1 ŕřőďőńęăěšś£ ŋă D), šő őšőąřăęěŋĺě g |@D: C → SO (2) čőňőšőŕŋő ŕőśšő£ŋŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿ ć šőůłş ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, šřĺćĺăńĺğăűĺĺ τ_1 ĺ τ_2 śőćŕăďă¿š ŋă C.

Ŋőřňăńĳŋőě őďŋőňěřŋőě řăśśńőěŋĺě νC őłřşęŋőśšĺ C ć F^2 őŕřěďěń£ěš őřĺěŋšĺřşěňőě őďŋőňěřŋőě ŕőďřăśśńőěŋĺě ć νD |@D. Ŕşśšĳ o (D) - ůĺśńő őąőřőšőć (ŕő mod2) ŕőďřăśśńőěŋĺ£ νC ć νD |@D ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł łăŋőŋĺůěśłőľ šřĺćĺăńĺğăűĺĺ. Ŕşśšĳ D ∘ F - ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ (ŕő mod2) ŕőćěřţŋőśšěľ int (D) ĺ F^2. Ŕşśšĳ Self (C) - ĺŋďěłś śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ őłřşęŋőśšĺ C ć F^2 (ŕő mod2). Őŕřěďěńĺň q (C) řăćěŋśšćăňĺ

q (C) = o (D) + D ∘ F + Self (C) ,

q (C) = 0, ěśńĺ Ś - čřăŋĺűă.

İšő ďă-ěš łőřřěłšŋő őŕřěďěń-ěŋŋş¿ łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş ŋă H_1 ( F^2; Z_2 ) őšŋőśĺšěńĳŋő Z_2-ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺľ ŋă F^2. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺŋďěłś śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ śşňňż ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě (C_1 + C_2) ∘ (C_1 + C_2) = C_1 ∘ C_1 + C_2 ∘ C_2 + C_1 ∘ C_2, śńěďőćăšěńĳŋő

q (C_1 + C_2) = o (D_1 + D_2) + (D_1 + D_2) ∘ F + Self (C_1 + C_2) =

= o (D_1) + o (D_2) + D_1 ∘ F + D_2 ∘ F + Self (C_1) + Self (C_2) + C_1 ∘ C_2 =

= q (C_1) + q (C_2) + C_1 ∘ C_2.

čďě C_1 + C_2 - ść£ğŋă£ śşňňă ďćşţ ŕőčřşęěŋŋżţ őłřşęŋőśšěľ, D_1 + D_2 - ŕőčřşęěŋŋă£ ć M^4 ŕőćěřţŋőśšĳ, łřăěň łőšőřőľ £ćń£ěšś£ C_1 + C_2. D_1 + D_2 ŕőńşůăěšś£ ĺğ ďĺğž¿ŋłšŋőčő őąžěďĺŋěŋĺ£ D_1⊔D_2 ćżřěğăŋĺěň ďćşţ ňăńěŋĳłĺţ ŕőńşďĺśłőć ŋă łřă£ţ ĺ ćłńěĺćăŋĺěň ŕőńőśłĺ. §śŋő, ůšő (D_1 + D_2)∘F = D_1 ∘ F + D_2 ∘ F . Łřőňě šőčő, o (D_1 + D_2) = o (D_1) + o (D_2) + o (D), čďě D - ŕőćěřţŋőśšĳ śłńěěŋŋă£ ĺğ ćżÿěşŕőň£ŋşšżţ ŕőńşďĺśłőć ĺ ŕőńőśłĺ, ŕřĺů-ěň, o (D) = 0. Ěśńĺ C_2 - čřăŋĺűă, šő C_1 ∘ C_2 = 0, ďń£ ń¿ąőčő űĺłńă C_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, q (C_1 + C_2) = q (C_1) ĺ ťşŋłűĺ£ q łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋă ŋă čőňőńőčĺ£ţ.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Arf ( F^2 ) Arf-ĺŋćăřĺăŋš ŕőśšřőěŋŋőľ ťőřňż q.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćă ćńőęěŋĺ£ f0, f1 : M → N ŋăğżćă¿šś£ łőŋłőř-

ďăŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ćńőęěŋĺě F : M × I → N × I šăłőě, ůšő F (M × 0) ⊂ N × 0, F (M × 1) ⊂ N × 1, F |M_{×0}= f_0 ĺ F |M_{×1}= f_1.

Ńěňňă. Arf^(F^{2)} ğăćĺśĺš šőńĳłő őš őšŋőśĺšěńĳŋőčő űěńőůĺśńěŋ-

ŋőčő čőňőńőčĺůěśłőčő łńăśśă [ F^2, ∂F^2 ] ĺ łńăśśă łőŋłőřďăŋšŋżţ ćńőęěŋĺľ

∂F^2 → ∂M^4.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ∂M^4 = ∅ (šőčďă ∂F^2 = ∅) šő Arf ( F^2 ) őŕřěďěń£ěšś£

űěńőůĺśńěŋŋżň čőňőńőčĺůěśłĺň łńăśśőň ξ = [ F^2 ] ∈ H_2 ( M^4; Z ) ĺ őąőğŋăůăěšś£ Arf (ξ) (łńăśś ξ £ćń£ěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň, šő ěśšĳ ěčő ŕřĺćěďěŋĺě ŕő mod2 £ćń£ěšś£ łńăśśőň ďćőľśšćěŋŋżň ŕő Ŕşăŋłăřě łńăśśş Ÿšĺťěń£- Şĺšŋĺ w_2 ( M^4 ) ). Ďřşčĺň śŕěűĺăńĳŋżň śńşůăěň £ćń£ěšś£ śńşůăľ şğńőć, čďě

M^4 = D^4, ∂M^4 = S^3, ∂F^2 = S^1. Šőčďă [ F^2, ∂F^2 ] = 0, łőŋłőřďăŋšŋőśšĳ ěśšĳ

ĺğőšőŕŋőśšĳ şğńőć ĺ Arf ( F^2 ) őŕřěďěń£ěšś£ łńăśśőň ĺğőšőŕŋőśšĺ şğńă K, ∂F^2 → S^3. İšő őŕřěďěń£ěš šăł ŋăğżćăěňżľ Arf-ĺŋćăřĺăŋš şğńă, őąőğŋăůăěňżľ Arf (K).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ∂M^4 = ∅ ĺ ∂F^2 = ∅. Ć

őąźěň śńşůăě ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő.

Ŕşśšĳ F_0 ĺ F_1 ďćě ğăňłŋşšżě čőňőńőčĺůŋżě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ŕőćěřţŋőśšĺ, [F_0] = [F_1] ∈ H_2 ( M^4; Z ) . Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő K (Z, 2) =

C P^∞ . Őąřăğş¿źă£ a ∈ H^2 (C P^∞ ; Z) łőńĳűă łőčőňőńőčĺľ H^∗ (C P^∞ ; Z) £ćń£-

ěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżň łőčőňőńőčĺůěśłĺň łńăśśőň ŕřőśšřăŋśšćă K (Z, 2) ĺ ĺňěěš ňěśšő ĺğőňőřťĺğň φ : [ M^4, K (Z, 2) ] → H^2 ( M^4; Z ) , φ ([f]) = f^∗a, čďě [ M^4; K (Z, 2) ] - ňŋőęěśšćő čőňőšőŕĺůěśłĺţ łńăśśőć őšőąřăęěŋĺľ ĺğ M^4 ć

K (Z, 2)._{Ŕő šěőřěňě ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ [M 4, K (} Z, 2)^] =^[M^4, C P^{2 ]}.

Řăśśňőšřĺň łőňŕőğĺűĺ¿ ĺğőňőřťĺğňă φ ĺ ĺğőňőřťĺğňă ďćőľśšćěŋŋőśšĺ Ŕşăŋłăřě [

M^4, C P^2 ] ’ −→ H^2 ( M^4, Z ) D −→ H_2 ( M^4, Z ) f → f^∗a → f^∗a ⌢ [ M^4 ] Ŕşśšĳ fi : M^4 → C P^2 - őšőąřăęěŋĺ£, őŕřěďěń-ěŋŋżě őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ, ďń£ łőšőřżţ [Fi] = (fi)^∗ a ⌢ [ M^4 ] , i = 0, 1. Łńăśś a ∈ H^2 (C P^2 ; Z^) ďćőľśšćěŋěŋ ŕő Ŕşăŋłăřě űĺłńş^[C P^{1 ]} ŕőřőęď-ěŋŋőňş ŕřő-

ěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ć C P^2 . Ćżąěřěň őšőąřăęěŋĺě fi šřăŋśćěřśăńĳŋżň ł ŕř£ňőľ C P^1 , šőčďă (fi)_∗ [Fi] =

[C P^1 ∩ fi^(M^{4)]}. Śńěďőćăšěńĳŋő, [Fi] =

[ f^{−1}i

(C P^{1 )]}. Řăćěŋśšćő [F0] = [F1] őğŋăůăěš, ůšő śşźěśšćşěš čőňőšőŕĺ£

˘ : M^4 × I → C P^2 ňěęďş f_0 ĺ f_1. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő čőňőšőŕĺ£˘ šřăŋśćěřśăńĳŋă C P^1 . Šăłĺň őąřăğőň, śşźěśšćşěš čńăďłőě šř-ěţňěřŋőě őřĺěŋšĺřşěňőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě V^3 ⊂ M^4 × I ś łřăěň ∂V^3 ⊂ M^4 × 0 ∪ M^4 × 1, čďě ∂V^3 ∩ M^4 × i = Fi, i = 0, 1.

Ŕőÿěćěńĺć, ěśńĺ ŋěőąţőďĺňő, V^3, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕřőěłűĺ£ M^4 × I → I őŕřěďěń£ěš ťşŋłűĺ¿ Ňőřśă p : V^3 → I = [0, 1]. İšő őğŋăůăěš, ůšő F_1 ŕőńşůăěšś£ ĺğ F_0 ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ŕřĺłńěĺćăŋĺěň řşůěł ĺŋďěłśőć 0, 1, 2 ĺ 3.

Ŕřĺłńěĺćăŋĺě řşůěł ĺŋďěłśă 0 ĺ řşůěł ĺŋďěłśă 1, śőěďĺŋ£¿źĺţ řăğńĺůŋżě łőňŕőŋěŋšż, ŋě ňěŋ£ěš ťőřňż ŕěřěśěůěŋĺľ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋě ňěŋ£ěš Arf-ĺŋćăřĺăŋšă. Ŕřĺłńěĺćăŋĺě řşůłĺ ĺŋďěłśă 1 ł őďŋőľ łőňŕőŋěŋšě ŕőćěřţŋőśšĺ F_0 ěśšĳ ćğ£šĺě ść£ğŋőľ śşňňż F_0#T^2, čďě T^2 - ďćşňěřŋżľ šőř, š.ł. ŕőćěřţŋőśšĺ şřőćŋ£ ťşŋłűĺĺ p őřĺěŋšĺřőćăŋż. Śńěďőćăšěńĳŋő, LF_{0#}T 2 = LF_0 ⊕ LT 2 , čďě LT 2 ĺňěěš ňăšřĺűş ( 0 1 1 0 ) . İšő ćżšěłăěš ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Ňăľěřă-Ćĺěšőřĺśă (ćśě čőňőńőčĺĺ - ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ Z_2)

H_2 ( F_0#T^2 )_∼ → H_1 ( S^1

)_0 → H_1 (F_0) ⊕ H_1 ( T^2 )_∼ → H_1 ( F_0#T^2

)_0 → H_0 ( S^1

) ňőŋő → Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ c_1 ∈ H_1 (F_0; Z_2), c_2 ∈ H_1 ( T^2; Z_2 ) , šő qF_{0#}T 2 (c_1 + c_2) = qF_0 (c_1) + qT 2 (c_2) + c_1 ∘ c_2 = qF_0 (c_1) + qT 2 (c_2), š.ě. qF_{0#}T 2 = qF_0 ⊕ qT 2 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Arf ( F_0#T^2 ) = Arf (F_0) + Arf ( T^2 ) = Arf (F_0).

Ĺšăł, ŕřĺłńěĺćăŋĺě řşůěł ĺŋďěłśőć 0 ĺ 1 ŋě ňěŋ£ěš Arf-ĺŋćăřĺăŋšă. Ć śĺńş ďćőľśšćěŋŋőśšĺ, ŕřĺłńěĺćăŋĺě řşůěł ĺŋďěłśőć 2 ĺ 3 šăłęě ŋě ňěŋ£ěš Arf-ĺŋćăřĺăŋšă. I

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő űěńőůĺśńěŋŋżľ čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś ξ ∈ H_2 ( M^4; Z ) ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň, ěśńĺ ěčő ŕřĺćěďěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2 ďćőľśšćěŋŋő ŕő Ŕşăŋłăřě ćšőřőňş łńăśśş Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^4. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ξ - čőňőńőčĺůěśłĺľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő čőňőńőčĺůěśłőčő łńăśśă x ∈ H_2 ( M^4; Z ) ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő LM (ξ, x) = LM (x, x) (mod2).

Šěőřěňă (Řőţńĺŋ). Ŕşśšĳ M^4 - őřĺěŋšĺřőćăŋŋőě őďŋőść£ğŋőě ğă-

ňłŋşšőě 4-ňěřŋőě čńăďłőě (= PL) ňŋőčőőąřăğĺě ĺ ŕşśšĳ ξ ∈ H^2 ( M^4; Z ) - ěčő űěńőůĺśńěŋŋżľ čőňőńőčĺůěśłĺľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś. Šőčďă Arf (ξ) = ( σ ( M^4 ) − L (ξ, ξ) ) /8 (mod2) ,

čďě σ - śĺčŋăšşřă, ă L - ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺľ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^4. (Ğăňěšĺň, ůšő σ ( M^4 ) − L (ξ, ξ) ďěńĺšś£ ŋă 8 ŕő šěőřěňě ćăŋ ďěř Ąńĺľ.)

Śńěďśšćĺě 1. Śĺčŋăšşřă ğăňłŋşšőčő őďŋőść£ğŋőčő śŕĺŋőřŋőčő 4-ňěř-

ŋőčő PL-ňŋőčőőąřăğĺ£ ďěńĺšś£ ŋă 16 (š.ł. ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś ξ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŋşńěćżň).

Śńěďśšćĺě 2. Ěśńĺ űěńőůĺśńěŋŋżľ čőňőńőčĺůěśłĺľ ţăřăłšěřĺśšĺůě-

śłĺľ łńăśś ξ ŕřěďśšăćń£ěšś£ śťěřĺůěśłĺň űĺłńőň, šő σ ( M^4 ) − L (ξ, ξ) = 0 (mod16) (š.ł. Arf (ξ) = 0).

Ŕşśšĳ šőř T^2 = S^1 × S^1 śšăŋďăřšŋżň őąřăğőň ćńőęěŋ ć śťěřş S^3. Łńăśś (p, q) ∈ H^1 ( T^2; Z ) = Z⊕ Zřěăńĺğşěšś£ ćńőęěŋŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿

ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ p ĺ q - ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ĺńĺ p = q = 0. Ć ¡šőň śńşůăě őłřşęŋőśšĳ K (p, q), ŕřěďśšăćń£¿źă£ ďăŋŋżľ łńăśś ĺ řăśśňăšřĺćăěňă£ łăł őłřşęŋőśšĳ ćńőęěŋŋă£ ć S^3, ŋăğżćăěšś£ šőřĺůěśłĺň şğńőň šĺŕă (p, q).

Ğăďăůă. Ďćă šőřĺůěśłĺţ şğńă K (p, q) ĺ K (p^′, q^′) ć S^3 ĺğőšőŕŋż šőčďă

ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (p, q) = ± (p^′, q^′) ĺńĺ (p, q) = ± (q^′, p^′).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Řőţńĺŋă ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ śńěďş¿źĺě ďćă şšćěřęďěŋĺ£.

Şšćěřęďěŋĺě 1. Ŕşśšĳ K (p, q) - šőřĺůěśłĺľ şğěń ś ŋěů-ěšŋżň p ĺ

ů-ěšŋżň q. Šőčďă Arf (K (p, q)) = ( 1 − p^2 ) /8 (mod2).

Şšćěřęďěŋĺě 2.Ŕşśšĳ M^4 - őďŋőść£ğŋőě ğăňłŋşšőě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőě

4-ňěřŋőě čńăďłőě ňŋőčőőąřăğĺě. Šőčďă ŋăľďşšś£ űěńżě ůĺśńă m, n, a, b ≥ 0, šăłĺě, ůšő M^4#mC P^2 #nC P^2 ≈ aC P^2 #bC P^2 (ďĺťťěőňőřťĺğň), čďě C P^2 - łőňŕńěłśŋă£ ŕřőěłšĺćŋă£ ŕńőśłőśšĳ ś őąřăź-ěŋŋőľ őřĺěŋšăűĺěľ.

Řăğąěř-ěň ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£ 2, ă ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£ 1 őśšăćń£ěň ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£ 2. Şšćěřęďěŋĺě 2 £ćń£ěšś£ őďŋĺň ĺğ

śńěďśšćĺľ šěőřěňż Ŋőćĺłőćă-Şőńńă.

Ć ńěłűĺĺ 2 ążńő ďőłăğăŋő, ůšő ŋěőŕřěďěń-ěŋŋă£ şŋĺňőďşń£řŋă£ ťőřňă šĺŕă I ŋă śćőąőďŋőň Z-ňőďşńě ĺňěěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś. Ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺľ ňŋőčőőąřăğĺ£ M^4#C P^2 #C P^2 £ćń£ěšś£ łăł řăğ ŋěőŕřěďěń-ěŋŋőľ şŋĺňőďşń£řŋőľ ťőřňőľ šĺŕă I. Śńěďőćăšěńĳŋő őŋă ¡łćĺćăńěŋšŋă ťőřňě ŕěřěśěůěŋĺľ ňŋőčőőąřăğĺ£ pC P^2 #qC P^2 ďń£ ŋěłőšőřżţ p, q ĺ ŕő šěőřěňě Ŋőćĺłőćă-Şőńńă ňŋőčőőąřăğĺ£ M^4#C P^2 #C P^2 ĺ pC P^2 #qC P^2 £ćń£¿šś£ hłőąőřďăŋšŋżňĺ. Őśšăńőśĳ šőńĳłő ŕřĺňěŋĺšĳ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě, ćżšěłă¿źěě ĺğ šěőřěňż Ŋőćĺłőćă-Şőńńă. I

Ńěňňă. Ěśńĺ M^4_1 ĺ M^4_2 - h-łőąőřďăŋšŋżě őďŋőść£ğŋżě ğăňłŋşšżě

4-ňěřŋżě čńăďłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£, šő ŋăľďşšś£ šăłĺě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă k_1, k_2, ůšő ňŋőčőőąřăğĺ£ M^4_1 #k_1C P^2 #k_2C P^2 ĺ M^4_2 #k_1C P^2 #k_2C P^2 - ďĺťťěőňőřťŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ńěňňă ćżšěłăěš ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ć ŕřěďżďşźěľ ńěł-

űĺĺ şšćěřęďěŋĺ£ ő šőň, ůšő ěśńĺ M^4_1 ĺ M^4_2 - h-łőąőřďăŋšŋżě őďŋőść£ğŋżě ğăňłŋşšżě 4-ňěřŋżě čńăďłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£, šő ŋăľď-ěšś£ šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő k, ůšő ňŋőčőőąřăğĺ£ M^4_1 #k ( S^2 × S^2 ) ĺ M^4_2 #k ( S^2 × S^2 ) - ďĺťťěőňőřťŋż. Ďőąăćńěŋĺě #C P^2 ł őąěĺň ůăśš£ň ĺ ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ďĺťťěőňőřťĺğňă ( S^2 × S^2 ) #C P^2 ≈^(C P^2 #C P^{2)} #C P^2 ďă-ěš šřěąşěňőě řăćěŋśšćő. I

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Řőţńĺŋă. Őąě ůăśšĺ ďőłăğżćăěňőľ ťőř-

ňşńż ăďďĺšĺćŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ ść£ğŋőľ śşňňż ňŋőčőőąřăğĺľ ĺ ŕř£- ňőľ śşňňż čőňőńőčĺůěśłĺţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ łńăśśőć. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő şšćěřęďěŋĺ¿ 2, ťőřňşńş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ć śńşůăě M^4 = C P^2 ĺ ć śńşůăě M^4 = C P^2. Šăł łăł őřĺěŋšăűĺ£ ğďěśĳ ŋě ĺňěěš ğŋăůěŋĺ£, šő ťőřňşńş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ć śńşůăě M^4 = C P^2 .

Ŕşśšĳ η ∈ H_2

(C P^2 ; Z^) - őąřăğş¿źă£, ŕőřőęď-ěŋŋă£ łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ C P^1 ⊂ C P^2 . Čőňőńőčĺůěśłĺľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ łńăśś ξ ŕřěďśšăćń£ěšś£

ć ćĺďě ξ = sη, čďě s > 0 - ŋěů-ěšŋőě ůĺśńő.

Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ Arf (ξ) řăśśňőšřĺň ăńčěąřăĺůěśłş¿ łřĺćş¿ C śšěŕěŋĺ s > 0 C = { (x : y : z) | xs + ys^{−1}z = 0 } . İšă łřĺćă£ čőňěőňőřťŋă śťěřě S^2 ĺ čńăďłő ćńőęěŋă ć C P^2 ćś¿ďş, łřőňě šőůłĺ (0 : 0 : 1). Ć ¡šőľ šőůłě łřĺćă£ C ĺňěěš őśőąěŋŋőśšĳ šĺŕă xs +ys^{−1} = 0. Ŕşśšĳ D^4 - ňăńěŋĳłĺľ ÿăřĺł ś űěŋšřőň ć őśőąőľ šőůłě. Šőčďă ŕěřěśěůěŋĺě C ∩ ∂D^4 ⊂ S^3 ĺňěěš śńěďş¿źş¿ ŕăřăňěšřĺğăűĺ¿ x = −ei^(s^{−1)}t, y = eist, š.ě. £ćń£ěšś£ šőřĺůěśłĺň şğńőň šĺŕă K (s − 1, s) = K (s, s − 1). Řăśśňőšřĺň ňăńőě ÿěćěńěŋĺě C" łřĺćőľ C ć łńăśśě ăńčěąřăĺůěśłĺţ łřĺćżţ śšěŕěŋĺ s. Łřĺćă£ C" £ćń£ěšś£ ŋěőśőąőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ łřĺćőľ śšěŕěŋĺ s, ąńĺğłőľ ł C ćŋě ďĺśłă D^4, š.ě. C"\ ( C" ∩ D^4 ) ≈ D^2 ĺ C"∩∂D^4 = K (s, s − 1).

Čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś [C"] = sη = ξ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć łăřšě {z ≠ 0} łřĺćă£ C" ěśšĳ ňŋőęěśšćő ŋşńěľ őąźěčő ŕőńĺŋőňă p (x, y) śšěŕěŋĺ s ŕő śőćőłşŕŋőśšĺ ŕěřěňěŋŋżţ. Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ (x_0, y_0) ŕőńĺŋőň px_0;y_0 (λ) = p (λx_0, λy_0) ĺňěěš śšěŕěŋĳ s. Śńěďőćăšěńĳŋő, łăęďă£ ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăěšś£ ś C" ć s šőůłăţ (ś şů-ěšőň łřăšŋőśšěľ). İšő őŕřěďěń£ěš řăğćěšćń-ěŋŋőě s-ńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě φ : C" → C P^1_∞ ŋă ąěśłőŋěůŋő şďăń-ěŋŋş¿ ŕř£ňş¿ (őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőľ łăřšż). Šăł łăł deg φ = s, šő [C"] = s

[C P^{1 ]} = ξ.

Ďăńěě Arf (ξ) = Arf (C") ć śĺńş ăďďĺšĺćŋőśšĺ řăćěŋ Arf ( C" ∩ ∂D^4 ) + Arf ( D^2 ) = Arf ( C" ∩ ∂D^4 ) , š.ě. řăćěŋ Arf (K (s, s − 1)). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő şšćěřęďěŋĺ¿ 1 Arf (ξ) = ( 1 − s^2 ) /8 (mod2) .

Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň, š.ł. σ

(C P^{2 )} = 1 ĺ s^2 = (sη)∘(sη) = L (ξ, ξ). I Ć ğăłń¿ůěŋĺĺ ŕőśšřőĺň ŕřĺňěř śŕĺŋőřŋőčő ğăňłŋşšőčő őďŋőść£ğŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ M^4, ďń£ łőšőřőčő | |σ (M^4) | | = 16. Ŕřĺňěřőň šăłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ £ćń£ěšś£ ŕőćěřţŋőśšĳ Łşňňěřă (K_3-ŕőćěřţŋőśšĳ)

K_3 = { (z_0 : z_1 : z_2 : z_3) ∈ C P^3 | z^4_0 + z^4_1 + z^4_2 + z^4_3 = 0 } . Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕřőćěř£ěšś£, ůšő K_3 ěśšĳ ŋěőśőąă£ ŕőćěřţŋőśšĳ ć C P^3 .

Ńěňňă. Ŕşśšĳ Vd - ŋěőśőąă£ ŕőćěřţŋőśšĳ śšěŕěŋĺ d ć C P^n. Ŕőń-

ŋżľ łńăśś Ůęěŋ£ c (Vd) ěśšĳ őčřăŋĺůěŋĺě ŋă Vd łőčőňőńőčĺůěśłőčő łńăśśă (1 + a)n^{+1} · (1 + da)^{−1}, čďě a ∈ H^2 (C P n; Z) - łăŋőŋĺůěśłă£ őąřăğş¿źă£ łőńĳűă H^∗ (C P n; Z).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ u ∈ H^2 (C P^n; Z) - łőčőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś

ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě űĺłńş [Vd] ∈ H_2n_{−2} (C P n; Z), š.ł. u

([C P^{1 ])} = C P^1 ∘ Vd = d, šő u = da. Ŕőńŋżľ łńăśś Ůęěŋ£ ŋőřňăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ěśšĳ

c (νVd) = 1 + u |Vd. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ z - ŕřőĺğćőńĳŋżľ 2-űĺłń ć Vd, šő śěůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£ νV_d ŋăď z ěśšĳ ěčő ňăńőě ÿěćěńěŋĺě ĺ u |V_d (z) = [Vd] ∘ z.

Śńěďőćăšěńĳŋő, u |V_d ěśšĳ ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕřőďőńęěŋĺ¿ ŋěŋşńěćőčő čőńőňőřťŋőčő śěůěŋĺ£ ŋă 2-őśšőć ŕőćěřţŋőśšĺ Vd, š.ě. u |V_d= c_1 (νV_d). Ŕőśłőńĳłş τV_d ⊕ νV_d ≃ τCPn |V_d, šő c (Vd) ⌣ (1 + u |V_d) = (1 + a)n^{+1} |V_d. I Řăśśňőšřĺň ŋěőśőąş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ Vd śšěŕěŋĺ d ć C P^3 . Ŕő ŕřěďżďşźěľ ńěňňě ě-ě ŕőńŋżľ łńăśś Ůęěŋ£ řăćěŋ

c (Vd) = ( 1 + 4a + 6a^2 + 4a^3 ) ( 1 − da + d^2a^2 − d^3a^3 + . . . ) = = 1 + (−d + 4) a + ( d^2 − 4d + 6 ) a^2.

Śńěďőćăšěńĳŋő, łńăśś Ŕőŋšř£čĺŋă őćěźěśšćńěŋĺ£ Vd ĺňěěš ćĺď

p_1 (Vd) = c^2_1 (Vd) − 2c_2 (Vd) = (−d + 4)^2 a^2 − 2 ( d^2 − 4d + 6 ) a^2 = ( −d^2 + 4 ) a^2.

Ŕőśłőńĳłş [Vd] = d

[C P^{2 ]} (śň. ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Řőţńĺŋă), šő ůĺśńő

Ŕőŋšř£čĺŋă p_1 [Vd] = ( −d^2 + 4 ) d = −d^3 + 4d. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě Ţĺřűěąřşţă ő śĺčŋăšşřě (śň. ńěłűĺ¿ 4)

σ (Vd) = 1 3 p_1 [Vd] = − 1 3 d^3 + 4 3 d. Ć ůăśšŋőśšĺ ŕřĺ d = 4 ĺňěěň σ (K_3) = −16 ĺ c_1 (Vd) = (−d + 4) a = 0, š.ě. w_2 (Vd) = 0.

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő K3 - őďŋőść£ğŋă.

Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ťőřňă ŕěřěśěůěŋĺľ LK_3 = (−E_8) ⊕ (−E_8) ⊕ U ⊕ U ⊕ U (śň. őąőğŋăůěŋĺ£ ć ńěłűĺĺ 2).