ìÉÓÔÏË 0. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ

ðÕÓÔØ R { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É F { ÐÏÌÅ.

1. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ Á) Z; Â) F ; Œ) F [x]; Ç) Mn(F ) (ËÏÌØÃÏ ÍÁÔÒÉÃ

ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, ÚÄÅÓØ ÉÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÄŒÕÈÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ).

2. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÉÄÅÁÌÁ Œ ËÏÌØÃÅ Á) F [x; y]; Â) Z[x], ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ. 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a ∈ R ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ ⇔ a { ÏÂÒÁÔÉÍ. 4. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ R[[x]]. 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f = a0 +a1x+: : :anx^n ∈ R[x] { ÏÂÒÁÔÉÍ ⇔ a0 { ÏÂÒÁÔÉÍ É a1 : : : an

{ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Za × Zb^∼= Zab ⇔ ÞÉÓÌÁ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. 7. œÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ üÊÌÅÒÁ: ÅÓÌÉ n = p^{k1}_1 p^{k2}_2 : : :p^{kn}_n , ÔÏ ffi(n) = n(1 − 1 p1 )(1 −^1_{p2} ) : : :(1 −^1_{pn} ).

8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Z^∗_n ÃÉËÌÉÞÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ? 9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ R ÏÂÒÁÚÕÅÔ

ÉÄÅÁÌ U É Œ R=U ÎÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

10. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ Œ ËÏÌØÃÅ Á) Zn; Â) C ⊕ C ; Œ) Mn(F ); Ç) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1]; Ä) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C[0; 1].

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó

ÄÅÌÅÎÉÅÍ (ÔÅÌÏÍ). üÔÏ ÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f = a0 + a1x + : : :anx^n ∈ R[x] { ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ⇔ ∃a ∈ R : af = 0. 13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I < R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ⇔ R=I { ÐÏÌÅ. 14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I < R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ⇔ R=I { ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ ⇔

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ffi : R → F Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ É I = Kerffi.

15. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ É ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÁÈ a) Z; Â) C [x];

Œ) R[x].

16. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ ó[0; 1].

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ZÎÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÐÒÉÍÅÒÏŒ ËÏÌÅÃ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ.

18. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÌØÃÁ, ÇÄÅ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. 19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ Œ ËÏÌØÃÏ ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÐÏÄÐÏÌÅ.

20. õÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ R[x]=(x^2 − 1)^∼= R⊕ R.

21. äÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a; b ∈ R ËÏÌØÃÁ R[x]=(x − a) É R[x]=(x − b) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ? 22. ïÐÉÓÁÔØ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R[x]=(x^2 + ax + b).

23. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Á) ÏÂÒÁÚ ÉÄÅÁÌÁ; Â) ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÉÄÅÁÌÁ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÉÄÅÁÌÏÍ ? 24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

25. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

ìÉÓÔÏË 1. ðÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ

ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p?

ðÕÓÔØ A - ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, K - ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.

2. îÁÚÏŒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ A[X] ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÙ Œ

ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ - ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

3. (ìÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ). åÓÌÉ f ∈ A[X] ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ K, ÔÏ f pÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ A[X] Œ

ÐpÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

4. (ðÒÉÚÎÁË üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ f = a0X^n + a1X^{n−1} + · · · + an ∈ A[X]. ðÒÅÄÐÏ-

ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ p ∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ: p ̸|a_0; p|a_i; i > 0; p^2 ̸|a_n. ôÏÇÄÁ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ K.

5. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ Q ÄÌÑ^{n√}a; a ∈ Q, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ |a| =∈ Q^p ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÐpÏÓÔÏÇÏ p | n.

6. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÄ Q: Á) √ 2 + √ 3 Â) √ 6 + 3 √ 2 Œ) √√ 2 + √ −2 Ç) cos^π_{12} Ä) cos^π_5 Å) cos^π_{10}

7. (ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K ⊆ L ÉÍÅÅÔ

ÓÔÅÐÅÎØ 2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ L ÅÓÔØ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 2. ïÐÉÓÁÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ L ÎÁÄ K.

8. ïÐÉÓÁÔØ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. 9. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÅÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ Q:

Á) X^4 − 2 Â) X^4 + 4 Œ) X^p − 1, p - ÐÒÏÓÔÏÅ Ç) X^{pk} − 1 Ä)(X^2 − 2)(X^2 − 3)(X^2 − 5)(X^2 − 7) Å) (X^3 − 2)(X^3 − 3)(X^3 − 5)

10. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÐÏÄÐÏÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Fpn .

11. îÁÊÔÉ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p:

Á) X^{pk} − 1 Â) X^p − X − a.

12. îÁÊÔÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ X^p − T ÎÁÄ

Á) C (T ) Â) Q(T ) Œ) Zp(T ).

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p É ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Z_p[X] ÓÔÅÐÅÎÉ n.

ìÉÓÔÏË 2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ⊆ L { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ¸; ˛ ∈ L ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÎÁÄ K, ÔÏ

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ’ ∈ Gal(L=K) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’(¸) = ˛. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ⊆ L { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ É ¸ É ˛ { ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ L, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÎÁÄ K, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ L ÎÁÄ K ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ffi(¸) = ˛?

2. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ Q? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ

ÏÐÉÓÁÔØ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ.

Á) Q(^√2 +^√3) Â) Q(^√6 + 3^√2) Œ) Q(^{√√}2 +^√−2) Ç) Q(^{3√}2 +^√2) Ä) Q(cos^π_{12} ) Å) Q(cos^π_5 )

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[T ] ÓÔÅÐÅÎÉ n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ S_n. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÌÅÖÉÔ Œ A_n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ K^2.

4. îÁÊÔÉ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T^n +X1T^{n−1} +· · ·+Xn ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K(X1; · · · ; Xn). 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ çÁÌÕÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ.

6. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÂÁÛÎÉ ÐÏÌÅÊ K ⊆ L ⊆ M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ⊆ L, L ⊆ M

ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, Á K ⊆ M - ÎÅÎÏÒÍÁÌØÎÏ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ çÁÌÕÁ "ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ" ÜÔÕ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÎÁ ÑÚÙË ÇÒÕÐÐ.

7. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. 8. ïÐÉÓÁÔØ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 É 3.

9. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÉËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 4

? ïÐÉÓÁÔØ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ.

10. ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ Q Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ çÁÌÕÁ Z2, Z3, Z2 × Z2, Z4. 11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÅÍ çÁÌÕÁ É ÎÁÊÔÉ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ.

12. ïÐÉÓÁÔØ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T^4 − 5 ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ:

Á) Q Â) Q(^√5) Œ) Q(^√−5) Ç) Q(^√−1).

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊆ L ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L ⊆ M É ÌÀÂÏÇÏ K-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : L → M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ: ’(L) = L.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÑ L ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fg ÎÁÄ K ÒÁŒÎÁ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏÌÅÊ L_1 ÒÁÌÏÖÅÎÉÑ f É L_2 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g, ÔÏ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ çÁÌÕÁ ÉÍÅÅÍ: Gal(L=K) = Gal(L_1=K) × Gal(L_2=K).

15. ïÐÉÓÁÔØ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ Q:

Á) (T^2 − 2)(T^2 − 3)(T^2 − 5)(T^2 − 7) Â) (T^3 − 2)(T^3 − 3)(T^3 − 5)

16. ïÐÉÓÁÔØ ÇpÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ X^n − T ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C (T ). 17. ïÐÉÓÁÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ Q(^{n√}a); a ∈ Q; a > 0.

18. ðÕÓÔØ G - ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ L, H ⊆ G - ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ L^H ÎÁÄ L^G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ N_G(H)=H.

ìÉÓÔÏË 3. ëÒÕÇÏŒÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ.

ëÒÕÇÏŒÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n − 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ðÕÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ n É ÐÕÓÔØ C_n(x) ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ .

1. ðÕÓÔØ Cn(x) =^∏_ξ(x − ), ÇÄÅ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n

ÉÚ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ Q

1) x^n − 1 = ∏ d|n C_d(x);

2) C_n(x) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ;

3) ÅÓÌÉ p ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ Ó n, ÔÏ ^p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ C_n(x) (ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p);

4) C_n(x) = ó_n(x).

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ Q ó2 = x+1; C3 = x^2+x+1; C4 = x^2+1; C5 = x^4+x^3+x^2+x+

1; C_6 = x^2−x+1; C_8 = x^4+1; C_9 = x^6 +x^3 +1; C_{10} = x^4 −x^3 +x^2 −x+1; C_{12} = x^4 −x^2 +1 É C_p = x^{p−1} + x^{p−2} + : : : + 1, ÇÄÅ p { ÐÒÏÓÔÏÅ.

3. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q() : Q ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÕ

çÁÌÕÁ.

4. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Cn(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÏÄÉÍ.

òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ C_8(x) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_3.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ x ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉ-

ÎÅÊËÉ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÌÉÎ a; b; : : : ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ 2^m ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ŒÅÌÉÞÉÎ a; b; : : :.

6. äÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ËÒÕÇÏŒÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q() : Q ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 2^m ? 7. úÁÄÁÞÁ Ï ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÞÉÓÌÕ

2cos 2ı n = + ^{−1}:

œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ [Q( + ^{−1}) : Q]. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ?

œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ p ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É q = p^n. ðÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ Fq. 8. óÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÈÅÍÕ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÄÐÏÌÅÊ ÐÏÌÑ F_230 .

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-

ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

õËÁÖÅÍ ÔÒÉ ÓÐÏÓÏÂÁ ÑŒÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÑ F_q.

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ f(x) ÅÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÄ Fp É ÞÅ-

ÒÅÚ ¸ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ n ÏÔ ¸ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁÂÏÒ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÅ F_q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÅ F_p[x]=(f(x)).

10. óÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕËÁ-

ÚÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÌÑ Á) p = 2; f(x) = x^2 + x + 1, Â) p = 3; f(x) = x^2 + 1.

11. ðÕÓÔØ x ∈ F16 { ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^4 + x + 1 ∈ F2[x]. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ

F16, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ó x, ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Á) F2, Â) F4.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Fq ÅÓÔØ ËÒÕÇÏŒÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ q − 1 ÎÁÄ ŒÓÑËÉÍ

ÓŒÏÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ q − 1 ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p. ôÏÇÄÁ

Fq = {0; ; ^2; : : :; ^{q−1}}. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ C_{q−1} ∈ F_p[x] ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ËÏÒÎÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ .

13. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÌÑ F9. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ É ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 10, Â).

ôÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ.

œÓÑËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f(x) = a_0 + a_1x + : : : + a_{n−1}x^{n−1} + x^n ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × n:

0 0 : : : 0 −a_0 1 0 : : : 0 −a_1 0 1 : : : 0 −a_2 : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 : : : 1 −a_{n−1}

éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(A) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ f ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ F_p[x]. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_q ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÔÅÐÅÎÉ < n Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

14. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÌÑ F9 É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 + 1. 15. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 13

ÉÍÅÅÍ ^6 + = ^3, ÇÄÅ { ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 + x + 2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_3.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÓÔÏË.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ íÅÂÉÕÓÁ.

æÕÎËÃÉÑ íÅÂÉÕÓÁ —(n) = 1, ÅÓÌÉ n = 1; = (−1)^k, ÅÓÌÉ n = p_1p_1 : : :p_k { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ; =0, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ^∑_{d|n} —(d) = 1 ÐÒÉ n = 1 É 0 ÐÒÉ n > 1.

2. (ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ.) ðÕÓÔØ f É g { ÄŒÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ

ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ N Œ M (M = Z; R; F [x] É Ô.Ä.), ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

f(n) = ∑ d|n g(d):

ôÏÇÄÁ g(n) = ∑ d|n —(n d )f(d):

3. (ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ.) œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ

ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

f(n) = ∏ d|n g(d); ÔÏ g(n) = ∏ d|n f(d)^{μ( nd )}:

4. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Am,q

ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ m ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

A_{m,q} = 1 m ∑ d|m —(m d )q^d:

5. ïÃÅÎÉÔÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ q ÓÌÕÞÁÊÎÏ

ŒÙÂÒÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ m ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ C_n(x) ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁÄ Q ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

C_n(x) = ∏ d|n (x^d − 1)^{μ( nd )}:

7. îÁÊÔÉ

1) óÕÍÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1;

2) ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1; 3) óÕÍÍÕ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1.

ìÉÓÔÏË 4. ãÅÌÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ.

1. ðÕÓÔØ A { ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, K { ÅÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, L { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ

ÐÏÌÑ K, G { ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ L ÎÁÄ K É B { ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ L. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ff(B) = B ∀ff ∈ G É A = B^G.

2. ðÕÓÔØ A ⊂ B { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÏÌÅÃ, K { ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ

ËÏÌØÃÁ A, L { ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ B É ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊂ L ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ËÏÌØÃÏ C, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÅÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ G É ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÇÒÕÐÐÙ G ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ó^G = A É C^H = B.

3. ðÕÓÔØ A { ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, Á K { ÅÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ É ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ∀ x ∈ K x ∈ A ÉÌÉ x^{−1} ∈ A (ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÏÂÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ).

1) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ; 2) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁ.

4. ðÕÓÔØ A { ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ B, Á C { ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ B.

ðÕÓÔØ f; g ∈ B[x] É ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ fg ∈ C[x], ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ fg ÒÁŒÅÎ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f; g ∈ ó[x].

5. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A[x] Œ B[x]

ÅÓÔØ C[x]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ A ÅÓÔØ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ A[x] ÔÁËÖÅ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁ.

6. ðÕÓÔØ A { ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ É G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÅÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ É ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A^G ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ;

2) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ, ÇÄÅ A^G ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ, Á A { ÎÅÔ; 3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ÃÅÌÏ ÎÁÄ A^G.

7. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ :

1) C [x; y]=(x − y^2); 2) C [x; y]=(x^3 − y^2); 3) C [x; y; z]=(x^2 − yz) ?

8. ïÐÉÓÁÔØ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÌÅ Q(^√d), ÇÄÅ d { ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,

ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

9. ðÕÓÔØ d ∈ C [x] ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ïÐÉÓÁÔØ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ

ËÏÌØÃÁ C [x] Œ ÐÏÌÅ C (x)( √ d). 10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÏÌÅ Q(), ÇÄÅ ^p = 1 É p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ v = a0 + a1 + : : : + a_{p−2}^{p−2}, ÃÅÌÙÊ ÎÁÄ Z.

1) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{p−1}+x^{p−2}+: : :+1 ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÁ p (ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ) É ŒÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_0; a_1 : : : a_{p−2} ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÞÉÓÌÁ p; 2) îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ (a ∼ b), ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÏ ŒÔÏÒÏÍÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÑ Q() ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ :

1 − ∼ 1 − ^k (k = 1; 2 : : :p − 1); p ∼ (1 − )^{p−1};

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÃÅÌÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 − ), ÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ p;

4) œÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ v ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÅ- ÐÅÎÑÍ (1 − ) É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_0; a_1 : : :a_{p−2} ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

11. ðÕÓÔØ ` { ÐÏÄÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ c ÎÕÌÅÍ Œ Z+. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ

ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ C (`).

12. ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ Œ Z+ × Z+.

ìÉÓÔÏË 5. îÅÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ É ÍÏÄÕÌÉ.

1. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÌØÃÁ?

Á) ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ; Â) ËÏÌØÃÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[X_1]];

Œ) ËÏÌØÃÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ z Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; Ç) ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ z = 0; Ä) ËÏÌØÃÏ ÔÁËÉÈ f ∈ k[z], ÞÔÏ f^0 (0) = f^{00} (0) = · · · = f^{(k)}(0) = 0; Å) ËÏÌØÃÏ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ k[z; w], ÞÔÏ^{∂f}_{∂w} |_{z=0} = 0; Ö) ËÏÌØÃÏ k[X_1; · · · ; X_k; · · ·].

2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÎÅÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ - ÎÅÔÅÒÏŒÏ?

éÄÅÁÌ q ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ q_1; q_2 ÉÚ q = q_1 ∩ q_2 ÓÌÅÄÕÅÔ q = q_1 ÉÌÉ q = q_2. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÄÅÌÉ- ÔÅÌÉ 0 Œ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÅ A=q ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁÍÉ. òÁÄÉËÁÌÏÍ ÉÄÅÁÌÁ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ √q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N a^k ∈ q.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ q ÐÒÏÓÔ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ

q ÑŒÌÑÅÔÓÑ √q-ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

5. åÓÌÉ p - ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, q1; q2 - p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÅ, ÔÏ q1 ∩ q2 - ÔÏÖÅ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ

ÉÄÅÁÌ.

6. (ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÓËÅÒÁ-îÅÔÅÒ É ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ).

Á) œ ÎÅÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ.

Â) œ ÎÅÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÉÄÅÁÌ ÐÒÉÍÁÒÅÎ. Œ) œ ÎÅÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÒÁÄÉËÁÌÁÍÉ.

7. œ ÎÅÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ k ∈ N, ÞÔÏ (^√a)^k ⊆ a ⊆ √_a . A-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ M ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÎÅÔÅÒÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÍÏ-

ÄÕÌØ N ⊆ M ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎÅÔÅÒÏŒ.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÄÌÉÎÙ n ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ŒÉÄÁ M =

M0 ´ M1 ´ � ´ Mn = 0, ÇÄÅ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.

9. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, ÔÏ ÏÎ ÎÅÔÅÒÏŒ Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÁÑ

ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ (ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÒÔÉÎÏ- ŒÙÍÉ).

10. œÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ l(M) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÍÏÄÕÌÑ.

11. åÓÌÉ A - ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, m - ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A \ m ÏÂÒÁÔÉÍÙ Œ A,

a - ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ m^k, ÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ A=a ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ.

ìÉÓÔÏË 6. áÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÓÈÅÍÙ { ÐÅÒŒÏÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ A^n ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÏ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ËÒÏÍÅ ÚÁÄÁÞ 2, 3, 13, 14 É 18 ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

1. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ A^2, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÏ-

ÓÔÏÑÎÎÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

2. ðÕÓÔØ A { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ∈ A { ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ Spec A.

3. ðÕÓÔØ R { ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ É I { ÉÄÅÁÌ Œ R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÓÔÙÈ

ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ I, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ-

ÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓŒÑÚÎÏ (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁ-

ÒÉÓÓËÏÇÏ). œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ?

6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ A^n ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(X_1; : : :; X_n) = 0. ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. äÌÑ ËÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ a) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ Â) ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ ?

7. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ A^2 = A^1 × A^1 ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁ-

ÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ A^2 ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ A^1.

8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒ-

ÎÏÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ?

9. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ A^n → A^1 ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ.

10. óËÒÕÞÅÎÎÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ Y = {(t; t^2; t^3) | t ∈ C } ⊂ A^3.

îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ I(Y ).

11. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ : (1) A^1;

(2) {y = x^2} ⊂ A^2; (3) {y^2 = x^2 − 2x + 1} ⊂ A^2; (4) {y^2 = x^3} ⊂ A^2; (5) Ox ∪ Oy ⊂ A^2; (6) Ox ∪ {y = x^2} ⊂ A^2; (7) Ox ∪ {x = y^2} ⊂ A^2; (8) {x = y^2} ∪ {y = x^2} ⊂ A^2; (9) Ox ∪ Oy ∪ {x = y} ⊂ A^2; (10) Ox ∪ Oy ⊂ A^3; (11) Ox ∪ Oy ∪ Oz ⊂ A^3.

12. ðÕÓÔØ Y = {x^2 − yz = 0; xz − x = 0} ⊂ A^3. îÁÊÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Y

É ÏÐÉÓÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ.

13. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x; y], ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ Œ R^2.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ŒÓÑËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ.

15. ðÕÓÔØ I ⊂ C [x; y; z; w] { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÙ ( x y z y z w )

É ÐÕÓÔØ S = C [x; w], R = C [x; y; z; w]=I.

1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ S-ÍÏÄÕÌØ; 2) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ R → C [X; Y ];

3) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Spec R ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÊ y = a É y = x^n Œ A^2. äÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n É a ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Á) ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Â) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ?

17. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ó, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 = y^2z Œ A^3. ðÕÓÔØ C_a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ C ÔÏÞËÉ z = a ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÏÓØ Oz. óÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÈÅÍÙ ÎÁ C_a ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÏ C [C]=(z − a)C [C]. äÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a ÓÈÅÍÁ C_a Á) ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Â) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ ?

18. ïÐÉÓÁÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÔÏÞÅË É ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÈÅÍÅ Spec Z.

ìÉÓÔÏË 7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

Á) ÉÚ A^2 Œ A^3;

Â) ÉÚ A^1 Œ A^1 \ {0}?

2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ A^1 \ {0} Œ A^1?

3. íÏÒÆÉÚÍ ’ : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ’(X) ÚÁÍËÎÕÔ É ’ : X → ’(X) - ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ

A^n É ÐÒÏÅËÃÉÉ A^n ÎÁ A^m (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÇÒÁÆÉË).

4. ïÐÉÓÁÔØ ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : A^2 → A^3, ’(x; y) = (x; xy; xyz).

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A^1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x → ax + b ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a; b ∈ k; a ≠ 0.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÙ f1; · · · ; fn ∈ k[T1; · · ·; Tn] ÚÁÄÁÀÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A^n → A^n, ÔÏ ÉÈ ÑËÏÂÉÁÎ J =^{∂(f1,···,fn)}_{∂(T1,···,Tn)} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ k.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ k^∗; P ∈ k[T ] ÐÁÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ax; by + P (x) ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A^2 É ÔÁËÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ.

8. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ^{1−y}_x ÎÁ ËÒÉŒÏÊ x^2 + y^2 = 1. 9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔÏ A^3 \ Ox ÎÅ ÁÆÆÉÎÎÏ. 10. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÒÉŒÙÈ X ⊂ A^2 ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÑŒÎÏ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A^1 → X, ÎÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ. ïÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ X.

Á) X : y^2 = x^2 + x^3; Â) X : x^3 = y^3 − y^4; Œ) X : x^2 + y^2 = 5.

11. ðÕÓÔØ f ∈ k[T1; · · ·; Tn] - ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, X = V(f) -

ËŒÁÄÒÉËÁ. ðÕÓÔØ L - ÌÀÂÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O. äÌÑ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ı(x) ËÁË ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ Ox c L. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı : X → L ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ı ÂÕÄÅÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ?

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ A^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k.

12. ðÕÓÔØ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X ⊆ A^n ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ Fm−1(x1; · · ·; xn)+Fm(x1; · · · ; xn) =

0, ÇÄÅ F_{m−1}; F_m - ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ m − 1 É m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 11).

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Spec R ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 15 ÌÉÓÔËÁ 6 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 0 ÌÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØ-

ÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ A^n (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÒÉÍÉ- ÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ).

ðÕÓÔØ X; Y; Z - ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ’ : X → Y; : Z → Y - ÍÏÒÆÉÚÍÙ. òÁÓÓÌÏ- ÅÎÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ X É Z ÎÁÄ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´ = {(y; y)} ⊆ Y ×Y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ × : X × Z → Y × Y . ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X ×_Y Z É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË {(x; z)|’(x) = (z)} ⊆ X × Z.

15. Á) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ X ×Y Z ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ?

Â) åÓÌÉ X; Y; Z ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ X ×_Y Z ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ?

ìÉÓÔÏË 8. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

çÌÁÄËÉÅ É ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ.

ðÕÓÔØ A^n ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÏ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ Œ A^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉ-

ÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ.

2. ïÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ËÒÉŒÏÊ {x = t^3; y = t^4; z = t^5 | t ∈ C } Œ A^3.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ).

3. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ

ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÏ Œ X ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ.

4. ðÕÓÔØ f1; : : :; fk; g { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ A^n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÐÏ-

ÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ÕÒÏŒÎÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {f_1; : : :; f_k}, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÏÔ f_1; : : :; f_k.

5. ðÕÓÔØ {f = 0} { ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ A^n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÏÌØ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-

ŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ ÎÏÌØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ËÏÎÕÓÏÍ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ 3-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ

ÐÒÑÍÁÑ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

8. ïÐÉÓÁÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ 3-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÉ. 9. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ C1 É C2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÁ

ÎÉÈ ÅÓÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ P_1 É P_2 É C_1 \ P_1 ∼= C_2 \ P_2 ∼= A^1 \ {0}.

10. îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Á) xy + z^3 + w^2 = 0; Â) x^3 + y^2z + w^5 = 0 Œ A^4.

11. áÆÆÉÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ G Ó

ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ G × G → G É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ G → G ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ Á) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ; Â) ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ; Œ)

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ; Ç) ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÐÉÓÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ).

13. ðÕÓÔØ X ⊂ A^n { ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x = (0; : : :; 0) ∈ X,

A^{n+1} = A^n × A^1,^~X = {(a; t) | a ∈ A^n; t ∈ A^1; ta ∈ X} É ffi :^~X → A^1, :^~X → A^n {

ÐÒÏÅËÃÉÉ.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ~X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ~X = ~X_1 ∪ ~X_2, ~X_1 = ffi^{−1}(A^1 \ {0}), ~X_2 = {(a; 0) | a ∈ A^n}.

Â) ðÕÓÔØ ffi_1 É _1 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÎÁ ~X_1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ _1( ~X_1) ÅÓÔØ ÚÁÍÙ- ËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÅËÕÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ x.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ C_x = _1ffi^{−1}_1 (0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ Ë X Œ ÔÏÞËÅ x. Œ) ðÕÓÔØ X = {F_1 = 0; : : :; F_m = 0} ⊂ A^n. úÁÄÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÎÕÓ Œ ÎÕÌÅ Ë X.

Ç) ðÕÓÔØ T_x ÅÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë X Œ ÔÏÞËÅ x. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ C_x ⊂ T_x É ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞÅË C_x = T_x.

Ä) îÁÊÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ Œ ÎÕÌÅ Ë ËÒÉŒÏÊ {x^2 = y^3} ⊂ A^2.

Ç) ïÐÉÓÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÕÓÁ Ë ÔÏÞËÁÍ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

14. ðÕÓÔØ Y = {f = 0} { ËÒÉŒÁÑ Œ A^2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É f = f_1 + f_2 + : : : + f_d, ÇÄÅ f_i { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ i. ëÒÁÔÎÏÓÔØÀ —_0(Y ) ÔÏÞËÉ 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ r ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f_r ≠ 0. üÔÏ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏÓÌÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÅÅ Œ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÕÓÔØ Y É Z { ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ Œ A^2, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ f = 0 É g = 0 É ÐÕÓÔØ P ∈ Y ∩ Z. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (Y ∗ Z)_P ËÒÉŒÙÈ Y É Z Œ ÔÏÞËÅ P ËÁË ÄÌÉÎÕ C [x; y]_{(P )}-ÍÏÄÕÌÑ C [x; y]_{(P )}=(f; g).

Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÁ É ÞÔÏ (Y ∗ Z)_P ≥ —_P (Y )—_P (Z). (ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 11 ÌÉÓÔËÁ 5). Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÑÍÙÈ L, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ P , ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (L ∗ Y )_P = —_P (Y ).

ìÉÓÔÏË 9. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C Œ ÓÍÙÓÌÅ "ÏÂÙÞÎÏÊ" ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ

ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ Ó ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ).

2. (ìÅÍÍÁ îÅÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ X ÎÁ A^n.

3. îÏÒÍÁÌØÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÒÉŒÙÅ ? åÓÌÉ ÎÅÔ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ.

Á) y^2 = x^2 + x^3; Â) x^3 = y^3 − y^4; Œ) y^2 = x^5 − x^2.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓ x^2_1 + : : : + x^2_n = 0 Œ A^n ÎÏÒÍÁÌÅÎ ÐÒÉ n ≥ 3. 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ Fn(x; y) + Fn−1(x; y) = 0 ÎÅÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÅÓÌÉ Fn; Fn−1 {

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ n; n − 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, n ≥ 3.

6. ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ:

Á) x^d_1 + : : : + x^d_n = 0; Â) x^3 + y^2z + w^5 = 0;

Œ) x^2y^2 + y^2z^2 + z^2w^2 − xyzw = 0;

Ç) x^3 + y^3 + z^3 + a(x + y + z)^3 = 0, a ∈ k { ÐÁÒÁÍÅÔÒ.

îÁÚÏŒÅÍ ÓÔÅÐÅÎØÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ffi : X → Y ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X, Y deg_ϕ = dim_{k(Y )}k(X). îÁÚÏŒÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ffi ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ k(Y ) ⊂ k(X) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y | ffi^{−1}(y) |≤ degffi. œÅÒÎÏ

ÌÉ ÜÔÏ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ Y ?

îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÕ Y ∈ Y ÔÏÞËÏÊ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ | ffi^{−1}(y) |< degffi.

8. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏ Œ Y , Á ÅÓÌÉ ffi { ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É H { ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X=G ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Speck[X]^G, Á ÞÅÒÅÚ ı_{X,G} ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ X → X=G, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ k[X=G] = k[X]^G ⊂ k[X]. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ı_{X,H} : X → X=H. îÁËÏÎÅÃ ÞÅÒÅÚ ı_{X,G,H} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ X=H → X=G, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ k[X]^G ⊂ k[X]^H .

9. ðÕÓÔØ ffi : Y → Z { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÅÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ G É ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÙ É , ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÝÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ: X^{πX,H}−→ X=H^ξ−→ Y ↓ ı_{X,G,H} ↓ ffi X^{πX,G}−→ X=G^ψ−→ Z 10. ëÁËÏŒÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ıX,G,H : X=H → X=G

Œ ÔÏÞËÅ ı_{X,G}(x) ?

ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÈ. ðÕÓÔØ X { ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, G ⊂ Aut(X) { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÑÄÏË G ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ char k.

11. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ òÅÊÎÏÌØÄÓÁ \ ÎÁ k[X]: f^♮ =^1_{|G|} (^∑_{g∈G} g(f)). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ f ∈ k[X]^G, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ k[X] (fh)^♮ = fh^♮.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ G : V ÌÉÎÅÊÎÏ, f_1; : : :; f_n { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌ Œ k[V ], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍÉ f ∈ k[V ]^G, ÞÔÏ f(0) = 0, ÔÏ k[V ]^G = k[f^♮_1; : : :; f^♮_n].

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ k[X] ÉÍÅÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ

ËÏÔÏÒÙÈ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ.

14. œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 11, 12, 13, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ k[X]^G ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

15. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ

ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ { ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÉÚ 1.

16. ïÐÉÓÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ {±E} ⊂ GL(V ). 17. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ V=G ÄÌÑ G = {diag(—; —^{−1}) | —^m = 1}, V = A^2. 18. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ V=H, ÇÄÅ H {

ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ G É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ.

üËÚÁÍÅÎ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

17 ÍÁÑ 1998 ÇÏÄÁ.

1. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ – = ¸^2+¸+1 Œ ÐÏÌÅ Q(¸), ¸^3 −¸−1 = 0. 2. ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ Q Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ Z6. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÑŒÎÙÊ

ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

3. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ:

a) C^3 → C^3, (x; y; z) → (xyz; y^3z; x^3z^2); Â) C^3 → C^6, (x; y; z) → (x^2; y^2; z^2; xy; yz; zx).

4. ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ Œ C [x; y], ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÍÏÎÏÍÙ y^5; xy^6; x^3y^5, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÍÏÎÏÍ x^4y^5.

5. Á) ïÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁ-

ÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 3 × 3.

Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n.

6. ðÕÓÔØ Mp×q { ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ p × q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ffi : M_{1×2} × M_{2×2} → M_{1×2}; ffi(A; B) = AB:

Á) ïÐÉÓÁÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ffi^{−1}(0; 0). îÁÊ- ÔÉ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

Â) ðÒÉŒÅÄÅÎÁ ÌÉ ÓÈÅÍÁ ffi^{−1}(0; 0) ?

7. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I< k[x1; : : :; xn] ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÀ ~I<k[x0; x1; : : :; xn]

ËÁË ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ F (x_0; x_1; : : :; x_n), ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ F (1; x_1; : : :; x_n) ∈ I. ðÕÓÔØ I = (x^2_1 + x_2; x^2_1 + x_3) < k[x_1; x_2; x_3].

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ~I ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ x^2_1 + x_2x_0; x^2_1 + x_3x_0. Â) îÁÊÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ ~I.

8. Á) ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ∈ C [x1; : : :; xn] ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ X,

ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y^2 = F (x_1; : : :; x_n), ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ É ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ?

Â) ïÐÉÓÁÔØ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

9. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ SL2(C ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÑŒÎÏ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É

C^3._{Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ SL2(} C ) É C^3 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] áÔØÑ í., íÁËÄÏÎÁÌØÄ é., œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. í.: íÉÒ, 1972.

[2] ŒÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎ â. ì., áÌÇÅÂÒÁ. í.: îÁÕËÁ, 1979 (ÇÌÁŒÙ 6, 8, 15, 16,17).

[3] œÉÎÂÅÒÇ ü. â. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ. éÚÄÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ íë îíõ, íÏÓËŒÁ, 1995.

[4] œÉÎÂÅÒÇ ü. â. ïÎÉÝÉË á. ì. óÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ÇÒÕÐÐÁÍ ìÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ.

í.: îÁÕËÁ, 1988 (ÇÌÁŒÁ 2).

[5] ëÒÁÆÔ è. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. í.: íÉÒ, 1987 (ÐÒÉÌÏ- ÖÅÎÉÅ 1).

[6] ûÁÆÁÒÅŒÉÞ é. ò. ïÓÎÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. í.: îÁÕËÁ, 1988 (ÔÏÍ 1 ÇÌÁŒÁ 1 Ð. 1, 2, 3).

[7] èÁÍÆÒÉ äÖ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. í.: îÁÕËÁ, 1980 (ÇÌÁŒÁ 1).

[8] èÁÒÔÓÈÏÒÎ ò. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. í.: íÉÒ, 1981. (ÇÌÁŒÁ 1).

[9] Eisenbud D. Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry. Graduate Texts in Mathematics 150, Springer 1996.