Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 12 ťěćřăń£ 1998 1. Ŋăľďĺšě p-ăďĺůěśłőě řăğńőęěŋĺě ďń£ a) : : : 1246×: : : 6003 ć Q_7 ś ůěšżřĳň£ ğŋăłăňĺ; b) : : : 1323^{−1} ć Q_5 ś ůěšżřĳň£ ğŋăłăňĺ; c) 900 − : : : 312; 3 ć Q_{11} ś ůěšżřĳň£ ğŋăłăňĺ; d)^2_3 ć Q_2; e) −^1_6 ć Q_7; f)^1_{10} ć Q11; g) −^9_{16} ć Q13; h)^1_{1000} ć Q5; i) 720 ć Q3; j)^1_6 ć Q3; k)^1_{24} ć Q2; l)^1_{120} ć Q5.

2. Ďőłăęĺšě, ůšő p-ăďĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ ůĺśńă a ∈ Q_p ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăłőć ďő ğăŕ£šőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a £ćń£ěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň řăűĺőŋăńĳŋżň ůĺśńőň śő ğŋăňěŋăšěńěň, řăćŋżň śšěŕěŋĺ ůĺśńă p.

3. Ďőłăęĺšě, ůšő p-ăďĺůěśłă£ ğăŕĺśĳ ůĺśńă a ∈ Q_p ŕěřĺőďĺůŋă ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ňěśšă ŋăńěćő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a ∈ Q.

4. Ćżůĺśńĺšě ± √ −1 ć Q_{13} ś ůěšżřĳň£ ğŋăłăňĺ.

5. Ćżůĺśńĺšě ćśě ůěšżřě^4 √ 1 ć Q_5 ś ůěšżřĳň£ ğŋăłăňĺ.

6. Łăłĺě ĺğ śńěďş¿źĺţ 11-ăďĺůěśłĺţ ůĺśěń ĺňě¿š łćăďřăšŋżě łőřŋĺ ć Q_{11}? a) 5; b) 7; c) −7; d) 1935; e) 703,63; f) 7036,3; g) 11^7; h) 7 − 600; i) : : : 9876543210; 05.

7. Ŋăľďĺšě őąńăśšĳ śţőďĺňőśšĺ ř£ďőć ă)^{∑∞}_{n=0}^{xn}_{n!} ; x ∈ Q_p; b)^{∑∞}_{n=1}^{xn}_n ; x ∈ Q_p. 8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńě p-ăďĺůěśłĺţ ůĺśěń ŋě ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ăćšőňőřťĺğňőć. 9. Ŕřěďśšăćĺšěńĺ Šěľţň¿ńńěřă. Ŕşśšĳ a ∈ Z_p. Ďőłăęĺšě, ůšő a^{pn} ≡ a^{pn}�^1 (mod p^n) ďń£ ćśěţ n = 1; 2; 3; : : :. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (a^{pn}) śţőďĺšś£ ć Z_p ł ŋěłőšőřőňş ůĺśńş t. Ďőłăęĺšě, ůšő t^p = t ĺ t ≡ a (mod p). Šăł ŕőńşůă¿šś£ ćśě p łőřŋěľ şřăćŋěŋĺ£ x^p − x = 0 ć Q_p.

10. Ŕř£ňőşčőńĳŋĺł řăğřěğăŋ ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ őďĺŋăłőćőľ ŕńőźăďĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺţ ůĺśńő ůěšŋő.

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 19 ťěćřăń£ 1998 1. Ďń£ ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă m őąőğŋăůĺň ůěřěğ N_m űěńş¿ ůăśšĳ (1 + √ 3)^{2m+1}. Ďőłăęĺšě, ůšő ‖N_m‖_2 = 2^{−m−1}.

2. Ŕşśšĳ S_k(n) = 1^k + 2^k + 3^k + : : : + (n − 1)^k, a B_k | k-e ůĺśńő Ąěřŋşńńĺ (k ≥ 4 ůěšŋő). Ďń£ ŕřőśšőčő p > 3 ďőłăęĺšě ‖p^{−m}S_k(p^m) − B_k‖_p ≤ p^{−2m+ε} ŕřĺ m ≥ 1, čďě " = 1, ěśńĺ p − 1 ďěńĺš k − 2, ĺ " = 0 ĺŋăůě.

3. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăľďşšś£ űěńżě 7-ăďĺůěśłĺě ůĺśńă x; y; z ćśě ŋě ďěń£źĺěś£ ŋă 7, šăłĺě, ůšő x^7 + y^7 = z^7.

4. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň p şřăćŋěŋĺě x^2 + 2y^4 − 17z^4 = 0 ĺňěěš ŋěŋşńěćżě řěÿěŋĺ£ ć Z_p. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć ŕřőÿńőň śěňěśšřě ążńă ğăďăůă, śőčńăśŋő łőšőřőľ ¡šő şřăćŋěŋĺě ŋě ĺňěěš űěńżţ (ŋěŋşńěćżţ) řěÿěŋĺľ.

5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ń¿ąőň p śńěďş¿źĺě ŕőńĺŋőňż ĺňě¿š ŋşńĺ ć Z_p: a) (x^2 −2)(x^2 −17)(x^2 −34); b) (x^3 − 37)(x^2 + 3).

6. Őŕřěďěńĺň ůĺśńő śőůěšăŋĺľ^{(t}_n^) ďń£ ŕěřěňěŋŋőľ t ĺ ŋăšşřăńĳŋőčő n łăł^{(t}_n^) :=^{t(t−1)...(t−n+1)}_{n!} . Ďőłăęĺšě

ă) ďń£ s; t ∈ Q_p ĺňěěň^{(s+t}_n^) =^{∑n}_{j=0}^{(s}_j^{)( t}_{n−j}^); b) ěśńĺ t ∈ Z_p, šő^{(t}_n^) ∈ Z_p;

c) ř£ď G(b; t) := 1 +^{(t}_1^)b + : : : +^{(t}_n^)b^n + : : : śţőďĺšś£ ďń£ t ∈ Z_p; b ∈ pZ_p; d) ěśńĺ s ∈ Z_p, šő G(b; s)G(b; t) = G(b; s + t);

e) łăł ŕřőďőńęĺšĳ ¡šş ťşŋłűĺ¿ ŋă t ∈ Q_p? Ŕřőďőńęĺšě ĺ ďőłăęĺšě, ůšő G(−8;^1_2 )^2 = −7 ∈ Q_2. 7. Ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş ďń£ “(2k) ĺ ťőřňşńş Śšĺřńĺŋčă n! ∼ √ 2ınn^ne^{−n} (š.ě. őšŋőÿěŋĺě ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ śšřěňĺšś£ ł 1 ŕřĺ n → ∞), ŋăľďĺšě ăśĺňŕšőšĺłş |B_{2k}| (őążůŋżľ ňőďşńĳ) ŕřĺ k → ∞.

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 26 ťěćřăń£ 1998 1. Ğăŕĺÿěň 2-ăďĺůěśłĺě ůĺśńă a; b ć ťőřňě a = 2^αu; b = 2^βv, čďě u; v | 2-ăďĺůěśłĺě ěďĺŋĺűż.

Őŕřěďěńĺň čőňőňőřťĺğňż ĺğ čřşŕŕż 2-ăďĺůěśłĺţ ěďĺŋĺű ć Z=2Z : "(u) =^{u−1}_2 (mod 2); !(u) =^{u2−1}_8 (mod 2). Ďőłăęĺšě, ůšő

ă) (a; b)_2 = (−1)^{ε(u)ε(v)+αω(v)+βω(u)};

b) Ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă Q^∗_2=(Q^∗_2)^2 × Q^∗_2=(Q^∗_2)^2 → Z=2Z = {±1}; ⟨a; b⟩ = (a; b)_2 ŋěćżřőęďěŋă ĺ ć

ąăğĺśě 2; −1; 5 ĺňěěš ćĺď

1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1 .

2. a) Ćżůĺśńĺšě čřşŕŕş F_p((t))^∗= (F_p((t))^∗)^2;

b) Ćżůĺśńĺšě ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć Z=2Z = {±1}, ğăďăćăěňş¿ śĺňćőńőň Čĺńĳąěřšă ŋă ¡šőľ čřşŕŕě.

3. Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ¿ log(x), ğăďăŋŋş¿ őążůŋżň ř£ďőň Š¡ľńőřă ŕřĺ ‖x−1‖_p < 1 (śň. ğăďăůş 7b ł 12 ťěćřăń£) ĺ şśńőćĺěň log(p) = 0, ňőęŋő őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă Q^∗_p šăł, ůšőąż log(xy) = log(x) + log(y).

4. Ŕşśšĳ a_n | ňăłśĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ 2, ďěń£źă£ ůĺśńĺšěńĳ (ŋěśőłřăšĺňőľ ğăŕĺśĺ) řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă 2 + 2^2=2 + 2^3=3 + 2^4=4 + : : : + 2^n=n. Ďőłăęĺšě, ůšő a_n → ∞ ŕřĺ n → ∞. Őűěŋĺšě śłőřőśšĳ řőśšă a_n.

5. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źěě ďőłăğăšěńĳśšćő ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĺ ı. Ŕşśšĳ ı = a=b, a p ≠ 2 | ŕřőśšőě ůĺśńő, ŋě ďěń£źěě a. Šőčďă 0 = sin(pbı) = sin(pa) =^{∑∞}_{n=0}(−1)^n(pa)^{2n+1}=(2n + 1)! ≡ pa (mod p^2), ůšő ŋěćőğňőęŋő.

6. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źěě ďőłăğăšěńĳśšćő šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ e. Ěśńĺ e ăńčěąřăĺůŋő, šő ĺ e − 1 šőęě ăńčěąřăĺůŋő. Ćőğĳňěň ŕřőśšőě p ≠ 2, ŋě ďěń£źěě ŋĺ ůĺśńĺšěńĳ, ŋĺ ğŋăňěŋăšěńĳ ŋĺłăłőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ňĺŋĺňăńĳŋżţ ňŋőčőůńěŋőć e ĺ e − 1 ŋăď Q. Šőčďă ‖e‖_p = ‖e − 1‖_p = 1. Ŕő¡šőňş 1 = ‖e−1‖^p = ‖(e−1)^p‖_p = ‖e^p −1− ∑p_{−1} i=1 ( p i ) (−e)^i‖_p. Ć ŕőśńěďŋěľ śşňňě ćśě ąĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ďěń£šś£ ŋă p, a ‖ − e‖_p = 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, 1 = ‖e^p − 1‖_p = ‖^{∑∞}_{n=1} p^n=n!‖_p, ůšő ŋěćőğňőęŋő, šăł łăł łăęďőě śńăčăěňőě ć ďăŋŋőľ śşňňě ĺňěěš ŋőřňş ňěŋĳÿě 1.

7. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źěě řăćěŋśšćő ć Q_3 :^{∑∞}_{n=1}(−1)^{n 32n}_{n42n} = 2 ·^{∑∞}_{n=1}^{32n}_{n4n} . Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 5 ňăřšă 1998 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ťőřňă x^2 − ¸y^2 ŋăď ŕőńěň Ł ŕřěďśšăćń£ěš ¡ńěňěŋšż ‚ ĺ ˛, šő őŋă ŕřěďśšăćń£ěš ĺ ‚˛.

2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď łőŋěůŋżň ŕőńěň F_q ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ≠ 2 ćś£łă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă őš n ŕěřěňěŋŋżţ ś őŕřěďěńĺšěńěň d ≠ 0 ¡łćĺćăńěŋšŋă ťőřňě x^2_1 + : : : + x^2_{n−1} + dx^2_n. Šăłĺň őąřăğőň, ďćě ŋěćżřőęďěŋŋżě ťőřňż őš n ŕěřěňěŋŋżţ ś őŕřěďěńĺšěń£ňĺ d_1; d_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă d_1d^{−1}_2 ∈ (F^∗_q)^2.

3. Ŕşśšĳ p ≠ 2. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă Ćĺššă W (F_p) řăćŋă Z=4Z, ěśńĺ p = 4k + 3, ĺ W (F_p) = Z=2Z ⊕ Z=2Z, ěśńĺ p = 4k + 1.

4. Ďőłăęĺšě, ůšő ć čřşŕŕě Ćĺššă W (K) ŕőř£ďőł ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă řăćěŋ 2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă −1 ∈ (K^∗)^2.

5. Řăśśňőšřĺň śšěŕěŋŋőľ ř£ď G(b; t) ďń£ ťşŋłűĺĺ (1 + b)^t ĺğ ğăďăůĺ 6 ł 19 ťěćřăń£. Ďőłăęĺšě, ůšő ă) G(−^p_{p+1} ; −n) (čďě n | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő) śţőďĺšś£ ł őďŋőňş ĺ šőňş ęě ŋăšşřăńĳŋőňş ůĺśńş ć Q_p ĺ R;

b) G(^{p2+2mp}_{m2} ;^1_2 ) (čďě m > p(1 + √ 2) | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, ŋě ďěń£źěěś£ ŋă p) śţőďĺšś£ ł őďŋőňş ĺ šőňş ęě řăűĺőŋăńĳŋőňş ůĺśńş ć Q_p ĺ R;

c) G(^p_{n2} ;^1_2 ) (čďě p ≥ 7, a n =^{p−1}_2 ) śţőďĺšś£ ł řăğŋżň ůĺśńăň ć Q_p ĺ R.

6. ă) Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ąěśłőŋěůŋőľ śşňňż ŋěŋşńěćżţ řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń, łőšőřă£ śţőďĺšś£ ŕő ŋőřňě ‖ ‖_p ŕřĺ ćśěţ ŕřőśšżţ p, ă šăłęě łăł śşňňă ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń (ŕő ŋőřňě | |);

b) Ňőęěš ńĺ šăłă£ śşňňă śţőďĺšĳś£ ł ŋěłőšőřőňş řăűĺőŋăńĳŋőňş ůĺśńş ŕő łăłőľ-ŋĺąşďĳ ĺğ ŋőřň | |; ‖ ‖_p? Ŕő ćśěň ŋőřňăň?

7. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő k p-ăďĺůěśłőě ůĺśńő^{∑∞}_{n=0} n^kp^n ńěęĺš ć Q.

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 19 ňăřšă 1998 1. Ŕřĺ łăłĺţ p ťőřňă 2x^2 − 15y^2 + 14z^2 ŋě ŕřěďśšăćń£ěš ŋşń£ ć Q_p? 2. Łăłĺě 5-ăďĺůěśłĺě ůĺśńă ŕřěďśšăćń£ěš ťőřňă 2x^2 + 5y^2? 3. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă Ćĺššă p-ăďĺůěśłĺţ ŕőńěľ ĺňěěš śńěďş¿źĺľ ćĺď: ă) W (Q_2) = Z=8Z ⊕ Z=2Z ⊕ Z=2Z; b) W (Q_p) = Z=4Z ⊕ Z=4Z, ěśńĺ p = 4k + 3;

c) W (Q_p) = Z=2Z ⊕ Z=2Z ⊕ Z=2Z ⊕ Z=2Z, ěśńĺ p = 4k + 1.

4. Ŋăľďĺšě łřĺšěřĺľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň ŋăď F_p((t)), ăŋăńőčĺůŋżľ łřĺšěřĺ¿ ďń£ Q_p, ĺ ćżůĺśńĺšě čřşŕŕş Ćĺššă W (F_p((t))).

5. ă) Ŕşśšĳ h(x; y; z) = x^4 + y^4 + z^4 − xyz(x + y + z) − (x^2y^2 + y^2z^2 + z^2x^2). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ţőšĳ őďŋő ĺğ x; y; z ∈ Z_2 ŋě ďěńĺšś£ ŋă 2, šő h(x; y; z) ≡ 1 (mod 4);

b) Ŕőńőęĺň g(x_1; : : : ; x_9) = h(x_1; x_2; x_3) + h(x_4; x_5; x_6) + h(x_7; x_8; x_9); ˘(x_1; : : : ; x_{18}) = g(x_1; : : : ; x_9) + 4g(x_{10}; : : : ; x_{18}). Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőńěň Q_2 ěśńĺ ˘(x_1; : : : ; x_{18}) = 0, šő x_1 = : : : = x_{18} = 0.

İšő łőŋšřŕřĺňěř ł čĺŕőšěğě İ.Ăřšĺŋă ő šőň, ůšő őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ d őš ≥ 1 + d^2 ŕěřěňěŋŋżţ ŋăď Q_p ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżě ŋşńĺ. Ďń£ d = 1; 2; 3 ¡šă čĺŕőšěğă ćěřŋă.

6. Ŕşśšĳ f(x_1; : : : ; x_n) | őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ r ŋăď ŕőńěň Q_p; p ≠ 2, ś űěńżňĺ păďĺůěśłĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, őąńăďă¿źĺľ śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: f(x_1; : : : ; x_n) ≡ 1 (mod p^{m+1}), ěśńĺ ćśě x_i űěńżě ĺ ţőšĳ őďĺŋ x_i ŋě ďěńĺšś£ ŋă p. Ďőłăęĺšě, ůšő r ďěńĺšś£ ŋă (p − 1)p^m.

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 26 ňăřšă 1998 1. Ŕşśšĳ a; b; c ∈ Z | ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ůĺśńă, śćőąőďŋżě őš łćăďřăšőć, ŋě ćśě őďŋőčő ğŋăłă. Ďőłăęĺšě, ůšő ťőřňă ax^2 + by^2 + cz^2 ŕřěďśšăćń£ěš ŋşńĳ ŋăď Q šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăğřěÿĺňż ćśě šřĺ śńěďş¿źĺě śřăćŋěŋĺ£: t^2 ≡ −bc (mod a); u^2 ≡ −ca (mod b); v^2 ≡ −ab (mod c) (šěőřěňă Ńěęăŋďřă).

2. Ŕřěďśšăćń£¿š ńĺ ŋşńĳ ć Q ťőřňż a) 3x^2 + 5y^2 − 7z^2; b) 3x^2 − 5y^2 − 7z^2? 3. Łăłĺě ŕřőśšżě űěńżě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă ŕřěďśšăćń£¿šś£ ťőřňăňĺ a) x^2 + y^2; b) x^2 + 5y^2; c) x^2 − 5y^2?

4. Łăłĺě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă ŕřěďśšăćń£¿šś£ ťőřňăňĺ ă) 2x^2 − 5y^2; b) 2x^2 − 6y^2 + 15z^2? 5. Ŕřĺ łăłĺţ űěńżţ řăűĺőŋăńĳŋżţ a ťőřňă x^2 + 2y^2 − az^2 ŕřěďśšăćń£ěš ŋşńĳ ć Q? 6. Ŋăľďĺšě ćśě řăűĺőŋăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ x^2 + y^2 − 2z^2 = 0.

7. Łăłĺě ĺğ ťőřň x^2 − 2y^2 + 5z^2; x^2 − y^2 + 10z^2; 3x^2 − y^2 + 30z^2 ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ ŋăď Q? 8. Ćżůĺśńĺšě čřşŕŕş Ćĺššă W (Q).

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 2 ăŕřěń£ 1998 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋőřňĺřőćăŋĺ£ (šőůŋěě, ĺţ łńăśśż ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ) ŋă F_q(t) ĺśůěřŕżćă¿šś£ ŋőřňĺřőćăŋĺěň ‖P (t)‖_∞ = q^{deg P} (P (t) ∈ F_q[t]) ĺ ŋőřňĺřőćăŋĺ£ňĺ, ŋşňěřşěňżňĺ ŕřőśšżňĺ ĺďěăńăňĺ łőńĳűă F_q[t] (š.ě. şŋĺšăřŋżňĺ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ ŋăď F_q).

2. Ğăďăľšě őąřăğş¿źĺňĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ šěńő łćăšěřŋĺőŋőć ŋăď Q, łőšőřőě őśšăěšś£ łćăšěřŋĺőŋăňĺ ć šőůŋőśšĺ ŋăď śńěďş¿źĺňĺ ŕőń£ňĺ: ă) Q_2 ĺ Q_3; b) Q_3 ĺ R; c) Q_2; Q_3; Q_5; Q_7.

3. Ğăďăľšě őąřăğş¿źĺňĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ šěńő łćăšěřŋĺőŋőć ă) ŋăď F_3(t), łőšőřőě őśšăěšś£ łćăšěřŋĺőŋăňĺ ć šőůŋőśšĺ ć šőůłăţ ă) 0 ĺ ∞; b) t^2 + 1 ĺ t + 1; c) ŋăď F_9(t), łőšőřőě őśšăěšś£ łćăšěřŋĺőŋăňĺ ć šőůŋőśšĺ ć šőůłăţ ± √ −1. 4. Ďőłăęĺšě, ůšő řşůŋőľ śĺňćőń şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿ Śšěľŋąěřčă {a; 1 − a} = 1 ∀a ∈ Fq((t)).

5. Ŕřĺďşňăľšě (š.ě. ğăďăľšě őąřăğş¿źĺňĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ) łăłőě-ŋĺąşďĳ 9-ňěřŋőě šěńő ŋăď a) Q7; b) F7((t)).

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 9 ăŕřěń£ 1998 1. Ďőłăęĺšě, ůšő łńăśśż ĺğőňőřťĺğňă 4-ňěřŋżţ šěń ŋăď F_q(t) ŋşňěřş¿šś£ ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ ůěšŋżňĺ ŋăąőřăňĺ šőůěł (š.ě. łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋőřňĺřőćăŋĺľ) F_q(t), ŋăď łőšőřżňĺ šěńă őśšă- ¿šś£ šěńăňĺ (š.ě. ŋě řăśźěŕń£¿šś£).

2. Ďőłăęĺšě, ůšő śőőšŋőÿěŋĺě {x; y} = {y; x}^{−1} ć čřşŕŕě K_2(F ) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőń£ F ťőřňăńĳŋő ćżšěłăěš ĺğ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ Śšěľŋąěřčă {x; 1 − x} = 1.

3. Ćżůĺśńĺšě čřşŕŕş K_2(F_q).

4. Ŕşśšĳ Q | śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋă ůěšŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ŕőńěň K, charK ≠ 2. Ğăďăďĺň ăńčěąřş Łńĺťťőřďă Cl(Q) őąřăğş¿źĺňĺ v ∈ V ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ uv + vu = 2Q(u; v) · 1. Ďőłăęĺšě, ůšő Cl(Q) | űěŋšřăńĳŋă£ ŕřőśšă£ ăńčěąřă řăğňěřŋőśšĺ 2^{dim V} ŋăď K.

5. Ŕşśšĳ H | śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă řăŋčă 2, ŕřěďśšăćń£¿źă£ ŋşńĳ. Ďőłăęĺšě, ůšő Cl(H) = Mat_2(K). Ŕşśšĳ W^+(K) | ŕőďčřşŕŕă čřşŕŕż Ćĺššă, śőśšő£źă£ ĺğ (łńăśśőć) ťőřň ůěšŋőčő řăŋčă. Ğăďăěš ńĺ őšőąřăęěŋĺě Q →Cl(Q) čőňőňőřťĺğň W^+(K) →Br(K)?

6. Ćżůĺśńĺšě łńăśś Cl(x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4) ć a) Br(Q_2); b) Br(Q_3); c) Br(Q_5); d) Br(R).

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 16 ăŕřěń£ 1998 1. Śłőńĳłő šőůěł ŕőń£ F_q(t) ĺňě¿š ŕőńě ćżůěšőć F_qn ?

2. ă) Ĺğćěśšŋő, ůšő ŕőŕőńŋěŋĺě ŕőń£ F_2(t) ć šőůłě x = t^2 +t+1 ĺğőňőřťŋő ŕőń¿ F_4((z)). Ŋăľďĺšě ć £ćŋőň ćĺďě^3 √ 1 ć^^F_2(t)_x (łăł ŕřěďěń ŋěłőšőřőľ łőŋłřěšŋőľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ);

b) Ŋăľďĺšě ć £ćŋőň ćĺďě i ∈^^R(t)_t2_{+1} ∼= C((z)).

3. Ŕşśšĳ charF_q ≠ 2, x | šőůłă ŕőń£ F_q(t), ĺ {; }_x : K_2(F_q(t)) → F^∗_x | őšőąřăęěŋĺě řşůŋőčő śĺňćőńă. Ďőłăęĺšě, ůšő ⊕_{x≠∞}{; }_x : K_2(F_q(t)) → ⊕_{x≠∞}F^∗_x | ĺğőňőřťĺğň. Šăłĺň őąřăğőň, K_2(F_q(t)) ⊂ ⊕F^∗_x | ŕőďčřşŕŕă, ğăďăćăěňă£ şřăćŋěŋĺěň ćğăĺňŋőśšĺ Ă.Ćěľń£.

4. a) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ H_1 ĺ H_2 | ďćă ŋěĺğőňőřťŋżţ šěńă łćăšěřŋĺőŋőć ŋăď Q, šő H_1 ⊗QH_2 ∼= Mat_2(H_3) ďń£ ŋěłőšőřőčő šěńă łćăšěřŋĺőŋőć H_3 ŋăď Q. Ćżůĺśńĺšě łńăśś ĺğőňőřťĺğňă H_3. Šăłĺň őąřăğőň, ćśěćőğňőęŋżě łćăšěřŋĺőŋż őąřăğş¿š ŕőďčřşŕŕş Br_2(Q) ⊂Br(Q). b) Ďőłăęĺšě šő ęě śăňőě ďń£ F_q(t).

5. Ďőłăęĺšě, ůšő K_2(C) ŋěśůěšŋă.

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 30 ăŕřěń£ 1998 1. Ŕőśšřőľšě ćżŕşłńőě őčřăŋĺůěŋŋőě űěŋšřăńĳŋő śĺňňěšřĺůŋőě šěńő őąžěňă řőćŋő 2^n, ŋě śőďěřęăźěě ŋĺłăłĺţ šőůěł śšăŋďăřšŋőľ řěÿěšłĺ, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ŋăůăńă łőőřďĺŋăš.

2. Ŕşśšĳ x_1; : : : ; x_s; y_1; : : : ; y_t; z_1; : : : ; z_t | łőőřďĺŋăšż ć R^{s+2t}. Ŕşśšĳ šěńő X ğăďăŋő ŋěřăćěŋśšćőň |x_1| + : : : + |x_s| + 2 √ y^2_1 + z^2_1 + : : : + 2^√y^2_t + z^2_t < a. Ďőłăęĺšě, ůšő volX = 2^s(^π_2 )^{t an}_{n!} . Ďőłăęĺšě, ůšő X ćżŕşłńő.

3. Ŕşśšĳ c_1; : : : ; c_n | ćěźěśšćěŋŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă, ĺ (a_{ij}) | ćěźěśšćěŋŋă£ őąřăšĺňă£ n × n-ňăšřĺűă. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ c_1 : : : c_n > | det(a_{ij})|, šő ŋăľďşšś£ űěńżě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă x_1; : : : ; x_n, ŋě ćśě řăćŋżě ŋşń¿, šăłĺě ůšő |^{∑n}_{j=1} a_{ij}x_j| < c_i; 1 ≤ i ≤ n.

4. Ŕşśšĳ a_{ij}; 1 ≤ i ≤ k; 1 ≤ j ≤ n, | űěńżě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă, ĺ m_i; 1 ≤ i ≤ k, | ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő űěńżţ šőůěł (x_1; : : : ; x_n) ć R^n šăłĺţ, ůšő^{∑n}_{j=1} a_{ij}x_j ≡ 0 (mod m_i); 1 ≤ i ≤ k, őąřăğşěš ŕőńŋş¿ řěÿěšłş łőőąžěňă ŋě ąőńĳÿě m_1 : : : m_k.

5. Ŕşśšĳ a; b; c | ŋěŋşńěćżě űěńżě řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă, ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ĺ śćőąőďŋżě őš łćăďřăšőć, ĺ ŕşśšĳ |abc| = 2^λp_1 : : : p_s, čďě p_i | ŋěůěšŋżě ŕřőśšżě ůĺśńă, ă – = 0; 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ťőřňă ax^2 + by^2 + cz^2 ŕřěďśšăćń£ěš ŋşńĳ ćő ćśěţ ŕőń£ţ p-ăďĺůěśłĺţ ůĺśěń.

a) Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ŋăľďşšś£ űěńőůĺśńěŋŋżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż L_1; : : : ; L_s; L^′; L^{′′} őš šřěţ ŕěřěňěŋŋżţ šăłĺě, ůšő ďń£ űěńżţ u; v; w ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ śřăćŋěŋĺě au^2+bv^2+cw^2 ≡ 0 (mod 4|abc|) ŕřĺ şśńőćĺĺ L_i(u; v; w) ≡ 0 (mod p_i); 1 ≤ i ≤ s; L^′(u; v; w) ≡ 0 (mod 2^{1+λ}); L^{′′}(u; v; w) ≡ 0 (mod 2).

b) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ M řěÿěšłş űěńżţ šőůěł (u; v; w) ∈ R^3, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ćżÿěŕřĺćěďěŋŋżň śřăćŋěŋĺ£ň. Ć śĺńş Ğăďăůĺ 4, ěě łőőąžěň ŋě ŕřěćőśţőďĺš 4|abc|. Ŕşśšĳ X ⊂ R^3 | ¡ńńĺŕśőĺď, ğăďăŋŋżľ ŋěřăćěŋśšćőň |a|x^2 + |b|y^2 + |c|z^2 < 4|abc|. Ďőłăęĺšě, ůšő volX =^{32}_3 ı|abc|. Ćżćěďĺšě ĺğ Ńěňňż Ňĺŋłőćśłőčő, ůšő ťőřňă ax^2 + by^2 + cz^2 ŕřěďśšăćń£ěš ŋşńĳ ŋăď Q.

Ğăďăůĺ ŕő ăřĺťňěšĺłě ł 7 ňă£ 1998 1. Ŕşśšĳ K | ůĺśńőćőě ŕőńě śšěŕěŋĺ n = s+2t ŋăď Q, c ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň D. Šěőřěňă Ňĺŋłőćśłőčő şšćěřęďăěš, ůšő ŋăľďěšś£ űěńőě 0 ≠ ¸ ∈ O(K) šăłőě, ůšő |N_{K/}Q(¸)| ≤ (^2_π )^{t√}|D|. Ŕőńĳğş£śĳ Ğăďăůěľ 2 ł 30 ăŕřěń£, ďőłăęĺšě śńěďş¿źěě şśĺńěŋĺě ¡šőľ šěőřěňż: ŋăľďěšś£ űěńőě 0 ≠ ¸ ∈ O(K) šăłőě, ůšő |N_{K/}Q(¸)| ≤ (^4_π )^{t n!}_{nn} √ |D|. 2. Ŕőńĳğş£śĳ ťőřňşńőľ Śšĺřńĺŋčă n! = √ 2ın(^n_e )^n exp(^θ_{12n}); 0 < „ < 1, ďőłăęĺšě, ůšő |D| > (^π_4 )^{2t 1}_{2πn} exp(2n −^1_{6n} ).

3. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŕőńěľ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ůĺśěń ś ğăďăŋŋżň ğŋăůěŋĺěň ďĺśłřĺňĺŋăŋšă. (Şłăğăŋĺě: ďőłăęĺšě, ůšő ŋăľďěšś£ űěńőě ŕřĺňĺšĺćŋőě ůĺśńő ć ŕőńě K, ňĺŋĺňăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě łőšőřőčő ĺňěěš łő¡ťťĺűĺěŋšż, őčřăŋĺůěŋŋżě ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺěľ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă.)

4. Řăśśňőšřĺň šřĺ ŕőń£ K_i = Q(„_i); „^3_1 − 18„_1 − 6 = 0; „^3_2 − 36„_2 − 78 = 0; „^3 − 54„_3 − 150 = 0. ă) Ďőłăęĺšě, ůšő 1; „_i; „^2_i őąřăğş¿š ąăğĺś łőńĳűă űěńżţ O(K_i); b) Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš D(K_i) = 23 · 2^2 · 3^5 = 22356;

c) Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ŕőń£ K_1; K_2; K_3 řăğńĺůŋż. (Şłăğăŋĺě: ŕőśňőšřĺšě, łăł řăğńăčă¿šś£ ůĺśńă 5 ĺ 11 ć ŋăÿĺţ ŕőń£ţ.)

5. Ďőłăęĺšě, ůšő łşąĺůěśłőě ŕőńě K (š.ě. [K : Q] = 3) £ćń£ěšś£ ůĺśšő łşąĺůěśłĺň (š.ě. K = Q(^{3√}m)) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă D(K) = −3d^2 ďń£ ŋěłőšőřőčő űěńőčő d.

6. Ŕşśšĳ a; b; c; d | śćőąőďŋżě őš łćăďřăšőć ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă > 1,

őďŋő ĺğ łőšőřżţ ďěńĺšś£ ŋă 3.

a) Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśšő łşąĺůěśłĺě ŕőń£ Q(^3 √ abc^2d^2) ĺ Q(^3 √ acb^2d^2) řăğńĺůŋż, ŋő ĺňě¿š őďĺŋ ĺ

šőš ęě ďĺśłřĺňĺŋăŋš D = −27a^2b^2c^2d^2;

b) Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő n ňőęŋő şłăğăšĳ n řăğńĺůŋżţ ůĺśšő łşąĺůěśłĺţ

ŕőńěľ ś őďŋĺň ĺ šěň ęě ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň.

7. a) Ďőłăęĺšě, ůšő 5 + 2 √ 6 £ćń£ěšś£ őśŋőćŋőľ ěďĺŋĺűěľ ŕőń£ Q( √ 6); b) Ŋăľďĺšě ćśě ěďĺŋĺűż ŕőń£ Q( √ 3); Ŋăľďĺšě őśŋőćŋş¿ ěďĺŋĺűş ŕőń£ c) Q( √ 19); d) Q( √ 37).

8. Ďőłăęĺšě, ůšő a) ć ŕőńě Q(^3 √ 2) ćś£łă£ ěďĺŋĺűă ĺňěěš ćĺď ±(1−^3 √ 2)^k; b) ć ŕőńě Q(^3 √ 6) őśŋőćŋőľ

ěďĺŋĺűěľ £ćń£ěšś£ 1 − 6^3 √ 6 + 3^3 √ 6^2.

9. Ŋăľďĺšě ćśě űěńőůĺśńěŋŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ 3x^2 − 4y^2 = 11.