Ťşŋłűĺĺ ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ

Ńěłűĺĺ Ś. Ň. Ŋăšăŋğőŋă ďń£ śšşďěŋšőć 1 łşřśă ŇŁ ŊŇŞ Ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998

x1 Šőŕőńőčĺ£ R^n.

Šőůłă x = (x^1; : : :; x^n) ∈ R^n. Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ d(x_1; x_2) = √_n ∑ i=1 (x^i_1 − x^i_2)^2

Řőńĳ ĺŋšěřćăńă ĺčřă¿š őšłřżšżě ÿăřż B(a; ‹) = {x ∈ R^n|d(a; x) < ‹} Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő G ⊂ R^n ŋăğżćăěšś£ őšłřżšżň, ěśńĺ ∀(x ∈ G) ∃(‹ > 0): B(x; ‹) ⊂ G. Ŕřĺňěř 1.1.

1. Ń¿ąőľ ąřşśőł G = (a^1; b^1; : : :; a^n; b^n) = {x = (x^1; : : :; x^n)|a^i < x^i < b^i} 2. Ń¿ąőľ ÿăř B(a; r) = {x ∈ R^n|d(a; x) < r} 3. Ćŋěÿŋőśšĳ ÿăřă {x ∈ R^n|d(a; x) > r} Šěőřěňă 1.1. 1) Őąžěďĺŋěŋĺě ń¿ąőčő ůĺśńă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő.

2) Ŕěřěśěůěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő.

Ďőł-ćő. 1)Ŕşśšĳ G_α őšłřżšő. a ∈ ⋃ α G_α, šőčďă a ∈ G_{α0} ⇒ ∃(‹) : B(a; ‹) ∈ G_{α0} ⊂ ⋃ α G_α.

2) Ŕşśšĳ G_1; : : :; G_n őšłřżšż. a ∈ ⋂ i G_i; B(a; ‹_i) ⊂ G_i ⇒ B(a; min(‹_1; : : :; ‹_n)) ⊂ ⋂ i G_i.

Ŕřĺňěř 1.2. ⋂ δ>0 B(a; ‹) = a | ŋě őšłřżšő.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őšłřżšőě ňŋőęěśšćő, śőďěřęăźěě šőůłş, ŋăğżćăěšś£ őłřěśšŋőśšĳ¿ šőůłĺ. Ŕşśšĳ E ⊂ R^n | őšłřżšőě ňŋőęěśšćő.

Őŕřěďěńěŋĺě. 1) x ∈ E ŋăğżćăěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ, ěśńĺ őŋă ĺňěěš őłřěśšŋőśšĳ x ∈ B ⊂ E 2) x ∈ R^n ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋěľ ďń£ E, ěśńĺ őŋă ćŋşšřěŋŋ££ ďń£ R^n \ E 3) x ∈ R^n ŋăğżćăěšś£ čřăŋĺűěľ E, ěśńĺ őŋă ŋě ćŋěÿŋ££ ĺ ŋě ćŋşšřěŋŋ££. Őąőğŋăůăěšś£ @E.

Ŕřĺňěř 1.3. @B(a; ‹) = {x ∈ R^n|d(a; x) = r} ⊂ R^n Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő F ⊂ R^n ŋăğżćăěšś£ ğăňłŋşšżň, ěśńĺ ěčő ďőŕőńŋěŋĺě R^n \ F | őšłřżšő.

Ŕřĺňěř 1.4. 1) B(a; r) = {x ∈ R^n|d(a; x) 6 r} | ğăňłŋşšżľ ÿăř. 2) Ğăňłŋşšżľ ąřşś F (a^1; b^1; : : :; a^n; b^n) = {x ∈ R^n|a^i 6 x 6 b^i} Ğăďăůă 1.1. Ňőęěš ńĺ ňŋőęěśšćő ążšĳ őďŋőćřěňěŋŋő őšłřżšżň ĺ ğăňłŋşšżň? Ğăďăůă 1.2. Ďőłăğăšĳ, ůšő 1) ŕěřěśěůěŋĺě ń¿ąőčő ůĺśńă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć ğăňłŋşšő. 2) Őąžěďĺŋěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć ğăňłŋşšő. 3) Ćěřŋő ńĺ ¡šő ďń£ ń¿ąőčő ůĺśńă ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć?

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłă x ∈ R^n ŋăğżćăěšś£ ŕřěďěńĳŋőľ ďń£ E ⊂ R^n, ěśńĺ ń¿ąă£ őłřěśšŋőśšĳ x ć

R^n śőďěřęĺš ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő šőůěł ĺğ E.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őąžěďĺŋěŋĺě E ĺ ěčő ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ŋăğżćăěšś£ ğăňżłăŋĺěň E ĺ őąőğŋăůăěšś£ E.

Ŕřĺňěř 1.5. Ğăňżłăŋĺěň őšłřżšőčő ÿăřă B(a; r) = {x ∈ R^n|d(a; x) < r} £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżľ ÿăř B(a; r) = {x ∈ R^n|d(a; x) 6 r}

Šěőřěňă 1.2. Ňŋőęěśšćő Ě ⊂ R^n ğăňłŋşšő, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ěčő ğăňżłăŋĺě śőćŕăďăěš ś ŋĺň śăňĺň.

Ďőł-ćő. 1) Ŕşśšĳ F | ğăňłŋşšő, šőčďă R^n \ F őšłřżšő. Šő ěśšĳ ń¿ąă£ šőůłă x ∈ R^n ĺňěěš őłřěśšŋőśšĳ, ńěęăźş¿ ć R^n \ F ĺ, ğŋăůĺš, ŋě śőďěřęĺš šőůěł F . Šăłĺň őąřăğőň x ŋě ŕřěďěńĳŋă ďń£ F . Šő ěśšĳ ćśě ŕřěďěńĳŋżě šőůłĺ F ńěęăš ć F ĺ F = F .

2) Ŕşśšĳ šěŕěřĳ F = F . Šőčďă ń¿ąă£ šőůłă x ∈ R^n\F = R^n\F | ŋě £ćń£ěšś£ ŕřěďěńĳŋőľ. Šő ěśšĳ ĺňěěš őłřěśšŋőśšĳ, śőďěřęăźş¿ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő šőůěł ĺğ F , ŋő šőčďă x ĺňěěš őłřěśšŋőśšĳ, ŋě śőďěřęăźş¿ šőůěł ĺğ F . Šő ěśšĳ R^n \ F | őšłřżšő, ă F | ğăňłŋşšő.

x2 Łőňŕăłšż ć R^n.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő K ⊂ R^n ŋăğżćăěšś£ łőňŕăłšőň, ěśńĺ ĺğ ń¿ąőčő ŕőłřżšĺ£ K őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ: K ⊂ ⋃ α G_α ňőęŋő ćżąřăšĳ łőŋěůŋőě ŕőďŕőłřżšĺě K ⊂ G_{α1} ∪ · · · ∪ G_{αn}

Ńěňňă-ŕřĺňěř 2.1. Ğăňłŋşšżľ ąřşś F (a^1; b^1; : : :; a^n; b^n) = {x ∈ R^n|a^i 6 x 6 b^i} £ćń£ěšś£ łőňŕăłšőň.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ ĺğ ŕőłřżšĺ£ F ⊂^∞ ⋃ i G_{αi} ŋěńĳğ£ ćżąřăšĳ łőŋěůŋőčő ŕőďŕőłřżšĺ£. Řăğőąĳěň łăęďş¿

śšőřőŋş F ŕőŕőńăň ĺ ŕőńşůĺň 2^n ąřşśőć. Ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŋě ŕőłřżćăěšś£ łőŋěůŋżň ŕőďňŋőęěśšćőň G_α. Ŋăğőćěň ěčő F_1. Řăğďěńĺć łăęďş¿ śšőřőŋş F_1 ŕőŕőńăň, ŕőńşůĺň 2^n ąřşśőć, śřěďĺ ŋĺţ F_2 ŋě ŕőłřżćăěšś£ łőŋěůŋżň ůĺśńőň G_α. Ŕřőďőńęă£, ŋăľďěň F ⊃ F_1 ⊃ F_2 ⊃ : : : Ĺţ ŕěřěśěůěŋĺě ĺňěěš őąźş¿ šőůłş ⋂ i F_i = x ∈ F . Őŋă śőďěřęĺšś£ ć łăłőň-šő G_α. Ŋő G_α | őšłřżšő, ğŋăůĺš

∃(‹ > 0) : B(x; ‹) ⊂ G_α. Šőčďă ŕřĺ^1_{2i} < 2‹ ĺňěěň F_i ⊂ B(x; ‹) ⊂ G_α, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ćżąőřş F_i.

Ńěňňă 2.2. Łőňŕăłš ğăňłŋşš.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ K | łőňŕăłš ĺ a =∈ K. Ďń£ łăęďőľ x ∈ K śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ x ∈ G(x) = B(x; ȷ_x) šăłă£, ůšő a =∈ G(x). Ĺğ ŕőłřżšĺ£ K ⊂ ⋃ x∈K G(x) ćżąěřěň łőŋěůŋőě ŕőłřżšĺě

K ⊂ G(x_1) ⋃ · · · ⋃ G(x_m). Ŕőńőęĺň ‹_i = d(a; x_i) − ȷ_{xi} ĺ ‹ < min_i ‹_i. Šőčďă B(a; ‹) ⋂ G(x_i) = ∅. Śńěďőćăšěńĳŋő B(a; ‹) ⋂ K ⊂ B(a; ‹) ⋂ ( ⋃ i G(x_i)) = ⋃ i (B(a; ‹) ⋂ G(x_i)) = ∅. Šő ěśšĳ a | ŋě ŕřěďěńĳŋă£

šőůłă. Ğŋăůĺš ćśě ŕřěďěńĳŋżě šőůłĺ ńěęăš ć K. Šő ěśšĳ K = K.

Ńěňňă 2.3. Ŕşśšĳ F ⊂ R^n ğăňłŋşšő ĺ F ⊂ K, čďě K | łőňŕăłš. Šőčďă F | łőňŕăłš.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ F ⊂ ⋃ α G_α | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőłřżšĺě F őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ĺ G = R^n \

F . Šőčďă K ⊂ G ⋃ ( ⋃ α G_α) | ŕőłřżšĺě łőňŕăłšă őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ. Ćżďěńĺň łőŋěůŋőě

ŕőďŕőłřżšĺě F ⊂ K ⊂ G ⋃ G_{α1} ⋃ · · · ⋃ G_{αm} , ŋő G ⋂ F = ∅, őšłşďă F ⊂ G_{α1} ⋃ · · · ⋃ G_{αm} Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő E ⊂ R^n ŋăğżćăěšś£ őčřăŋĺůěŋŋżň, ěśńĺ E ⊂ B(a; r) ďń£ ŋěłőšőřżţ a; r.

Ńěňňă 2.4. Łőňŕăłš őčřăŋĺůěŋ.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ K | łőňŕăłš. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őšłřżšżţ ÿăřőć B_n = B(0; n). Šőčďă K ⊂ R^n ⊂ ⋃ n B_n. Ćżďěńĺň šěŕěřĳ őšłřżšőě ŕőďŕőłřżšĺě K ⊂ B_N .

Šěőřěňă 2.1. Ňŋőęěśšćő K ⊂ R^n £ćń£ěšś£ łőňŕăłšőň, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ K őčřăŋĺůěŋő ĺ ğăňłŋşšő.

Ďőł-ćő. Ěśńĺ K | łőňŕăłš, šő śőčńăśŋő ńěňňăň 2.2 ĺ 2.4 K | őčřăŋĺůěŋŋő ĺ ğăňłŋşšő. Ěśńĺ K | őčřăŋĺůěŋŋő, šő őŋő ńěęĺš ć ŋěłőšőřőň ğăňłŋşšőň ąřşśě K ⊂ I = I(a^1; b^1; : : :; a^n; b^n). śőčńăśŋő ńěňňě 2.1, I | łőňŕăłš. Ğŋăůĺš, ěśńĺ K | ğăňłŋşšő, šő śőčńăśŋő ńěňňě 2.3 K | łőňŕăłš.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čőćőř£š, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x1; : : :; xn; : : : ĺňěěš ŕřěďěń x, ěśńĺ ∀(" > 0)∃N∀(n > N)d(x_n; x) < ", š.ě. x_n ∈ B(x; ").

Ğăďăůă 2.1. Ďőłăęĺšě, ůšő K | łőňŕăłš, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ĺğ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňőęŋő ćżąřăšĳ śţőď£źş¿ś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x1; x2; ::: ∈ R^n ŋăğżćăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Łőÿĺ, ěśńĺ ∀(" > 0)∃(N)∀(n_1; n_2 > N) : d(x_{n1} ; x_{n2} ) < ".

Ğăďăůă 2.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ £ćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ Łőÿĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă śţőďĺšś£.

x3 Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ťşŋłűĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ E ⊂ R^n. Őšőąřăęěŋĺě f : E → R^m ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň ŋă E ć x0, ěśńĺ ∀(" > 0)∃(‹ > 0)∀(x ∈ B(x_0; ‹) ∩ E) : f(x) ∈ B(f(x_0); ").

Šěőřěňă 3.1. Śşŕěřŕőğĺűĺ£ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋěŕřěřżćŋă.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ f : E → R^m ŋěŕřěřżćŋă ć x_0 ∈ E ĺ g : f(E) → R^k ŋěŕřěřżćŋă ć f(x_0). Ćőğĳňěň " > 0. Šőčďă ŋěŕřěřżćŋőśšĳ g ďăěš ∃(‹_1 > 0)∀(f(x) ∈ B(f(x_0); ‹_1) ∩ f(E)) : g(f(x)) ∈ B(g(f(x_0 )); "). Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ f ďăěš ∃(‹_2 > 0)∀(x ∈ B(x_0; ‹_2) ∩ E) : f(x) ∈ B(f(x_0); ‹_1). Šăłĺň őąřăğőň ∀(x ∈ B(x_0; ‹_2) ∩ E) : g(f(x)) ∈ B(g(f(x_0 )); "). Ă ¡šő ĺ őğŋăůăěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ g ∘ f ć šőůłě x_0.

Ğăďăůă 3.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő f : E → R^n ŋěŕřěřżćŋă ć x ∈ E ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ f ŕěřěćőďĺš ń¿ąş¿ śţőď£źş¿ś£ ł x ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {x_n} ⊂ E ć śţőď£źş¿ś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ.

Ğăďăůă 3.2. f : E → R^n, f(x) = (f^1(x); : : :; f^n(x)). Ďőłăğăšĳ, ůšő f ŋěŕřěřżćŋă ⇔ ćśě f^i ŋěŕřěřżćŋż.

Šěőřěňă 3.2. Ŕşśšĳ f(x) ĺ g(x) ŋěŕřěřżćŋż ć x0 ∈ E. Šőčďă f + g, f · g { ŋěŕřěřżćŋż, ĺ, ěśńĺ g(x_0) ≠ 0, šő ĺ f=g ŋěŕřěřżćŋă ć x_0.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ " > 0. Šőčďă ∃(‹_1 > 0)∀(x ∈ B(x_0; ‹_1)) : |f(x)−f(x_0 )| <^ε_2 ĺ ∃(‹_2 > 0)∀(x ∈ B(x_0; ‹_2)) : |g(x) − g(x_0)| <^ε_2 . Ŕőńőęĺň ‹ = min(‹_1; ‹_2). Šőčďă ∀(x ∈ B(x_0; ‹)) : |(f + g)(x) − (f + g)(x_0)| < ".

Ğăďăůă 3.3. Ďőłăğăšĳ őśšăńĳŋżě şšćěřęďěŋĺ£ šěőřěňż.

Ťşŋłűĺ£ f(x_1; x_2) ňőęěš ążšĳ ŋěŕřěřżćŋă łăł ťşŋłűĺ£ ŕő x_1 ĺ ŕő x_2 ŕő őšďěńĳŋőśšĺ, ŋő ŋě ążšĳ ŋěŕřěřżćŋőľ ć śőćőłşŕŋőśšĺ.

Ŕřĺňěř 3.1.

f(x; y) = {_{xy} x^2+y^2 ŕřĺ (x; y) ≠ (0; 0)

0 ŕřĺ (x; y) = (0; 0)

f(0; y) = f(x; 0) = 0, ŋő f(x; x) =^1_2 .

Őŕřěďěńěŋĺě. Čőćőř£š, ůšő f : E → R^m ŋěŕřěřżćŋă ŋă E, ěśńĺ őŋă ŋěŕřěřżćŋă ć łăęďőľ šőůłě E.

Ńěňňă 3.1. Ŕşśšĳ f : E → R^m ŋěŕřěřżćŋă ŋă E ⊂ R^n, V ⊂ R^m | őšłřżšő ĺ U = {x ∈ E|f(x) ∈ V } ≡ f^{−1}(V ). Šőčďă śşźěśšćşěš őšłřżšőě ~U ⊂ R^n šăłőě, ůšő U = ~U ∩ E.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ x ∈ U. Šőčďă f(x) ∈ V . Ććĺďş őšłřżšőśšĺ V ∃("_x > 0) : B(f(x); "_x) ⊂ V . Ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ f(x) ∃(‹_x > 0) : f(B(x; ‹_x)) ⊂ B(f(x); "_x) ⊂ V . Ŕőńőęĺň ~U = ⋃ x∈U B(x; ‹_x). Šőčďă

~U ∩ E ⊃ U ĺ f( ~U ∩ E) ⊂ ⋃ x∈U B(f(x); "_x) ⊂ V . Šő ěśšĳ ~U ∩ E ⊂ U. Ğŋăůĺš ~U ∩ E = U.

Šěőřěňă 3.3. Ŋěŕřěřżćŋżľ őąřăğ łőňŕăłšă £ćń£ěšś£ łőňŕăłšőň.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ E ⊂ R^n | łőňŕăłš ĺ f : E → R^m ŋěŕřěřżćŋă. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě őšłřżšőě ŕőłřżšĺě ⋃ α V_α ⊃ f(E). Śőčńăśŋő ńěňňě 3.1, śşźěśšćş¿š őšłřżšżě ~U_α ⊂ R^n šăłĺě, ůšő f( ~U_α ∩E) =

V_α ĺ ~U_α ∩E = {x ∈ E|f(x) ∈ V_α}. Őšś¿ďă ⋃ α ~U_α ⊃ E. Ćżąěřěň łőŋěůŋőě ŕőłřżšĺě ~U_1 ∪· · ·∪ ~U_n ⊃ E.

Šőčďă V_1 ∪ · · · ∪ V_n ⊃ f(E).

Śńěďśšćĺě 3.1. Ťşŋłűĺ£ ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă łőňŕăłšě ďőśšĺčăěš ŋă ŋěň ňăłśĺňşňă ĺ ňĺŋĺňşňă.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ E ⊂ R^n | łőňŕăłš ĺ f : E → R^m ŋěŕřěřżćŋă. Śőčńăśŋő šěőřěňăň 3.3 ĺ 2.1, ňŋőęěśšćő f(E) | őčřăŋĺůěŋŋő ĺ ğăňłŋşšő. Ĺğ őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ śńěďşěš ∃M = sup_{x∈E} f(x). Ŕşśšĳ

{x_n} ⊂ E šăłă£, ůšő lim_{n→∞} f(x_n) = M. Ĺğ ğăňłŋşšőśšĺ śńěďşěš, ůšő M ∈ f(E), šő ěśšĳ ∃(x ∈ E) : f(x) = M. Šő ěśšĳ x | šőůłă ňăłśĺňşňă. Ăŋăńőčĺůŋő ňĺŋĺňşň.

x4 Ďĺťťěřěŋűĺăń.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ a ∈ E ⊂ R^n ĺ f; g : E → R^m Ňż ŕĺÿěň \f = —o(g) ŕřĺ x → a", ěśńĺ f(x) = ¸(x)g(x), čďě lim_{x→a} ¸(x) = 0, šő ěśšĳ ∀(" > 0)∃(‹)∀(x ∈ B(a; ‹) \ a) : ¸(x) ∈ B(0; ") Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ x | ŕřěďěńĳŋă£ šőůłă E ⊂ R^n ĺ f : E → R^n. Ťşŋłűĺ£ f ŋăğżćăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňőľ ć x, ěśńĺ ∃ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř L(x) : R^n → R^m šăłőľ, ůšő f(x + h) − f(x) = L(x)h + —o(h) ŕřĺ h → 0. Őŕěřăšőř L(x) ŋăğżćăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺăńőň f ć x ĺ őąőğŋăůăěšś£ L(x) = df(x). Ďăńěě, ěśńĺ ŋě őčőćőřěŋő ŕřőšĺćŋőě, ňż śůĺšăěň, ůšő x | ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă E. Őšőąřăęěŋĺě f(x) = (f^1(x); : : :; f^m(x)) őŕĺśżćăěšś£ łőőřďĺŋăšŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ f^i(x).

Ğăďăůă 4.1. Őšőąřăęěŋĺě ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ⇔ ćśě ěě łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňż.

Ğăďăůă 4.2. Ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ťşŋłűĺ£ ŋěŕřěřżćŋă (ć šőůłě).

Ŕěřěľďěň ł ćżůĺśńěŋĺ¿ őŕěřăšőřă L(x). Ŕşśšĳ f : E → R ŕřőĺğćőńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă E ⊂ R^n Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřěďěń @f @x^i (x^1; : : :; x^n) = limh→0 f(x^1; : : :; x^i + h; : : :; x^n) − f(x^1; : : :; x^n) h ěśńĺ őŋ śşźěśšćşěš ŋăğżćăěšś£ ůăśšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ f ć šőůłě x = (x^1; : : :; x^n) ŕő ŕěřěňěŋŋőľ x^i.

Ńěňňă 4.1. Ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ć x ∈ E ťşŋłűĺ£ f ĺňěěš ć x ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ŕő ćśěň x^i ĺ df(x) = (^{∂f}_{∂xi} (x); : : :;^{∂f}_{∂xn} (x)).

Ďőł-ćő. f(x^1 + h^1; : : :; x^n + h^n) − f(x^1; : : :; x^n) = df(x)h + —o(h) =^n ∑ j=1 L_j (x)h^j + —o(h). Ć ůăśšŋőśšĺ

f(x^1; : : :; x^i + h^i; : : :; x^n) − f(x^1; : : :; x^n) = L_i(x)h^i + —o(h^i) ĺ^{∂f}_{∂xi} = L_i(x).

Šěőřěňă 4.1. Ŕşśšĳ f : E → R^m ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć x. Šőčďă

f(x^1 + h^1; : : :; x^n + h^n) − f(x^1; : : :; x^n) = ∂f^1 ∂x^1 : : : ∂f^1 ∂x^n : : : : : : : : : ∂f^n ∂x^1 : : : ∂f^n ∂x^n h^1 . . h^n + —o(|h|) Ďőł-ćő. śřăğş śńěďşěš ĺğ ńěňňż 4.1.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňăšřĺűă ∂f^1 ∂x^1 : : : ∂f^1 ∂x^n : : : : : : : : : ∂f^n ∂x^1 : : : ∂f^n ∂x^n ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ §łőąĺ ĺńĺ £łőąĺăŋőň f.

Śőčńăśŋő šěőřěňě 4.1 őŋă őŕĺśżćăěš df.

Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć šőůłě x, šő ňăšřĺűă §łőąĺ śşźěśšćşěš. Ŋő őąřăšŋőě ŋěćěřŋő. Ŕřĺňěř 4.1. f(x; y) = {_{xy} x^2+y^2 ŕřĺ (x; y) ≠ (0; 0)

0 ŕřĺ (x; y) = (0; 0)

f(0; y) = f(x; 0) = 0 ĺ^{∂f}_{∂x} (0; 0) =^{∂f}_{∂y} (0; 0) = 0. Őďŋăłő, f řăğřżćŋă ć (0; 0) ĺ śńěďőćăšěńĳŋő ŋě ďĺťťěřěŋűĺřşěňă (śň. ğăďăůş 4.2).

x5 Śćőľśšćă ďĺťťěřěŋűĺăńă.

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě E ⊂ R^n, f : E → R^m ĺ f(x + h) − f(x) = df(x)h + —o(‖h‖) őŕřěďěń£ěšś£ šőńĳłő ćő ćŋşšřěŋŋĺţ šőůłăţ E.

Šěőřěňă 5.1. Ŕşśšĳ f : E → R ĺňěěš ćśě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ć E ĺ ćśě őŋĺ ŋěŕřěřżćŋż ć x ∈ E. Šőčďă f | ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć x.

Ďőł-ćő. Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ

f(x + h) − f(x) = f(x^1 + h^1; : : :; x^n + h^n) − f(x^1; : : :; x^n) =

= f(x^1 + h^1; : : :; x^n + h^n) − f(x^1; x^2 + h^2; : : :; x^n + h^n) + f(x^1; x^2 + h^2; : : :; x^n + h^n) − − f(x^1; x^2; x^3 + h^3; : : :; x^n + h^n) + · · · − f(x^1; x^2; : : :; x^n) =

= @f @x^1

(x^1 + „^1h^1; x^2 + h^2; : : :; x^n + h^n)h^1 + @f @x^2

(x^1; x^2 + „^2h^2; x^3 + h^3; : : :; x^n + h^n)h^2 + · · ·

+ @f

@x^n

(x^1; x^2; : : :; x^n + „^nh^n)h^n = @f @x^1 h^1 + ¸_1h^1 + · · · + @f @x^n h^n + ¸_nh^n = n∑ i=1 @f @x^i h^i + —o(‖h‖)

Śńěďśšćĺě 5.1. Ŕşśšĳ f : E → R^m ĺňěěš ćśě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ć E ĺ ćśě őŋĺ ŋěŕřěřżćŋż ć x ∈ E. Šőčďă f | ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć x.

Šěőřěňă 5.2. Ěśńĺ f_1 : E → R^m, f_2 : E → R^m | ďĺťťěřěŋűĺřşěňż ć x, šő –_1f_1 + –_2f_2 šőęě ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć x ĺ d(–_1f_1 + –_2f_2) = –_1df_1 + –_2df_2.

Ďőł-ćő. (–_1f_1 + –_2f_2)(x + h) − (–_1f_1 + –_2f_2)(x) = (–_1(f_1(x + h) − f_1(x)) + –_2(f_2(x + h) − f_2(x))) = –_1df_1h + –_2df_2h + —o(‖h‖).

Šěőřěňă 5.3. Ěśńĺ f1 : E → R,f2 : E → R | ďĺťťěřěŋűĺřşěňż ć x, šő f1 · f2 šăłęě ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć x ĺ d(f_1 · f_2) = f_1df_2 + f_2df_1. Ěśńĺ, łřőňě šőčő, f_2(x) ≠ 0, šő f_1=f_2 šőęě ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć x ĺ d(^{f1}_{f2} ) =^1_{f 22} (f_2df_1 − f_1df_2)

Ďőł-ćő.

(f_1 · f_2)(x + h) − (f_1 · f_2)(x) = (f_1(x + h) − f_1(x))f_2(x + h) + f_1(x)(f_2(x + h) − f_2(x)) = = (df_1h+ —o(‖h‖))(f_2(x)+ —o(‖h‖)+df_2h)+(f_1(x)+ —o(‖h‖))(df_2h+ —o(‖h‖)) = (f_1df_2 +f_2df_1)h+ —o(‖h‖):

Ğăďăůă 5.1. Řăğőąřăšĳ śńşůăľ d(^{f1}_{f2} ).

Šěőřěňă 5.4. Ŕşśšĳ f : E → F ĺ g : F → R^k, čďě E ⊂ R^n,F ⊂ R^m. Šőčďă, ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě f ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć šőůłě x, ă őšőąřăęěŋĺě g ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć šőůłě y = f(x), šő łőňŕőğĺűĺ£ g ∘ f ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć šőůłě x ĺ d(g ∘ f)(x) = dg(y)df(x)

Ďőł-ćő.

(g ∘ f)(x + h) − (g ∘ f)(x) = g(f(x + h)) − g(f(x)) = = dg(f(x))(f(x + h) − f(x)) + —o(‖f(x + h) − f(x)‖) = = dg(y)(df(x)h + —o(‖h‖)) + —o(‖dfh + —o(‖h‖)‖) = dg(y)df(x) + —o(‖h‖)

Šěőřěňă 5.5. Ŕşśšĳ E; F ⊂ R^n f : E → F | ćğăĺňŋőőďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ĺ f^{−1} ŋěŕřěřżćŋő ć y = f(x). Ŕşśšĳ f | ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć x ∈ E ĺ df(x) | őąřăšĺňő. Šőčďă f^{−1} : F → E ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ć y = f(x) ĺ (df^{−1}(y)) = (df(x))^{−1}.

Ďőł-ćő. Ŕőńőęĺň y = f(x), t = f(x+h)−f(x) = f(x+h)−y. Šőčďă f^{−1}(y) = x, f^{−1}(y)(y +t) = x+h ĺ h = f^{−1}(y + t) − f^{−1}(y). Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő t → 0 ŕřĺ h → 0 ĺ h → 0 ŕřĺ t → 0. Ďĺťťěřěŋűĺřşěňőśšĳ ďăěš t = df(x)h+—o(‖h‖), őšłşďă (df(x))^{−1}t = h+(df(x))^{−1} —o(‖h‖) = h+—o(‖h‖). Ć ůăśšŋőśšĺ ∃(‹ > 0)∀(‖h‖ < ‹) : ‖(df(x))^{−1}t‖ >^1_2 ‖h‖, šő ěśšĳ ‖h‖ < 2‖(df(x))^{−1}t‖ < const‖t‖. Śńěďőćăšěńĳŋő (df(x))^{−1}t = h + —o(‖t‖). Őšłşďă f^{−1}(y + t) − f^{−1} (y) = h = (df(x))^{−1}t + —o(‖t‖), šő ěśšĳ df^{−1}(y) = (df(x))^{−1}.

x6 Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě ĺśůĺśńěŋĺě ťşŋłűĺľ ňŋőčĺţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ťőřňşńă Šěľńőřă.

Šěőřěňă 6.1. (Ńăčřăŋęă) Ŕşśšĳ G ⊂ R^n; f : G → R; [x; x + h] ⊂ G, f{ ŋěŕřěřżćŋă ŋă [x; x + h] ĺ ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ŋă (x; x + h). Šőčďă śşźěśšćşěš šőůłă ∈ (x; x + h) šăłă£,ůšő f(x + h) − f(x) = df_{(ξ)}h.

Ďőł-ćő. Ťşŋłűĺ£ F (t) = f(x + th) t ∈ [0; 1] şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň šěőřěňż Ńăčřăŋęă. Ŕő¡šőňş f(x + h) − f(x) = F (1) − F (0) = F^′(„), čďě „ ∈ (0; 1). Ŋő F = f ∘ g, čďě g(t) = x + th ĺ ŕő šěőřěňě 5.4 F^′(„) = dF_{(θ)} = d(f ∘ g)_{(θ)} = df(g(„))h = df(x + „h)h = df_{(ξ)}h.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő G ∈ R^n ŋăğżćăěšś£ (ńĺŋěľŋő) ść£ğŋżň,ěśńĺ ń¿ążě ěčő šőůłĺ x_1; x_2 ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ŕşšěň l ⊂ G, šő ěśšĳ ∃ ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě f : [0; 1] → G šăłőě, ůšő f(0) = x_1; f(1) = x_2.

Šěőřěňă 6.2. Ěśńĺ f : G → R ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć ść£ğŋőľ őąńăśšĺ G ĺ df = 0 ć łăęďőľ šőůłě, šő f = const.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ x_1; x_2 ∈ G. Ďőłăęěň, ůšő f(x_1) = f(x_2). Ŕşśšĳ l{őšřěğőł, śőěďĺŋ£¿źĺľ x_1 ĺ x_2. Ŕőłřőěň ěčő ÿăřăňĺ B_x = B(x; ‹_x) ⊂ G, čďě x ∈ l. Ćżąěřěň łőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő B_{α1} ; : : :; B_{αn} , ŕőłřżćă¿źěě őšřěğőł l. Ć łăęďőň B_α ćěřŋő f(x + h) − f(x) = df_{(ξ)}h = 0, šő ěśšĳ f|_{Bα} = const. Őšś¿ďă f|_l = const.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ůăśšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ ŕőř£ďłă k ŋăğżćăěšś£ @ @x^{i1} ( @ @x^{i2} ( · · · @@x_{ik} f ) · · · ) = @^kf @x^{i1} · · ·@x^{ik}

İšă ťşŋłűĺ£ n{ŕěřěňěŋŋżţ,ğăćĺś£źă£ őš ŕőř£ďłă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£.

Ŕřĺňěř 6.1.

f(x; y) = xy x^2 − y^2

x^2 + y^2 ŕřĺ (x; y) ≠ (0; 0) 0 ŕřĺ (x; y) = (0; 0)

Šőčďă @^2f @x@y

(0; 0) = 1; @^2f @y@x

(0; 0) = −1:

Šěőřěňă 6.3. Ŕşśšĳ f : G → R;^{∂2f}_{∂x}i_{∂x}j ĺ^{∂2f}_{∂x}j_{∂x}i śşźěśšćş¿š ŋă G ĺ ŋěŕřěřżćŋż ć x ∈ G. Šőčďă

∂^2f ∂x^i∂x^j (x) =

∂^2f ∂x^j ∂x^i (x)

Ďőł-ćő. Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ f ć ÿăřě B ⊂ G ś űěŋšřőň x = (x^1; x^2). Řăśśňőšřĺň h = (h^1; h^2) šăłőě, ůšő x + h ∈ B. Ŕőńőęĺň ’(t) = f(x^1 + th^1; x^2 + h^2) − f(x^1 + th^1; x^2). Šőčďă

F (h^1; h^2) = f(x^1 + h^1; x^2 + h^2) − f(x^1 + h^1; x^2) − f(x^1; x^2 + h^2) + f(x^1; x^2) = ’(1) − ’(0):

Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă

F (h^1; h^2) = ’^′(„_1) = ( @f @x^1

(x^1 + „_1h^1; x^2 + h^2) − @f @x^1

(x^1 + „_1h^1; x^2) ) h^1 =

= @^2f @x^1@x^2

(x^1 + „_1h^1; x^2 + „_2h^2)h^1h^2:

Ăŋăńőčĺůŋő F (h^1; h^2) = @^2f@x_2@x_1 (x^1 + ~„_1h^1; x^2 + ~„_2h^2)h^1h^2:

Őšś¿ďă @^2f @x^1@x^2

(x^1 + „_1h^1; x^2 + „_2h^2) = @^2f @x^2@x^1

(x^1 + ~„_1h^1; x^2 + ~„_2h^2):

Ŕěřěţőďĺň ł ŕřěďěńş ŕřĺ h → 0 ĺ ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕőńşůăěň: @^2f@x_1@x_2 (x^1; x^2) = @^2f@x_2@x_1 (x^1; x^2).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ś^k(G){ňŋőęěśšćő ćśěţ ťşŋłűĺľ, ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě łőšőřżţ őŕřěďěńěŋż ĺ ŋěŕřěřżćŋż ďő k-čő ŕőř£ďłă ćłń¿ůĺšěńĳŋő.

Ğăďăůă 6.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ f ∈ C^k(G), šő ćśě ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ďő ŕőř£ďłă k ćłń¿ůĺšěńĳŋő ŋě ğăćĺś£š őš ŕőř£ďłă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£.

Ńěňňă 6.1. Ŕşśšĳ f(x) = f(x^1; : : :; x^n) ∈ C^k(G); [x; x + h] ∈ G ĺ ’(t) = f(x + th), čďě t ∈ [0; 1]. Šőčďă

’^{(k)}(0) = d^k’dt_k (0) = n∑ i_1,...,i_k=1 @^kf @x^{i1} · · ·@x^{ik} (x)h^{i1} · · ·h^{ik}

Ďőł-ćő. Ąşďěň ďőłăğżćăšĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő k. Ŕřĺ k = 1 ĺśŕőńĳğşěň šěőřěňş 5.4(ő śşŕěřŕőğĺűĺĺ őšőąřăęěŋĺľ). Šőčďă ’ = f ∘ g, čďě g(t) = x + th š.ě. ’ : R→ R ďěľśšćşěš šăł R^g−→ R^{n f}−→ R ĺ

’^′(0) = d’(0) = df(x) · dg(0) = ( @f @x^1 · · · @f @x^n ) · h^1 . . h^n = n∑ i=1 @f @x^i

(x)h^i

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ďń£ k = m − 1. Šőčďă

’^{(m)}(0) = d dt ’^{(m−1)}(0) = d dt n∑ i_1...i_m�_1=1

@^{m−1}f @x^{i1} · · · @x^{im}�^1

(x) · h^{i1} · · ·h^{im}�^1 =

= n∑ i_1...i_m�_1 =1 n∑ i=1 @^mf @x^{i1} · · ·@x^{im}�^1 @x^i (x) · h^{i1} · · ·h^{im}

�1 hi =

= n∑ i_1...i_m=1 @^mf @x^{i1} · · ·@x^{im} (x) · h^{i1} · · · h^{im}

Šěőřěňă 6.4. (ťőřňşńă Šěľńőřă) Ŕşśšĳ f(x) = f(x^1; : : :; x^n) ∈ C^N (G) ĺ [x; x + h] ⊂ G. Šőčďă f(x + h) − f(x) = f(x^1 + h^1; : : :; x^n + h^n) − f(x^1; : : :; x^n) = = N−1∑ k=1 1 k! n∑ i_1...i_k=1 @^kf @x^{i1} · · · @x^{ik} (x) · h^{i1} · · ·h^{ik} + r^N (x; h)

, čďě

r_N = n∑ i_1···i_N =1 1∫ 0 (1 − t)^{N−1} (N − 1)!

@^N f @x^{i1} · · ·@x^{iN} (x + th)dt h^{i1} · · · h^{iN} = = 1 N! n∑ i_1...i_N =1 @^N f @x^{i1} · · ·@x^{iN}

(x + „h) · h^{i1} · · ·h^{iN} = —o(‖h‖^N )

, čďě „ ∈ (0; 1).

Ďőł-ćő. Ŕřĺňěŋ£ěň őążůŋş¿ ťőřňşńş Šěľńőřă ł ’(t) = f(x + th). Šőčďă f(x + th) − f(x) = ’(1) −

’(0) =^n ∑ i=1 φ^{(k)}(0)

k! +r_N , čďě r_N =^1 ∫ 0 (1−t)^N�^1 (N−1)! ’

(N)dt =^1_{N!} ’^{(N)}(„t) = —o(t). Ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş 6.1, ŕőńşůăěň ŋşęŋżľ řěğşńĳšăš.

x7 Čřăťĺł ťşŋłűĺĺ.

Ťőřňşńă Šěľńőřă ďăěš ŕřěďśšăćńěŋĺě ťşŋłűĺĺ ć ćĺďě f(x) = f(x_0) + f_1(x) + · · ·, čďě f_k(x) = f_k(x^1; : : :; x^n) { ťşŋłűĺ£ śšěŕěŋĺ k őš ŕěřěňěŋŋżţ (x^1; : : :; x^n). Ďőąăćńěŋĺě łăęďőčő ŋőćőčő f_k { ¡šő ąőńěě šőůŋă£ ăŕŕřőłśĺňăűĺ£ f.

Čřăťĺł ťşŋłűĺĺ f {čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ ` = `_f = {(x; f(x)} = {(x^1; : : :; x^n; f(x^1; : : :; x^n))} ⊂

R^{n+1}. Őŋă śłńăďżćăěšś£ ĺğ čřăťĺłőć ťşŋłűĺľ f(x0); f1; f2; · · ·. Čřăťĺł ťşŋłűĺĺ f(x0) + f1(x) =

f(x_0) +^n ∑ i=1 ∂f ∂x^i (x

i − x^i_0) őąőğŋăůăěšś£ T_{x0} . Šăłĺň őąřăğőň, şřăćŋěŋĺě ŕńőśłőśšĺ T_{x0} ć łőőřďĺŋăšăţ

(x^1; : : :; x^n; z) ĺňěěš śńěďş¿źĺľ ćĺď: z = f(x_0) +^n ∑ i=1 ∂f ∂x^i (x

i − x^i_0)

Šěőřěňă 7.1. Ŕńőśłőśšĳ T_{x0} śőćŕăďăěš ś łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿,šő ěśšĳ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ šőůěł ćĺďă (x_0; f(x_0)) + v, čďě v{ łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř ł ŋěłőšőřőľ ńĺŋĺĺ ŋă čřăťĺłě `_f ć šőůłě (x_0; f(x_0)).

Ďőł-ćő. Ěśńĺ (x(t); f(x(t))){ŕřőĺğćőńĳŋă£ ńĺŋĺ£ ŋă čřăťĺłě ĺ x(0) = x_0, šő łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř

v = lim_{t→0} (x(t); f(x(t))) − (x^0; f(x^0)) t = ( lim_{t→0} x

(t) − x(0) t ; lim_{t→0} f(x(t)) − f(x(0)) t ) = = ( dx^1 dt (0); · · · ; dx^n dt (0); df

(x(t)) dt (0) )

Ŋő, śőčńăśŋő ťőřňşńě Šěľńőřă

df(x(t))

dt (0) = limt→0 f(x(t)) − f(x(0)) t = limt→0 f ( x(0) + x^′(0)t + —o(t) ) − f(x(0)) t = = lim_{t→0} 1 t ((_n ∑ i=1 @f @x^i (x(0)) ( (x^i)^′(0)t + —o(t) ) ) + —o(t) t ) = n∑ i=1 @f @x^i (x^0) ( (x^i)^′(0) )

Šő ěśšĳ v = ((x^1)^′(0); : : :; (x^n)^′(0);^n ∑ i=1 ∂f ∂x^i (x

i)^′(0)) ĺ (x_0; f(x_0)) + v ńěęĺš ć ŕńőśłőśšĺ.

{x^1_0 + v^1; : : :; x^n_0 + v^n; f(x_0) + n∑ i=1 @f @x^i · v^i | | |(v^1; : : :; v^n) ∈ R^n} =

= {x^1; · · · ; x^n; f(x_0) + n∑ i=1 @f @x_i

(x^i − x^i_0) | |(x^1; : : :; x^n) ∈ R^n} = T_{x0}

Őąřăšŋő, ěśńĺ (x_0; f(x_0)) + v ∈ T_{x0} , šő v = (v^1; : : :; v^{n+1}){ łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř ł ńĺŋĺĺ (x_0 + t(v^1; : : :; v^n); f(x_0 + t(v^1; : : :; v^n))) ŋă čřăťĺłě `_f ć šőůłě x_0.

Ğăďăůă 7.1. Ďőłăğăšĳ ¡šő şšćěřęďěŋĺě, ĺśŕőńĳğş£ ŕěřćş¿ ůăśšĳ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 7.1.

Ńěňňă 7.1. Ěśńĺ f : E → R ĺňěěš ć x0 ňăłśĺňşň ĺńĺ ňĺŋĺňşň ĺ ćśě^{∂f}_{∂x}i (x0) śşźěśšćş¿š, šő ∂f ∂x^i (x0) = 0

Ďőł-ćő. Ťşŋłűĺ£ ’(x^i) = f(x^1_0; : : :; x^{i−1}_0 ; x^i; x^{i+1}_0 ; : : :; x^n_0 ) ĺňěěš ć šőůłě x_0 ¡łśšřěňşň, őšłşďă ∂f ∂x^i (x0) = ’

′(x^i_0) = 0.

Śőčńăśŋő ťőřňşńě Šěľńőřă f_2(x) =^1_2 ·^n ∑ i,j=1 ∂^2f ∂x^i∂x^j (x0) · (x

i − x^i_0)(x^j − x^j_0), šő ěśšĳ £ćń£ěšś£ łćă-

ďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ őš h^i = (x^i − x^i_0). Čřăťĺł f_2(x) ğăćĺśĺš őš śĺčŋăšşřż ¡šőľ ťőřňż.

Ŕřĺňěř 7.1. Ŕşśšĳ n = 2 1. Ťőřňă ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă. Šőčďă ŕőśńě ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋż f_2(x^1; x^2) = (x^1)^2 + (x^2)^2.

Ňĺŋĺňşň.

2. Ťőřňă őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă. Šőčďă ŕőśńě ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋż f_2(x^1; x^2) = −(x^1)^2 − (x^2)^2. Ňăłśĺňşň.

3. f_2(x^1; x^2) = (x^1)^2 − (x^2)^2. Śěďńő.

Šěőřěňă 7.2. Ŕşśšĳ f : E → R; f ∈ C^2(E) ĺ df_{(x0)} = 0. Šőčďă, ěśńĺ ťőřňă^n ∑ i,j=1 ∂^2f ∂x^i∂x^j h ih^j ŕőńőęĺšěńĳŋő (őšřĺűăšěńĳŋő) őŕřěďěńěŋă ć x_0, šő f ĺňěěš ć x_0 ňĺŋĺňşň (ňăłśĺňşň).

Ďőł-ćő.

f(x_0 + h) − f(x_0) = ‖h‖^2 2 n∑ i,j=1 @^2f @x^i@x^j (x^0) h^ih^j ‖h‖^2 +

—o(1) = ‖h‖^2 2 n∑ i,j=1 @^2f @x^i@x^j (x^0)s^is^j +

—o(1)

čďě (s^1; : : :; s^n) ∈ @B(0; 1). Łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă ŋă @B(0; 1) ďőśšĺčăěš max ĺńĺ min. Ğŋăůĺš, ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńőň h śłőąłă ĺňěěš őŕřěďěńěŋŋżľ ğŋăł.

Ğăďăůă 7.2. Ćőğňőęěŋ ńĺ ¡łśšřěňşň, ěśńĺ ťőřňă ŕřĺŋĺňăěš łăł őšřĺűăšěńĳŋżě, šăł ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£?

x8 Šěőřěňă ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Čěőňěšřĺůěśłĺ őąžěłšż ňőęŋő ğăďăćăšĳ ŋě šőńĳłő łăł čřăťĺłĺ ťşŋłűĺľ. Ňŋőčĺě ĺğ ŋĺţ { ¡šő łőřŋĺ śĺśšěňż F^1(x^1; : : :; x^n) = 0 : : :

F^k(x^1; : : :; x^n) = 0

Šěőřěňă ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕőłăğżćăěš, ůšő ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ ¡šőľ śĺśšěňż ńőłăńĳŋő ňőęŋő šřăłšőćăšĳ łăł čřăťĺł ŋěłőšőřőčő őšőąřăęěŋĺ£.

Ŕřĺňěř 8.1. F (x; y) = x^2 + y^2 − 1 = 0 { İšő ěďĺŋĺůŋă£ őłřşęŋőśšĳ.

Ŕřĺ y > 0 F (x; y) = 0 ⇔ y = √ 1 − x^2 Ŕřĺ y < 0 F (x; y) = 0 ⇔ y = − √ 1 − x^2 Ŕřĺ x > 0 F (x; y) = 0 ⇔ x = √ 1 − y^2 Ŕřĺ x < 0 F (x; y) = 0 ⇔ x = − √ 1 − y^2

Šěőřěňă 8.1(ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ). Ŕşśšĳ ğăďăŋă F (x; y) šăłă£, ůšő F : U → R; F ∈ C^1(U); F (x_0; y_0) = 0 ĺ^{∂F}_{∂y} (x_0; y_0) ≠ 0. Šőčďă ∃(¸ > 0; ˛ > 0) ĺ f ∈ C^1( ~U), čďě ~U = {(x; y) ∈

R^{2|}|x − x0| < ¸; |y − y0| < ˛} šăłĺě, ůšő {(x; y) ∈^~U^|F (x; y) = 0} = {(x; y) ∈^~U^|y = f(x)}.

Ŕřĺ ¡šőň ďń£ |x − x_0| < ¸ f^′(x) = − (_{∂F} ∂y (x; f(x)) )_{−1} · (_{∂F} ∂x (x; f(x)) ) . Ěśńĺ F ∈ C^p(U), šő

f ∈ C^p({x ∈ R | | ||x − x_0| < ¸}).

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ^{∂F}_{∂y} (x_0; y_0) > 0. Ćżąěřěň ˛ > 0, ůšőąż^{∂F}_{∂y} > 0 ŋă B((x_0; y_0); ˛). Šőčďă F (x_0; y) ňőŋőšőŋŋő ćőğřăśšăěš ŕřĺ |y − y_0| < ˛ ĺ F (x_0; y_0 − ˛) < F (x_0; y_0) = 0 < F (x_0; y_0 + ˛). Ĺğ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ F śńěďşěš, ůšő ∃(¸ > 0) š.ů. ŕřĺ |~x − x_0| < ¸ : F (~x; y_0 − ˛) < 0 < F (~x; y_0 + ˛). Ŕřĺ łăęďőň šăłőň ~x F (~x; y) ŋěŕřěřżćŋă ĺ ňőŋőšőŋŋő ćőğřăśšăěš ŕő y. Śńěďőćăšěńĳŋő,śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋżľ y_0 − ˛ < ~y < y_0 + ˛ š.ů. F (~x; ~y) = 0. Ŕőńşůĺńĺ ~y = f(~x). Šő ěśšĳ, {(x; y) | | ||x − x_0| <

¸; |y − y_0| < ˛; F (x; y) = 0} = {(x; y) | | ||x − x_0| < ¸; |y − y_0| < ˛; y = f(x)}. Ďőłăęěň,ůšő f ŋěŕřěřżćŋă. Ŕşśšĳ 0 < " < ˛. Ŕőćšőřĺň ŕěřćş¿ ůăśšĳ ďőłăğăšěńĳśšćă ĺ ŋăľďěň 0 < ‹ < ¸ šăł, ůšőąż {(x; y) | ||x − x_0| < ‹; |y − y_0| < "; F (x; y) = 0} = {(x; y) | ||x − x_0| < ‹; |y − y_0| < "; y = f(x)}. Ŋő šőčďă, |f(x) − f(x_0)| = |f(x) − y_0| < " ŕřĺ ćśěţ |x − x_0| < ‹. İšő ďőłăğżćăěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ć šőůłě (x_0; y_0). Ŋő ć őśšăńĳŋżţ šőůłăţ B((x_0; y_0); ‹) şśńőćĺ£ šěőřěňż ćżŕőńŋěŋż, ĺ ğŋăůĺš,šăň f šăłęě ŋěŕřěřżćŋă.

Ďőłăęěň,ůšő f ∈ C^1. Ŕřĺňěŋĺň šěőřěňş Ńăčřăŋęă 0 = F (x + ´x; f(x + ´x)) − F (x; f(x)) = F (x + ´x; y + ´y) − F (x; y) =^{∂F}_{∂x} (x + „´x; y + „´y)´x +^{∂F}_{∂y} (x + „´x; y + „´y)´y, čďě 0 < „ < 1, š.ě. ććĺďş^{∂F}_{∂y} ≠ 0: ´y ´x = − ∂F ∂x (x + „´x; y + „´y) ∂F ∂y (x + „´x; y + „´y)

Ŕřĺ ´x → 0^{∂f}_{∂x} (x) = −^{∂F∂x (x,f(x))}_{∂F∂y (x,f(x))} . Őŋă ŋěŕřěřżćŋă, ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ^{∂F}_{∂x} ;^{∂F}_{∂y} . Ěśńĺ F ∈ C^p, š.ě. ťőřňşńş ňőęŋő ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ p řăğ,ŋăŕřĺňěř:

d^2f dx^2 = −1 (_{∂F} ∂x )_2 (( @^2F @x^2 +

@^2F @x@y · f^′(x) ) @F @y − @F @x ( @^2F @x@y +

@^2F @y^2 · f^′(x) ))

Śńěďśšćĺě 8.1. Ŕşśšĳ U ∈ R^{n+1}, f ∈ C^p(U), p > 0, F (x^1_0; : : :; x^n_0 ; z0) = 0. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ∂F ∂z (x^1_0; : : :; x^n_0 ; z_0) ≠ 0. Šőčďă ∃(¸_1; : : :; ¸_n; ˛ > 0) ĺ f ∈ C^p( ~U), čďě ~U = {(x; z) ∈ ~U | | ||x^i − x^i_0| < ¸_i; |z −

z_0| < ˛} šăłĺě, ůšő {(x; z) ∈ ~U | | |F (x; z) = 0} = {(x; z) ∈ ~U | | |z = f(x)}. Ŕřĺ ¡šőň^{∂f}_{∂xi} (x) = −^{∂F∂xi (x,f(x))}_{∂F∂z (x,f(x))} x9 Šěőřěňă ő ŋě£ćŋőň őšőąřăęěŋĺĺ.

Čřăťĺł ěśšĳ ŋě šőńĳłő ş ťşŋłűĺĺ, ŋő ĺ ş őšőąřăęěŋĺ£ f : E → R^m. İšő śőćőłşŕŋőśšĳ šőůěł ćĺďă (x^1; : : :; x^n; f^1(x^1; : : :; x^n)); : : :; f^m(x^1; : : :; x^n)) ∈ R^{n+m}.

Őŕĺÿěň şśńőćĺ£, łőčďă ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ć R^{n+m} šőůěł ćĺďă:

F^1(x^1; : : :; x^n; y^1; : : :; y^m) = 0 : : :

F^m(x^1; : : :; x^n; y^1; : : :; y^m) = 0

ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě čřăťĺłă ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ. Ŕőńőęĺň

F^′_x(x; y) = ∂F^1 ∂x^1 : : : ∂F^1 ∂x^n : : : : : : : : : : : : : : : : ∂F^m ∂x^1 : : : ∂F^m ∂x^n ĺ F^′_y(x; y) = ∂F^1 ∂y^1 : : : ∂F^1 ∂y^m : : : : : : : : : : : : : : : : ∂F^m ∂y^1 : : : ∂F^m ∂y^m Šěőřěňă 9.1(ő ŋě£ćŋőň őšőąřăęěŋĺĺ). Ŕşśšĳ őšőąřăęěŋĺě F : U ⊂ R^{n+m} → R^m őŕřěďěńěŋő ć őłřěśšŋőśšĺ (x_0 ∈ R^n; y_0 ∈ R^m) ∈ U ⊂ R^{n+m} šăłőě,ůšő: 1:F ∈ C^p; p ¿ 1 2:F (x_0; y_0) = 0 3:F^′_y(x_0; y_0) { őąřăšĺňă£ ňăšřĺűă.

Šőčďă, śşźěśšćş¿š I_x = {x ∈ R^n | | ||x − x_0| < ¸}; I_y = {y ∈ R^m | | ||y − y_0| < ˛}, čďě I_x × I_y ⊂ U, ĺ

f ∈ C^p, čďě f : I_x → I_y šăłĺě, ůšő {(x; y) ∈ I_x × I_y | | |F (x; y) = 0} = {(x; y) ∈ I_x × I_y | | |y = f(x)}.

Ŕřĺ ¡šőň df = −(F^′_y(x; f(x)))^{−1}(F^′_x(x; f(x))).

Ďőł-ćő. Ąşďěň ďőłăğżćăšĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő m. Ŕřĺ m = 1 ¡šő śńěďśšćĺě 8.1. Ŕşśšĳ šěőřěňă śŕřăćěďńĺćă ďń£ řăğňěřŋőśšĺ m − 1. Ďőłăęěň ě-ě ďń£ řăğňěřŋőśšĺ m. F^′_y ŋěćżřőęďěŋă, ĺ ŕőśńě ŕěřěŋşňěřăűĺĺ y^i ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő^{∂F m}_{∂ym} ≠ 0.

Ŕő śńěďśšćĺ¿ 8.1, ŋăţőďĺň ~U = ~U^{n+m−1} × ~U^1 ⊂ U ĺ ťşŋłűĺ¿ ~f ∈ C^p; ~f : ~U^{n+m−1} → ~U^1 šăłĺě, ůšő {(x; y) ∈ ~U | | |F (x; y) = 0} = {(x; y) ∈ ~U | | |y^m = ~f(x; y^1; : : :; y^{m−1})}. Ŕőńőęĺň ďń£ i = 1; : : :; m: ˘^i(x^1; : : :; x^n; y^1; : : :; y^{m−1}) = F^i(x^1; : : :; x^n; y^1; : : :; y^{m−1}; ~f(x^1; : : :; y^{m−1})) Šőčďă, ˘ ∈ C^p; ˘^k(x^1_0; : : :; y^{m−1}_0 ) = 0 ĺ ŕřĺ i 6 m − 1 ćěřŋő:^{∂Φk}_{∂yi} =^{∂F k}_{∂yi} +^{∂F k}_{∂ym} ·^{∂f̃}_{∂yi} .

Ŋő, ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ˘^m(x^1; : : :; y^{m−1}) ≡ 0 őšłşďă^{∂F m}_{∂yi} +^{∂F m}_{∂ym} ·^{∂f̃}_{∂yi} = 0. Šăłĺň őąřăğőň, det F^′_y(x; y) = | | | | | | | ∂F^1 ∂y^1 ∂F^m ∂y^m : : : : : : : : : : : ∂F^m ∂y^1 ∂F^m ∂y^m

| | | | | | | = | | | | | | | ∂F^1 ∂y^1 + ∂F^1 ∂y^m · ∂f̃ ∂y^1 : : : ∂F^1 ∂y^m�^1 + ∂F^1 ∂y^m · ∂f̃ ∂y^m�^1 ∂F^1 ∂y^m : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ∂F^m ∂y^1 + ∂F^m ∂y^m · ∂f̃ ∂y^1 : : : ∂F^m ∂y^m�^1 + ∂F^m ∂y^m · ∂f̃ ∂y^m�^1 ∂F^m ∂y^m

| | | | | | | = | | | | | | | |

∂Φ^1 ∂y^1 : : :

∂Φ^1 ∂y^m�^1 ∂F^1 ∂y^m : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

∂Φ^m�^1 ∂y^1 : : :

∂Φ^m�^1 ∂y^m�^1

∂F^m�^1 ∂y^m 0 : : : 0^{∂F m}_{∂ym}

| | | | | | | |

Ğŋăůĺš, ć őłřěśšŋőśšĺ (x^1_0; : : :; x^n_0 ; y^1_0; : : :; y^{m−1}_0 ) ňăšřĺűă

∂Φ^1 ∂y^1 : : :

∂Φ^1 ∂y^m�^1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

∂Φ^m�^1 ∂y^1 : : :

∂Φ^m�^1 ∂y^m�^1

ŋěćżřőęďěŋă. Ŕő

ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ŋăţőďĺň ~U = ~U^n × ~U^{m−1} ∈ ~U ĺ f ∈ C^p; f : ~U^n → ~U^{m−1} šăłĺě, ůšő {(x; y) ∈ ~U | | |˘(x; y) = 0} = {(x; y) ∈ ~U | | |y^i = f^i(x^1; : : :; x^n) i = 1; : : :; m − 1}.

Ŕőńőęĺň f^m(x^1; : : :; x^n) = ~f(x^1; : : :; x^n; f^1(x^1; : : :; x^n); : : :; f^{m−1}(x^1; : : :; x^n)). Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőśšřőĺńĺ f : I_x → I_y ; f ∈ C^p; I_x ∈ R^n; I_y ∈ R^m

Ğăďăůă 9.1. Ďőłăğăšĳ,ůšő {(x; y) ∈ Ix × Iy | | |F (x; y) = 0} = {(x; y) ∈ I_x × I_y | | |y = f(x)}.

Šăłĺň őąřăğőň, F^k(x^1; : : :; x^n; f^1(x^1; : : :; x^n) : : : ; f^m(x^1; : : :; x^n)) = 0 ĺ^{∂F k}_{∂xi} +^m ∑ j=1 ∂F^k ∂y^j · ∂f^j ∂x^i = 0 ďń£

(k = 1; : : :; m ĺ i = 1; : : :; n). Šő ěśšĳ F^′_x = −F^′_ydf ĺ df = −[F^′_y]^{−1}F^′_x.

x10 Ŕřĺćěďěŋĺě őšőąřăęěŋĺľ ł łăŋőŋĺůěśłőňş ćĺďş.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ U; V ⊂ R^n: Ąĺěłűĺ£ f : U → V ŋăğżćăěšś£ C^p{ďĺťťěőňőřťĺğňőň,ěśńĺ f; f^{−1} ∈ C^p

Šěőřěňă 10.1(őą őąřăšŋőľ ťşŋłűĺĺ). Ŕşśšĳ G ⊂ R^n ĺ f : G → R^n šăłőćă,ůšő f ∈ C^p, čďě p > 0 ĺ df_{(x0)} őąřăšĺňă. Šőčďă śşźěśšćş¿š őłřěśšŋőśšĺ x_0 ∈ U ⊂ G ĺ f(x_0) ∈ V ⊂ R^n šăłĺě,ůšő f : U → V £ćń£ěšś£ C^p{ďĺťťěőňőřťĺğňőň.Ŕřĺ ¡šőň d(f^{−1}) = (df)^{−1}

Ďőł-ćő. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ F : G × R^n → R^n, čďě F (x; y) = f(x) − y: Šőčďă F ∈ C^p; F^′_x = df ĺ F^′_y = −1: Ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőň őšőąřăęěŋĺĺ śşźěśšćş¿š őłřěśšŋőśšĺ I_x ∋ x_0; I_y ∋ y_0 = f(x_0) ĺ ťşŋłűĺ£ g : I_y → I_x; g ∈ C^p šăłĺě,ůšő {(x; y) ∈ I_x × I_y|y = f(x)} = {(x; y) ∈ I_x × I_y|x = g(y)} ĺ ŕřĺ ¡šőň dg = (df)^{−1}.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ U; V ⊂ R^n; E; F ⊂ R^m ĺ f : U → E; h : V → F C^p{őšőąřăęěŋĺ£. Őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ C^p{¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ,ěśńĺ śşźěśšćşěš C^p{ďĺťťěőňőřťĺğňż: ’ : U → V ĺ : E → F šăłĺě,ůšő h ∘ ’ = ∘ f. Šő ěśšĳ, śńěďş¿źă£ ďĺăčřăňňă łőňňşšăšĺćŋă: U^φ−−−−→ V f h E^ψ−−−−→ F Őŕřěďěńěŋĺě. Řăŋčőň f : U → E ć šőůłě x0 ∈ U ŋăğżćăěšś£ řăŋč őŕěřăšőřă df_{(x0)}, š.ě. řăŋč őŕĺśżćă¿źěľ ěčő ňăšřĺűż.

Śńěďśšćĺě 10.1. G ⊂ R^n; f : G → R^n; f ∈ C^p ĺ řăŋč f ć x_0 ∈ U řăćěŋ n. Šőčďă śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ x_0 ∈ E ⊂ G ć łőšőřőľ f C^p{¡łćĺćăńěŋšŋő šőęďěśšćěŋŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿.

Ďőł-ćő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 10.1 śşźěśšćş¿š őłřěśšŋőśšĺ G ⊃ U ∋ x_0 ĺ V ∋ f(x_0) šăłĺě,ůšő f : U → V ěśšĳ C^p{ďĺťťěőňőřťĺğň. Ŕőńőęĺň = f^{−1}; h = ’ = Id: Šőčďă h ∘ ’ = ∘ f.

Ğăďăůă 10.1. Ŕşśšĳ řăŋč f : G → R^n ć x_0 ∈ G řăćěŋ r. Ďőłăęĺšě,ůšő śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ G ⊃ U ∋ x_0, ć łőšőřőľ řăŋč f ¿ r. Ążćăěš ńĺ šăł,ůšő řăŋč f > r ćő ćśěţ x ≠ x_0?

Ğăľňěňś£ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ŕőśšő£ŋŋőčő řăŋčă.

Ŕřĺňěř 10.1. Ŕőłăęĺšě, ůšő P_{n,k} : (x^1; : : :; x^n) ∈ R^n → (x^1; : : :; x^k; 0; : : :; 0) ∈ R^m (čďě k 6 n) ĺňěěš řăŋč k.

Šěőřěňă 10.2. Ŕşśšĳ G ⊂ R^n; f : G → R^m; f ∈ C^p ĺ řăŋč f řăćěŋ k ćś¿ďş ŋă G. Šőčďă ďń£ ń¿ąőľ x_0 ∈ G śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ U ∋ x_0, čďě f C^p{¡łćĺćăńěŋšŋă ŕřőěłűĺĺ P_{n,k}.

Ďőł-ćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ,ůšő x = (x^1; : : :; x^n); f = (f^1; : : :; f^m), ĺ ňăšřĺűă ∂f^1 ∂x^1 ∂f^1 ∂x^k : : : : : : : : : : : ∂f^k ∂x^1 ∂f^k ∂x^k ŋěćżřő-

ęďěŋă.

d’ =

∂f^1 ∂x^1 : : : ∂f^1 ∂x^k ∂f^1 ∂x^{k+1} : : : ∂f^1 ∂x^n : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ∂f^k ∂x^1 : : : ∂f^k ∂x^k ∂f^k ∂x^{k+1} : : : ∂f^k ∂x^n 0 · · · 0 1

: : : : : : : : : : : : : : : ... 0 · · · 0 1

Ŕőńőęĺň ’ = (’^1; : : :; ’^n), čďě ’^i = f^i ŕřĺ i 6 k ĺ ’^i(x^1; : : :; x^n) = x^i ŕřĺ i > k. Ŕő šěőřěňě 10.1 śşźěśšćşěš ść£ğŋă£ őłřěśšŋőśšĳ G ⊃ U ∋ x_0, čďě ’ | C^p-ďĺťťěőňőřťĺğň. Ŕőńőęĺň g = f ∘ ’^{−1}. Šőčďă g = (g^1; : : :; g^m), čďě g^i(x^1; : : :; x^n) = x^i ŕřĺ

i 6 k. Ňăšřĺűă §łőąĺ g řăćŋă: 1 ... 1 ∂g^{k+1} ∂x^1 : : : ∂g^{k+1} ∂x^k : : : : : : : : : : : : : : : : : : ∂g^m ∂x^1 : : : ∂g^m ∂x^k

| | | | | | | | | | | |

0 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 : : : 0 ∂g^{k+1} ∂x^{k+1} : : : ∂g^{k+1} ∂x^n : : : : : : : : : : : : : : : : : : ∂g^m ∂x^{k+1} : : : ∂g^m ∂x^n

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕő šěőřěňě 5.4 ĺňěěň dg = df · d(’^{−1}). Ğŋăůĺš, řăŋč g ŋă ~V = ’(U) řăćěŋ k. Śńěďőćăšěńĳŋő,ŕřăćă£ ŋĺęŋ££ ůěšćěřšĳ ňăšřĺűż ŋşńěćă£.Śőčńăśŋő šěőřěňě 6.2 őšś¿ďă ćżšěłăěš, ůšő ťşŋłűĺĺ g^{k+1}; : : :; g^m ŋě ğăćĺś£š őš x^{k+1}; : : :; x^n. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ = ( ^1; : : :; ^m), čďě ^i(y^1; : : :; y^n) = y^i ŕřĺ i 6 k ĺ ^i(y^1; : : :; y^n) = y^i − g^i(y^1; : : :; y^k) ŕřĺ i > k. Šőčďă ∈ C^p ĺ ěě ňăšřĺűă §łőąĺ ĺňěěš śńěďş¿źĺľ ćĺď:

d = 1 ... 1 −^{∂gk+1}_{∂y1} : : : −^{∂gk+1}_{∂yk} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : −^{∂gm}_{∂y1} : : : −^{∂gm}_{∂yk}

| | | | | | | | | | | | |

0 : : : 0 : : : : : : : : : 0 : : : 0 1 ... 1

Ŕő šěőřěňě 10.1 śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ f(x_0) ∈ V ⊂ ~V , čďě | C^p-ďĺťťěőňőřťĺğň. Ŕőńőęĺň šěŕěřĳ h = ∘ f ∘ ’^{−1} ∈ C^p. Šőčďă h(x) = ∘ f ∘ ’^{−1}(x) = (g(x)) = (g^1(x); : : :; g^m(x)) = ( 1(g^1(x); : : :; g^m(x)); : : :; ^m(g^1(x); : : :; g^m(x)) ) . Ŕřĺ j ¿ k ĺňěěň g^j (x) = x^j ĺ, ğŋăůĺš, ďń£ x = (x^1; : : :; x^n): h(x) = (x^1; : : :; x^k; g^{k−1}(x) − g^{k−1}(x); : : :; g^m(x) − g^m(x)) = (x^1; : : :; x^k; 0; : : :; 0).

Őŕřěďěńěŋĺě. C^p{ďĺťťěőňőřťĺğň g : U → R^n ŋăğőćěň ŕřőśšěľÿĺň, ěśńĺ őŋ ĺňěěš ćĺď g = (g^1; : : :; g^m), čďě g^i(x^1; : : :; x^n) = x^i ŕřĺ i ≠ j ďń£ ŋěłőšőřőčő j (šő ěśšĳ ňěŋ£ěšś£ ńĺÿĳ őďŋă łőőřďĺŋăšă).

Ńěňňă 10.1. Ŕşśšĳ f : G → R^n C^p{ďĺťťěőňőřťĺğň, ĺ x0 ∈ G. Šőčďă, ŋăľďěšś£ őłřěśšŋőśšĳ x_0 ∈ U ⊂ G, čďě f = g_1 ∘ · · · ∘ g_k, ĺ g_i-ŕřőśšěľÿĺě ďĺťťěőňőřťĺğňż.

Ďőł-ćő. Ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő k. Ŕřĺ k = 1 ¡šő őůěćĺďŋő. Ŕşśšĳ şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ďń£ ŕřĺ k < m. Ŕő şśńőćĺ¿ ĺňěěň:

df = ∂f^1 ∂x^1 : : : ∂f^1 ∂x^m : : : : : : : : : : : : : : : : ∂f^m ∂x^1 : : : ∂f^m ∂x^m 0 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : 0 : : : 0

| | | | | | | | | | |

∂f^1 ∂x^{m+1} : : : ∂f^1 ∂x^n : : : : : : : : : : : : : : : : : : ∂f^m ∂x^{m+1} : : : ∂f^m ∂x^n 1 ... 1

Őšś¿ďă ćĺďŋő,ůšő řăŋč ∂f^1 ∂x^1 ∂f^1 ∂x^m : : : : : : : : : : : : ∂f^m ∂x^1 ∂f^m ∂x^m řăćěŋ m.

Ğŋăůĺš, ěśšĳ čńăćŋżľ ňĺŋőř, ŋě řăćŋżľ ŋşń¿.

Ŕşśšĳ ¡šő ∂f^1 ∂x^1 ∂f^1 ∂x^m�^1

: : : : : : : : : : : : : : : :

∂f^m�^1 ∂x^1 ∂f^m�^1 ∂x^m�^1

Řăśśňőšřĺň őšő-

ąřăęěŋĺě ~f = ( ~f^1; : : :; ~f^n), čďě ~f^i = f^i ŕřĺ i ≠ m ĺ ~f^m = x^m. Šőčďă:

d ~f = ∂f^1 ∂x^1 : : : ∂f^1 ∂x^m�^1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

∂f^m�^1 ∂x^1 : : :

∂f^m�^1 ∂x^m�^1

0 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 : : : 0

| | | | | | | | | | |

∗ 1 ... 1

Ĺ śńěďőćăšěńĳŋő,ŕő šěőřěňě 10.1 ~f ěśšĳ C^p{ďĺťťěőňőřťĺğň ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x_0. Ŕőńőęĺň h = f ∘ ~f^{−1}. Šőčďă, h = (h^1; : : :; h^n) £ćń£ěšś£ ŕřőśšěľÿĺň ć łőőřďĺŋăšăţ ( ~f^1(x); : : :; ~f^n(x)). Ŋő f = h ∘ ~f ĺ ł ~f ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďşłűĺĺ.

x11 Ńěňňă Ňőřśă.

Ŕşśšĳ U ⊂ R^n; E ⊂ R^m. Ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋżľ řăŋč f : U → E ć x ∈ U řăćěŋ min(n; m). Šăłĺě šőůłĺ őąřăğş¿š őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ĺ ŋă ŋ-ěň f ¡łćĺćăńěŋšŋă ńĺŋěľŋőňş ćńőęěŋĺ¿ ĺńĺ ńĺŋěľŋőľ ŕřőěłűĺĺ(š-ňă 10.2). Őśšăńĳŋżě šőůłĺ ŋăğżćă¿šś£ łřĺšĺůěśłĺňĺ. Ĺňěŋŋő őŋĺ őŕřěďěń£¿š čńőąăńĳŋżě śćőľśšćă őšőąřăęěŋĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłĺ x_0, čďě řăŋč f : U → E ňěŋĳÿě min(n; m) ŋăğżćă¿šś£ łřĺšĺůěśłĺňĺ. Šăł, łăł ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ťşŋłűĺ£ňĺ, šő min(n; m) = 1 ĺ šőůłă łřĺšĺůěśłă£⇔ df_{(x0)} = 0.

Ć ¡šőň śńşůăě f(x) − f(x_0) =^1_2

∑_∂2_f

∂x^i∂x^j (x0)(x

i − x^i_0)(x^j − x^j_0) + —o(|x − x_0|^2) Őŕřěďěńěŋĺě. Ňăšřĺűă^{∂2f}_{∂xi∂xj} ŋăğżćăěšś£ Čěśśĺăŋőň. Ěśńĺ őŋă ŋěćżřőęďěŋă, šő ĺ łřĺšĺůěśłă£ šőůłă ŋăğżćăěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ.

Ğăďăůă 11.1. Ěśńĺ ťşŋłűĺĺ f : U → E ĺ g : V → F ¡łćĺćăńěŋšŋż ĺ x_0 { ŋěćżřőęďěŋŋă£ łřĺšĺůěśłă£ šőůłă f, šő śőőšćěšśšćş¿źă£ šőůłă y_0 ∈ V £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłőľ ďń£ g.

Ŕřĺňěř 11.1. f(x) = aijx^ix^j . Šőůłă 0 { łřĺšĺůěśłă£ ĺ ŋěćżřőęďěŋă, ěśńĺ ňăšřĺűă aij ŋěćżřőęďěŋă.

Ŋăÿă űěńĳ{ďőłăğăšĳ, ůšő ć őłřěśšŋőśšĺ ŋěćżřőęďěŋŋőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£

¡łćĺćăńěŋšŋă^n ∑ i=1 fi_i · (x^i)^2, čďě fi_i = ±1

Ńěňňă 11.1(Hadamard). Ŕşśšĳ U ⊂ R^n { ćżŕşłńă£ őłřěśšŋőśšĳ 0. f : U → R; f(0) = 0 ĺ f ∈ C^p; p > 0. Šőčďă śşźěśšćş¿š g_i : U → R; g_i(0) =^{∂f}_{∂xi} (0); g_i ∈ C^{p−1} šăłĺě, ůšő

f(x^1; : : :; x^n) = n∑ i=1 x^i · g_i(x^1; : : :; x^n):

Ďőł-ćő.

f(x^1; : : :; x^n) = 1∫ 0 df(tx^1; : : :; tx^n) dt dt = 1∫ 0 (_n ∑ i=1 x^i @f @x^i

(tx^1; : : :; tx^n) ) dt =

= n∑ i=1 x^i 1∫ 0 @f @x^i

(tx^1; : : :; tx^n)dt = n∑ i=1 x^ig_i, čďě g_i(x^1; : : :; x^n) = 1∫ 0 @f @x^i

(tx^1; : : :; tx^n)dt:

Ğăďăůă 11.2. Ďőłăğăšĳ, ůšő gi ∈ C^{p−1} ĺ gi(0) =^{∂f}_{∂xi} (0).

Šěőřěňă 11.1(Morse Lemm). Ŕşśšĳ G ⊂ R^n; f : G → R; f ∈ C^3, ĺ x0 ∈ G { ŋěćżřőęďěŋŋă£ łřĺšĺůěśłă£ šőůłă f. Šőčďă śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ G ∋ x_0, čďě f ¡łćĺćăńěŋšŋă g(x) =^n ∑ i=1 fi_i(x^i)^2; fi_i = ±1.

Ďőł-ćő. Ńĺŋěľŋżňĺ ğăňěŋăňĺ ĺ ďćőľŋżň ŕřĺňěŋěŋĺěň ńěňňż 11.1 ćőŕřőś śćőďĺšś£ ł śńşůă¿, łő-

čďă x_0 = 0 ĺ f(x^1; : : :; x^n) =^n ∑ i,j=1 x^ix^jh_{ij}(x^1; : : :; x^n), čďě h_{ij}(0) =^{∂2f}_{∂xi∂xj} (0). Ąşďěň ŕřĺćőďĺšĳ ¡šş

\łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş" ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ś ŕőňőźĳ¿ ďĺťťěőňőřťĺğňőć. Śŋăůăńă, ŕřĺćěďěň ěě ł ćĺďş ±(x^1)^2 + ∑ i,j>1 h_{ij} x^ix^j, ŕőšőň ł ćĺďş ±(x^1)^2 ± (x^2)^2 + ∑ i,j>2 h_{ij}x^ix^j etc. Őŕĺÿěň őąźĺľ

ÿăč. Ŕşśšĳ f(x^1; : : :; x^n) = ±(x^1)^2 ± · · · ± (x^{r−1})^2 + ∑ i,j¿r x^ix^jh_{ij}(x^1; : : :; x^n). Śőčńăśŋő ğăďăůě 11.1

0-ŋěćżřőęďěŋŋă£ łřĺšĺůěśłă£ šőůłă, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ňăšřĺűă {h_{ij} (0)} ŋěćżřőęďěŋă. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő h_{rr} (0) ≠ 0 ĺ ąőńěě šőčő h_{rr} ≠ 0 ŋă V ∋ 0. Ŕőńőęĺň ¯(x) = √ |h_{rr}(x)| : V → R. Ŕşśšĳ

’ : V → R^n, čďě ’^i(x) = x^i ŕřĺ i ≠ r ĺ ’^r(x) = ¯(x) ( x^r + ∑ i>r x^ih_{ir} (x) h_{rr} (x) ) . §łőąĺăŋ ’ ŋě řăćěŋ ŋşń¿ ć

0. Ĺ ŕő šěőřěňě 10.1 ’{ďĺťťěőňőřťĺğň ŋă V ⊃ U ∋ 0. Łřőňě šőčő

± (x^1)^2 ± · · · ± (x^{r−1})^2 + ∑ i,j¿r x^ix^jh_{ij}(x^1; : : :; x^n) =

= ±(x^1)^2 ± · · · ± (x^{r−1})^2 + (x^r)^2h_{rr}(x) + 2 ∑ j>r x^r x^jh_{rj}(x) + ∑ i,j>r x^ix^jh_{ij}(x) =

= ±(’^1(x))^2 ± · · · ± (’^r (x))^2 − 1 h_{rr} (x) ( ∑ i>r ’^i(x)h_{ir}(x)

)_2 + ∑ i,j>r (’^i(x))^2(’^j (x))^2h_{ij}(x):

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŋăÿńĺ ďĺťťěőňőřťĺğň ’, şćěńĺůĺćă¿źĺľ łőńĺůěśšćő \ŕřăćĺńĳŋżţ" ůńěŋőć ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ťşŋłűĺĺ f.

Ğăďăůă 11.3. Łőńĺůěśšćő ŕń¿śőć ĺ ňĺŋşśőć śřěďĺ fi_i ŋăğżćăěšś£ śĺčŋăšşřőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ. Łăł ŋăľšĺ śĺčŋăšşřş ŕő ř£ďş Šěľńőřă f ?

x12 Ŕőďňŋőčőőąřăğĺ£.Şśńőćĺ£ ¡łśšřěňşňă.Ňŋőęĺšěńĺ Ńăčřăŋęă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő S = {x ∈ D|F (x^1; : : :; x^n) = 0}; F ∈ C^1 ŋăğżćăěšś£ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ¿ ć D ⊂ R^n. Ďń£ x_0 ∈ S ĺ dF (x_0) ≠ 0 ňŋőęěśšćő T F (x_0) = {x_0 + v| < dF (x_0); v >= 0} ŋăğżćăěšś£ łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ ł S ć šőůłě x_0.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő S = {x ∈ D | | |F_i(x^1; : : :; x^n) = 0; i = 1; : : :; k}; F_i ∈ C^1 ŋăğżćăěšś£ ŋěőśőąőľ ŕőćěřţŋőśšĳ¿ łőřăğňěřŋőśšĺ k, ěśńĺ řăŋč {_{∂Fi} ∂x^j } = k ćő ćśěţ šőůłăţ x ∈ S. Ďń£ x_0 ∈ S

ňŋőęěśšćő T S_{x0} =^k ⋂ i=1 T F_i(x_0) ŋăğżćăěšś£ łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ ł S ć šőůłě x_0.

Ńěňňă 12.1. T Sx_0 = x0 + T , čďě T { ňŋőęěśšćő ćśěţ ćěłšőřőć ćĺďă^{∂x}_{∂t} (0), čďě x(t) ∈ S ĺ x(0) = x_0.

Ďőł-ćő. x_0 + T ⊂ T S_{x0} ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ďń£ k = 1. Ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěň x(t) ∈ S ⇔ F (x(t)) = 0 ⇒ ∑_{∂F} ∂x^i x^i(t) dt = 0 Ŕřĺ t = 0 ¡šő < dF (x_0);^{dxi}_{dt} (0) >= 0. Őąřăšŋő: ŕřěďśšăćĺň F = 0 ć ćĺďě čřăťĺłă(šěőřěňă 9.1) ĺ šőčďă ¡šő śńěďşěš ĺğ šěőřěňż 7.1.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ f : D → R; f ∈ C^1 Őŕřěďěńěŋĺě. Ńőłăńĳŋżľ ¡łśšřěňşň f |_S ŋăğżćăěšś£ şśńőćŋżň ¡łśšřěňşňőň f ŋă S. İšő ŕőŋ£šĺě őůěŋĳ ćăęŋő ć ŕřĺńőęěŋĺ£ţ.

Šěőřěňă 12.1. Ŕşśšĳ x0 ∈ S { šőůłă şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă f ŋă S ĺ df(x0) ≠ 0. Šőčďă T S_{x0} ⊂ T (f − f(x_0))(x_0).

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ f(x_0) + v ∈ T S_{x0} . Śőčńăśŋő ńěňňě 12.1 v =^{dx}_{dt} (0), čďě x(t) ⊂ S; t ∈ [0; 1]; x(0) = f(x_0). Ťşŋłűĺ£ x(t) ĺňěěš ¡łśšřěňşň ć 0. Őšś¿ďă 0 =^d_{dt} (f(x(0))) =< df(x_0) ·^{dx}_{dt} (0) >=< df(x_0) · v >. Šő ěśšĳ f(x_0) + v ∈ T (f − f(x_0))(x_0).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďń£ f : D → R ŕőńőęĺň grad f(x_0) ∈ R^n { ćěłšőř šăłőľ, ůšő < df(x_0); v >= (grad f(x_0); v) ďń£ ćśěţ ćěłšőřőć v.

Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ T S_{x0} = {f(x_0) + v|(v; grad F_i(x_0)) = 0; i = 1; : : :; k} ĺ T (f − f(x_0))(x_0) = {f(x_0) + v|(v; grad f(x_0)) = 0}. Šőčďă şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż 12.1 őğŋăůăěš, ůšő grad f(x_0) ŕőřőęďěŋ

{grad F_i(x_0)}.

Śńěďśšćĺě 12.1. Ěśńĺ x_0 ∈ S { šőůłă şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă f ŋă S ĺ df(x_0) ≠ 0, šő grad f(x_0) = n∑ i=1 –_i · grad F_i(x_0).

İšő ŋăćőďĺš ŋă ňżśńĳ řăśśňőšřěšĳ ťşŋłűĺ¿ L(x; –) = f(x) −^n ∑ i=1 –_i · F_i(x), ŋăğżćă¿ÿş¿ś£

ťşŋłűĺěľ Ńăčřăŋęă. Ŕřĺ ¡šőň –_i ŋăğżćă¿šś£ ňŋőęĺšěń£ňĺ Ńăčřăŋęă. Ě-ě čńőąăńĳŋżľ ¡łśšřěňşň ŋă S ďă-ěš şśńőćŋżľ ¡łśšřěňşň f, ă čřăďĺěŋš = 0 ŕřĺ {–_i} ĺğ Śńěďśšćĺ£ 12.1.

Šěőřěňă 12.2. Ŕşśšĳ f ∈ C^2; F_i ∈ C^2 (i = 1; : : :; k) : D → R, čďě D ⊂ R^n; S = {x ∈

D|F_i(x^1; : : :; x^n) = 0; i = 1; : : :; k} { ŋěőśőąă£ ŕőćěřţŋőśšĳ, grad f(x_0) =^k ∑ i=1 –_i · F_i(x_0)

L(x) = f(x^1; : : :; x^n) − k∑ i=1 –_i · F_i(x^1; : : :; x^n)

ĺ ťőřňă @^2L@x_i@x_j (x_0)^i^j ğŋăłőőŕřěďěńěŋă ŋă ćěłšőřăţ (^1; : : :; ^n) ∈ T S_{x0} − x_0. Šőčďă x_0 { šőůłă şśńőćŋőčő ¡łśšřěňşňă f ŋă S. İšő šőůłă ńőłăńĳŋőčő ňĺŋĺňşňă, ěśńĺ ťőřňă ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă ĺ šőůłă ńőłăńĳŋőčő ňăłśĺňşňă, ěśńĺ ťőřňă őšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ ťőřňă ŕőńőęĺšěńĳŋă őŕřěďěńěŋă. Ŕő şśńőćĺ¿ grad L(x_0) = 0. Ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă L(x) − L(x_0) =^1_2

∑_∂2_L ∂x^i∂x^j (x i − x^i_0)(x^j − x^j_0) + —o(|x − x_0|^2) ŕřĺ x → x_0. Ďń£ ń¿ąőčő x(t) ⊂ S; t ∈ (0; 1); x(0) = x_0 ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńőň t ŕěřćőě śńăčăěňőě ąńĺğłő ł^1_2

∑_∂2_L

∂x^i∂x^j (x0) dx^i dt dx^j dt ·t^2 ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőńőęĺšěńĳŋő. Ćšőřőľ ůńěŋ ŕăďăěš ążśšřěě ŕěřćőčő, ğŋăůĺš L(x(t))−L(x_0) ŕőńőęĺšěńĳŋő ŕřĺ ňăńőň t. Šő ěśšĳ x_0 { şśńőćŋżľ ¡łśšřěňşň.

Ğăňěůăŋĺě { Ğăďăůă 12.1 Ŋă ŕřăłšĺłě, őążůŋő, ŋăďő: 1) ŋăŕĺśăšĳ L(x; –), śůĺšă£ x ĺ – ŋěĺğćěśšŋżňĺ. 2) ŋăľšĺ x_0 ĺ (–_1; : : :; –_k) ĺğ şśńőćĺ£ dL = 0.

(Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő şśńőćĺě ¡łćĺćăńěŋšŋő grad f(x_0) = ∑ –_i · grad F_i(x_0))

3) ŋăľšĺ łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş @^2L@x_i@x_j (x_0). 4) őčřăŋĺůĺšĳ ě-ě ŋă T S_{x0} . 5) ŋăľšĺ ě-ě śĺčŋăšşřş.

Ŕřĺňěř 12.1. Ŋăľď-ěň ¡łśšřěňşň ťşŋłűĺĺ f(x; y) = x^2 − y^2 ŋă ŕńőśłőśšĺ 2x − y − 3 = 0. Ťşŋłűĺ£ Ńăčřăŋęă: L(x) = x^2 − y^2 − –(2x − y − 3). Ňŋőęĺšěńĺ Ńăčřăŋęă ĺ łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ ŋăľď-ěň ĺğ şřăćŋěŋĺľ:

0 = @L @x = 2x − 2– 0 = @L @y = −2y + – 0 = @L @– = −2x + y + 3

Šőčďă ĺňěěň:

– = 2; x = 2; y = 1 @^2L @x^2

= 2; @^2L

@y^2

= −2; @^2L @x@y = 0 Ťőřňă řăćŋă 2(^2_x − ^2_y ) ŋă ćěłšőřăţ (_x; _y).

Łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř { ¡šő −2_x + _y = 0 ⇒ _y = 2_x. Ğŋăůěŋĺě ťőřňż ŋă ŋĺţ 2(^2_x − 4^2_x) = −6^2_x < 0. Šő ěśšĳ ňăłśĺňşň.

x13 Ĺŋšěčřăń.

Ć őďŋőňěřŋőľ śĺšşăűĺĺ ňż ĺŋšěčřĺřşěň ŕő őšřěğłş. Ć ňŋőčőřňěřŋőľ { ŕő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďş.

I^n = {(x^1; : : :; x^n) ∈ R^n|¸^i 6 x^i 6 ˛^i(i = 1; : : :; n)} ⊂ R^n

Ěčő őąž-ěň Vol(I^n) =^n ∏ i=1 (˛^i − ¸^i). Ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě I^n × I^m ⊂ R^{n+m} { šőęě ŕăřăńńěńěŕĺŕěď.

Ć ůăśšŋőśšĺ, I^n { ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őšřěğłőć. I^β_α = {¸ 6 x 6 ˛} ⊂ R^1. Řăğąĺěŋĺě I^β_α { ¡šő I^{γ1}_α ∪ I^{γ2}_{γ1} ∪ · · · ∪ I^β_{γk} . Ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě šăłĺţ řăğąĺěŋĺľ ğăďăěš řăğąĺěŋĺě I^n = ⋃ ε I_ε ⊂ R^n.

Śşňňőľ řăğąĺěŋĺľ I = ⋃ ε I^′_ε ĺ I = ⋃ δ I^{′′}_δ ŋăğżćăěšś£ řăğąĺěŋĺě {I^′_ε ∩ I^{′′}_δ }.

Ŕşśšĳ f : I → R { őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£. Ŕőńőęĺň m_ε(f) = inf_{x∈Iε} f(x) ĺ M_ε(f) = sup_{x∈Iε} f(x). Śşňňż s_{{Iε}}(f) = ∑ ε m_ε(f) Vol(I_ε) ĺ S_{{Iε}}(f) = ∑ ε M_ε(f) Vol(I_ε) ŋăğżćă¿šś£ ŋĺęŋěľ ĺ ćěřţŋěľ śşňňőľ Ďăřąş ŕő řăğąĺěŋĺ¿ {I_ε}.

Ńěňňă 13.1. Ń¿ąă£ ćěřţŋ££ śşňňă Ďăřąş ąőńĳÿě ń¿ąőľ ŋĺęŋěľ.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ {~I_α} śşňňă řăğąĺěŋĺľ {I_ε} ĺ {I^′_δ}. Šőčďă s_{{Iε }}(f) = ∑ ε m_ε(f) Vol(I_ε) 6 ∑ α m_α(f) Vol(~I_α) 6 ∑ α M_α(f) Vol(~I_α) 6 ∑ δ M_δ(f) Vol(I^′_δ ) = S_{{I}0_{δ }}(f)

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ f ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřĺřşěňőľ, ěśńĺ sup_{{Iε}} s_{{Iε}}(f) = inf_{{Iρ}} S_{{Iρ}}(f). Ć ¡šőň śńşůăě ĺţ őąźěě ğŋăůěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřăńőň ĺ őąőğŋăůăěšś£ ∫ I f(x)dx^1 · · ·dx^n.

Ŕřĺňěř 13.1. Ěśńĺ f(x) = c = const, šő ∫ I f(x)dx^1 · · · dx^n = c Vol(I).

Ďőłăęěň, ůšő ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺŋšěčřĺřşěňă.Ďń£ ¡šőčő ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ Ńěňňă 13.2. Ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ f : I → R řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă ŋă I.Šő ěśšĳ ∀(" > 0)∃(‹ > 0)∀(‖x − x^′‖ < ‹; x; x^′ ∈ I) : |f(x) − f(x^′)| < " Ďőł-ćő. Ŕřěďŕőńőęĺň őąřăšŋőě. Šőčďă ∃(" > 0)∀(n > 0; n ∈ Z)∃(x_n; x^′_n; |x_n − x^′_n| <^1_n ) : |f(x_n) − f(x^′_n)| > ". Ŕřĺňěŋ££ šěőřěňş Ąőńĳűăŋő-Ćěľěřÿšřăśśă ł łăęďőľ łőőřďĺŋăšě (ĺńĺ ĺśŕőńĳğş£ ğăďăůş 2.1) ŋăţőďĺň śţőď£źş¿ś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_{n1} ; x_{n2} ; : : :, čďě lim_{i→∞} x_{ni} = x ∈ I. Ććĺďş lim_{i→∞}(x_{ni} − x^′_{ni} ) = 0 ĺňěěň lim_{i→∞} x^′_{ni} = x. Ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ lim_{i→∞} f(x_{ni} ) = f(x) = lim_{i→∞} f(x^′_{ni} ) ĺ śńěďőćăšěńĳŋő |f(x_{ni} ) − f(x^′_{ni} )| < " ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ i.

Ğăďăůă 13.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋěŕřěřżćŋă£ ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě ťşŋłűĺ£ řăćŋőňěřŋő ŋěŕřěřżćŋă ŋă ŋ-ěň.

Šěőřěňă 13.1. Ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ f : I → R ĺŋšěčřĺřşěňă.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ " > 0. Śőčńăśŋő ńěňňě 13.2 śşźěśšćşěš ‹ > 0 šăłőě, ůšő |f(x) − f(x^′)| < " ŕřĺ ‖x − x^′‖ < ‹. Řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě {I_α} šăłőě, ůšő ďĺăňěšř łăęďőčő I_α ŋě ąőńĳÿě ‹. Šőčďă sup_{x∈Iα} f(x) − inf_{x∈Iα} f(x) < ". Śńěďőćăšěńĳŋő S_{{Iα}} − s_{{Iα}} = ∑ α (M_α(f) − m_α(f)) Vol(I_α) 6 " ∑ α Vol(I_α) = " Vol(I). Šő ěśšĳ inf_{{Iα}} S_{{iα}} = sup_{{Iα}} s_{{iα }}.

Šěőřěňă 13.2. Ěśńĺ f1 ĺ f2 ĺŋšěčřĺřşěňż ŋă I, šő –1f1 + –2f2 šőęě ĺŋšěčřĺřşěňă ďń£ ń¿ążţ –_1; –_2 ∈ R ĺ ∫ I (–_1f_1 + –_2f_2)dx^1 · · ·dx^n = –_1 ∫ I f_1dx^1 · · · dx^n + –_2 ∫ I f_2dx^1 · · · dx^n

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ {I^′_α} ĺ {I^{′′}_β } řăğąĺěŋĺ£ I ĺ I_ε { ĺţ śşňňă.Šőčďă

s_{{I}0_{α}}(f_1) + s_{{I}00_{β }}(f_2) 6 s_{{Iε}}(f_1) + s_{{Iε}}(f_2) = ∑ ε inf_{x∈Iε} f_1(x) Vol(I_ε) + ∑ ε inf_{x∈Iε} f_2(x) Vol(I_ε) 6

6^∑_ε inf_{x∈Iε} ((f1 + f2)(x)) Vol(Iε) = s{I_ε}(f1 + f2) 6 S{I_ε}(f1 + f2) =^∑_ε sup_{x∈Iε} ((f1 + f2)(x)) Vol(Iε) 6 6^∑_ε sup_{x∈Iε} f1(x) Vol(Iε) +^∑_ε sup_{x∈Iε} f2(x) Vol(Iε) = S{I_ε}(f1) + S{I_ε}(f2) 6 S{I0_α}(f1) + S{I00_β }(f2):

Šăłĺň őąřăğőň ∫ I f_1(x)dx^1 · · · dx^n + ∫ I f_2(x)dx^1 · · ·dx^n = sup_{{I}0_{α}} s_{{I}0_{α}}(f_1) + sup_{{I}00_{β }} s_{{I}00_{β }}(f_2) 6 sup_{{Iε}} s_{{Iε}}(f_1 + f_2) 6

6 inf_{{Iε}} S{I_ε }(f1 + f2) 6 inf_{{I0α}} S{I0_α}(f1) + inf_{{I00β }} S{I00_β }(f2) =^∫_I f1(x)dx^1 · · ·dx^n +^∫_I f2(x)dx^1 · · · dx^n:

Őšś¿ďă

sup_{{Iε}} s_{{Iε}}(f_1 + f_2) = inf_{{Iε}} S_{{Iε}}(f_1 + f_2) = ∫ I f_1(x)dx^1 · · ·dx^n + ∫ I f_2(x)dx^1 · · ·dx^n

Ğŋăůĺš f_1 + f_2 ĺŋšěčřĺřşěňă ĺ ∫ I (f_1 + f_2)(x)dx^1 · · ·dx^n = ∫ I f_1(x)dx^1 · · · dx^n + ∫ I f_2(x)dx^1 · · ·dx^n

Řăćěŋśšćő ∫ I –f(x)dx^1 · · · dx^n = – ∫ I f(x)dx^1 · · · dx^n ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

x14 Šěőřěňă Ťşąĺŋĺ.

Řăğőąĳěň łőőřďĺŋăšż ŋă ďćě čřşŕŕż (u; v), š.ě. (x^1; : : :; x^n) = (u^1; : : :; u^p; v^1; : : :; v^q ). Šőčďă, I = I^u × I^v.

Šěőřěňă 14.1. Ěśńĺ f : I → R{ŋěŕřěřżćŋă, šő F (u) = ∫ I^v f(u; v)dv^1 · · ·dv^q šőęě ŋěŕřěřżćŋă.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ " > 0. Śőčńăśŋő ńěňňě 13.2 ∃(‹ > 0)∀(‖x − x^′‖ < ‹) : |f(x) − f(x^′)| <^ε_{Vol(Iv )} . Ŕşśšĳ I^v_β { řăğąĺěŋĺě I^v ś ďĺăňěšřőň <^δ_2 . Ŕşśšĳ |u_1 − u_2| < ‹=2 ĺ ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ F (u_1) ¿ F (u_2). Šőčďă |F (u_1) − F (u_2)| = ∫ I^v f(u_1; v)dv − ∫ I^v f(u_2; v)dv 6 ∑ β ( sup_{v∈Iβ} f(u_1; v) − inf_{v∈Iβ} f(u_2; v)) Vol(I^v_β ) 6 ". Šő ěśšĳ F (u) { ŋěŕřěřżćŋă.

Šěőřěňă 14.2 (Fubini). Ŕşśšĳ f(u; v) ĺŋšěčřĺřşěňă ŋă I = I^u × I^v ĺ F (u) = ∫ I^v f(u; v)du śşźěśšćşěš ŕřĺ łăęďőň u ∈ I^u. Šőčďă F ĺŋšěčřĺřşěňă ŋă I^u ĺ: ∫ I f(u; v)dudv = ∫ I^u F (u)du = ∫ I^u ∫ I^v f(u; v)dv du Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ I^u_α ĺ I^v_β řăğąĺěŋĺ£ I^u ĺ I^v ĺ I_ε = I^u_α × I^v_β

s_{{Iε}}(f) = ∑ α,β inf u∈I^u_α,v∈I^v_β f(u; v) Vol(I u α) Vol(I^v_β ) = ∑ α inf_{v∈Iα} ∑ β inf_{u∈Iuβ} f(u; v) Vol(I^v_β )

Vol(I^u_α) 6 6^∑_α inf_{u∈Iuα} ∫ I^v f(u; v)dv

Vol(I^u_α) 6 6^∑_α sup_{u∈Iuα} ∫ I^v f(u; v)dv

Vol(I^u_α ) 6 ∑ α sup_{v∈Iα} ∑ β sup_{u∈Iuβ} f(u; v) Vol(I^v_β )

Vol(I^u_α) = S_{{Iε}}(f)

Őšś¿ďă ∫ I f(u; v)dudv = sup_{{Iε}} s_{{Iε}}(f) 6 ∫ I^u F (u)du 6 inf_{{Iε}} S_{{Iε}}(f) = ∫ I f(u; v)dudv

Śńěďśšćĺě 14.1. Ěśńĺ f(u; v) ŋěŕřěřżćŋă ŋă I = I^u × I^v, šő ∫ I f(u; v)dudv = ∫ I^u ∫ I^v f(u; v)dv du x15 Ňŋőęěśšćă ňěřż 0.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čőćőř£š, ůšő E ⊂ R^n ĺňěěš n-ňěřŋş¿ ňěřş Ńěąěčă 0 ĺ ŕĺÿşš —n(E) = 0, ěśńĺ ∀" > 0 śşźěśšćşěš ŕőłřżšĺě E ⊂^∞ ⋃ i=1 I_i n-ňěřŋżňĺ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďăňĺ {I_1; I_2; : : :} šăłőě, ůšő ∞∑ i=1 Vol(I_i) < ".

Ğăďăůă 15.1. Őąžěďĺŋěŋĺě śůěšŋőčő ůĺśńă ňŋőęěśšć ňěřż 0 šăłęě ĺňěěš ňěřş 0. Ňŋőęěśšćő řăűĺőŋăńĳŋżţ šőůěł ć R^n ĺňěěš n-ňěřŋş¿ ňěřş 0.

Ğăďăůă 15.2. Ŕşśšĳ I ⊂ R^n | n-ňěřŋżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ĺ f : I → R | ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă ěě čřăťĺł Č_f ⊂ R^{n+1} ĺňěěš (n + 1)-ňěřŋş¿ ňěřş 0.

Ğăďăůă 15.3. Ěśńĺ I ⊂ R^n | ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, B ⊂ I | ňŋőęěśšćő ňěřż 0, šő (I \ B) = I. Šěőřěňă 15.1. Ŕşśšĳ B ⊂ R^n | łőňŕăłšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ĺ ćśě Bt = {(x^1; : : :; x^n) ∈ B|x^1 = t} ĺňě¿š (n − 1)-ňěřŋş¿ ňěřş 0. Šőčďă B ĺňěěš n-ňěřŋş¿ ňěřş 0.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ " > 0. Ğăťĺłśĺřşěň t. Ŕőłřőěň ňŋőęěśšćő B_t ňŋőęěśšćőň őšłřżšżţ łşąőć B_t ⊂ A_t =^∞ ⋃ i=1 A^i_t ⊂ R^{n−1} šăłĺţ, ůšő —_{n−1}(A_t) 6^∞ ∑ i=1 —_{n−1}(A^i_t) < ". (Šăłőě ŕőłřżšĺě ńěčłő ŕőńşůĺšĳ

ĺğ ŕőłřżšĺ£ łőňŕăłšŋżňĺ łşąăňĺ ~A^i_t, čďě^∞ ∑ i=1 —_{n−1}( ~A^i_t) < ".) Ŕőńőęĺň A_{t,α} = [t − ¸; t + ¸] × A_t ⊂ R^n. Ďőłăęěň, ůšő ∃(¸ > 0) šăłőě, ůšő ⋃ t−α6s6t+α B_s ⊂ A_{t,α}. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ŕřőšĺćŋőň

śńşůăě śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ t_m → t (m → ∞) ĺ b_m ∈ B_{tm} , šăłĺě, ůšő b_m =∈ A_{t,|t−tm|}. Śőčńăśŋő šěőřěňě Ąőńĳűăŋő-Ćěľěřÿšřăśśă, śşźěśšćşěš ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ b_{mi} → b. Ŋő šőčďă b_{mi} = (b^1_{mi} ; : : :; b^n_{mi} ) = (t_{mi} ;~b_{mi} ), čďě ~b_{mi} ⊂ R^{n−1}. Ŕřĺ (i → ∞) b_{mi} → b = (t;~b) ∈ B_t ⊂ A_t. Ŋő A_t | őšłřżšőě ć R^n ňŋőęěśšćő, ĺ ŕő¡šőňş, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšřőčő i, ~b_{mi} ∈ A_t, šő ěśšĳ b_{mi} = (t;~b_{mi} ) ∈ A_{t,|t−tmi |}. Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ∀(t)∃(¸_t) : ⋃ t−α_t6s6t+α_t B_s ⊂ A_{t,αt} . Ŕşśšĳ [a; b]

| ŕřőěłűĺ£ B ŋă x^1. Ĺŋšěřćăńż (t−¸_t; t+¸_t) ŕőłřżćă¿š ćśě [a; b]. Ćżąěřěň ňĺŋĺňăńĳŋőě łőŋěůŋőě ŕőďŕőłřżšĺě [a; b] ⊂^n ⋃ i=1 [a_i; b_i], čďě a_i = t_i − ¸_{ti} , b_i = t_i + ¸_{ti} , šő ěśšĳ šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő k, [a; b]−( ⋃ i≠k [a_i; b_i]) ≠ ∅. Šőčďă łăęďă£ šőůłă ŕőłřżšă ŋě ąőńěě, ůěň ďćşň£ őšřěğłăňĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő n∑ i=1 |a_i−b_i| 6 2|a−b|. Őšś¿ďă^n ∑ i=1 Vol(A_{ti,αti} ) =^n ∑ i=1 Vol(A_{ti} )|a_i−b_i| 6 2"|a−b|. Ŋő B ⊂^n ⋃ i=1 ( ⋃ a_i6s6b_i B_s) ⊂ n⋃ i=1 A_{ti,αti} . Śńěďőćăšěńĳŋő, n-ňěřŋă£ ňěřă řăćŋă 0.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ěśńĺ łăłőě-ŋĺąşďĳ śćőľśšćő ćżŕőńŋ£ěšś£ ćő ćśěţ šőůłăţ, łřőňě ňŋőęěśšćă ňěřż 0, šő čőćőř£š, ůšő őŋő ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕőůšĺ ćś¿ďş.

Ğăďăůă 15.4. Ŕşśšĳ I = I^u × I^v ĺ f : I → R { ĺŋšěčřĺřşěňă. Šőčďă ĺŋšěčřăń ∫ I^v f(u; v)du śşźěśšćşěš ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ u ∈ I^u.

x16 Łřĺšěřĺľ Ńěąěčă ĺŋšěčřĺřşěňőśšĺ ŕő Řĺňăŋş.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f : E → R { őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£. Łőńěąăŋĺěň ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě x ∈ E ŋăğżćăěšś£ !(f; x) = lim_{δ→0} sup_{x1,x2∈E∩B(x,δ)} |f(x_1) − f(x_2)|.

Ğăďăůă 16.1. f ŋěŕřěřżćŋă ć x, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ !(f; x) = 0.

Ńěňňă 16.1. Ŕşśšĳ E łőňŕăłš ĺ f : E → R šăłă£, ůšő ∀(x ∈ E) !(f; x) 6 c. Šőčďă ∀(" > 0)∃(‹ > 0)∀(|x_1 − x_2| < ‹) : |f(x_1) − f(x_2)| < c + ".

Ďőł-ćő. Ŕőćšőř£ěš ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 13.2. Šő ěśšĳ, ěśńĺ ńěňňă ŋě ćěřŋă, šő ∃(" > 0)∀(n > 0)∃(x_n; x^′_n; |x_n − x^′_n| <^1_n ) : |f(x_n) − f(x^′_n)| > c + ". Ŕěřěţőď£ ł ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ(šěőřěňă Ąőńĳűăŋő-Ćěľěřÿšřăśśă) ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő lim_{n→∞} x_n = x = lim_{n→∞} x^′_n. Őšłşďă lim_{n→∞} |f(x_n)−f(x^′_n)| 6 !(f; x) 6 c, ůšő ŋěćőğňőęŋő.

Šěőřěňă 16.1. Ŕşśšĳ I ⊂ R^n { ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ĺ f : I → R { őčřăŋĺůěŋŋă£, ĺŋšěčřĺřşěňă£ ŕő Řĺňăŋş ťşŋłűĺ£. Šőčďă ňŋőęěśšćő šőůěł řăğřżćă f ĺňěěš n-ňěřŋş¿ ňěřş Ńěąěčă 0. Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ E { ňŋőęěśšćő šőůěł řăğřżćă f. Ŕőńőęĺň E_m = {x ∈ I|!(f; x) ¿^1_m }. Ğăťĺłśĺřşěň m. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě řăğąĺěŋĺě I =^k ⋃ i=1 I_i. Ŕşśšĳ I^0_i = I_i \ @I_i. Ŕőńőęĺň A_1 = {I_i|I^0_i ∩ E_m ≠

∅} ⊂ {I_i} ĺ A_2 = {I_i| sup_{x1,x2∈Ii} |f(x_1) − f(x_2)| ¿^1_{2m} }. Ěśńĺ x ∈ E_m ńěęĺš ŋă čřăŋĺűě ŋěśłőńĳłĺţ I_i, šő ţőš£ ąż ŋă őďŋőň ĺğ ŋĺţ sup_{x1,x2∈Ii} |f(x_1) − f(x_2)| ¿^1_{2m} . Šăłĺň őąřăğőň E_n ⊂ A_1 ∪ A_2. Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő E_m ŋě £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň n-ňěřŋőľ ňěřż 0. Šő ěśšĳ ∃(c > 0) šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŕőłřżšĺ£ E_m ⊂^∞ ⋃ i=1 J_i :^∞ ∑ i=1 Vol(J_i) > c. Šőčďă Vol(A_1) + Vol(A_2) > c ĺ

S_{{Ii}}(f) − s_{{Ii}}(f) = ∞∑ i=1 sup x_1,x_2∈I_i |f(x_1) − f(x_2)| Vol(I_i) ¿ ∑ I_i∈A_1 ∪A_2 sup x_1,x_2∈I_i |f(x_1) − f(x_2)| Vol(I_i) ¿ c2m

Šăł łăł {I_i} { ŕřőĺğćőńĳŋőě řăğąĺěŋĺě, šő őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő inf_{{Ii}} S_{{Ii}}(f)−sup_{{Ii }} s_{{Ii}}(f) ¿^c_{2m} , ůšő

ŕřőšĺćőřěůĺš ĺŋšěčřĺřşěňőśšĺ f. Šăłĺň őąřăğőň ďń£ ń¿ąőčő m —_n(E_m) = 0. Ććĺďş E =^∞ ⋃ m=1 E_m ĺ śőčńăśŋő ğăďăůě 15.1 őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő —_n(E) = 0.

Šěőřěňă 16.2. Ŕşśšĳ I ⊂ R^n { ŕăřăńńěŕĺŕěď, f : I → R^n { őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£, ňŋőęěśšćő šőůěł řăğřżćă łőšőřőľ ĺňěěš n-ňěřŋş¿ ňěřş Ńěąěčă 0. Šőčďă f ĺŋšěčřĺřşěňă. Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ " > 0. Ŕőńőęĺň E_ε = {x ∈ I|!(f; x) ¿ "}. Šőčďă E_ε ğăňłŋşšő, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, łőňŕăłšŋő. Ŕő şśńőćĺ¿ śşźěśšćşěš ŕőłřżšĺě ŕăřăńńěŕĺŕěďăňĺ E_ε ⊂^∞ ⋃ i=1 I_i šăłőě, ůšő^∞ ∑ i=1 Vol(I_i) < ".

Ŕşśšĳ I^⋆_i { ŕăřăńńěńěŕĺŕěď, ŕőńşůěŋŋżľ ĺğ I_i čőňőšěšĺěľ ć űěŋšřě I_i ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 2. Ŕőńőęĺň I^0_i = I^⋆_i \ @I^⋆_i . Šőčďă E_ε ⊂^∞ ⋃ i=1 I^0_i ĺ ććĺďş łőňŕăłšŋőśšĺ E_ε ňőęŋő ćżďěńĺšĳ łőŋěůŋőě

ŕőďŕőłřżšĺě E_ε ⊂^k ⋃ i=1 I^′_i ĺ ŕřĺ ¡šőň^k ∑ i=1 Vol(I^′_i ) < 2". Ŕőńőęĺň K = I \ (_k ⋃ i=1 I^′_i ) . Ŋă łőňŕăłšě K ťşŋłűĺ£ f şďőćńěšćőř£ěš śćőľśšćş !(f; x) < ". Śőčńăśŋő ńěňňě 16.1 őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ∃(‹ > 0)∀(|x_1 − x_2| < ‹; x_1; x_2 ∈ K) : |f(x_1) − f(x_2)| < " + " = 2". Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ řăğąĺěŋĺě I =^k ⋃ i=1 J_i ś ďĺăňěšřőň < ‹. Ŕěřěţőď£ ł ďřşčőňş ąőńěě ňěńłőňş řăğąĺěŋĺ¿, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő {I^′_i} { ůăśšĳ {J_i}. Ŕőńőęĺň {I^{′′}_i } = {J_i} \ {I^′_i}. Šőčďă

S_{{Ji }}(f) − s_{{Ji }}(f) = ∑ J_i ∈{I0_i} sup x_1,x_2∈J_i |f(x_1) − f(x_2)| Vol(J_i) + ∑ J_i∈{I00_i } sup x_1,x_2∈J_i |f(x_1) − f(x_2)| Vol(J_i) 6

6^∑_{Ji∈{I0i }}(max_{x∈I} f(x) − min_{x∈I} f(x)) Vol(Ji) + +^∑_{Ji∈{I00i }} 2" Vol(Ji) = 2"(max_I f(x) − min_I f(x) + Vol(I))

İšă ćěńĺůĺŋă ňőęěš ążšĳ śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, f { ĺŋšěčřĺřşěňă.

Śńěďśšćĺě 16.1(Lebesgue criterium). Őčřăŋĺůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ŕăřăńńěŕĺŕěďě I ⊂ R^n ĺŋšěčřĺřşěňă ŕő Řĺňăŋş šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňŋőęěśšćő ě-ě šőůěł řăğřżćă ĺňěěš n-ňěřŋş¿ ňěřş Ńěąěčă 0. (šő ěśšĳ f ŋěŕřěřżćŋă ŕőůšĺ ćś¿ďş)

Śńěďśšćĺě 16.2. Ŕşśšĳ f : I → R{ ĺŋšěčřĺřşěňă, ŋěőšřĺűăšěńĳŋă ĺ ∫ I fdx = 0. Šőčďă f(x) = 0 ŕőůšĺ ćś¿ďş ŋă I.

Ďőł-ćő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő f ŋěŕřěřżćŋă ć a ∈ I ĺ f(a) > 0. Šőčďă ∃n-ňěřŋżľ ŕăřăńńěńőčřăňň I^′, čďě f(x) ¿ c > 0. Ŕřěďśšăćĺň f = f_1 + f_2, čďě

f_1 = { f(x) ŋă I^′ 0 ŋă I \ I^′

f_2 = { 0 ŋă I^′ f(x) ŋă I \ I^′ Śőčńăśŋő śńěďśšćĺ¿ 16.1 ĺ ŕő ğăďăůě 15.2 f_1 ĺ f_2 ĺŋšěčřĺřşěňż ĺ ŕő šěőřěňě 13.2 ∫ I fdx = ∫ I f_1dx + ∫ I f_2dx ¿ ∫ I f_1dx ¿ c Vol(I^′) > 0

İšő ŕřőšĺćőřěůĺě ďőłăğżćăěš, ůšő f(x) = 0 ćő ćśěţ šőůłăţ, čďě f ŋěŕřěřżćŋă. Śőčńăśŋő, śńěďśšćĺ¿ 16.1 f ŋěŕřěřżćŋă (ĺ ğŋăůĺš řăćŋă ŋşń¿) ŕőůšĺ ćś¿ďş ŋă I.

x17 Ŋěśőąśšćěŋŋżě ĺŋšěčřăńż.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ E ⊂ R^n ĺ f : E → R őčřăŋĺůěŋă. Čőćőř£š, ůšő f ĺŋšěčřĺřşěňă, ěśńĺ ĺŋšěčřĺřşěňă ťşŋłűĺ£ ~f : I → R, čďě I ⊃ E { ŕăřăńńěńěŕĺŕěď ĺ ~f = { f(x) ŕřĺ x ∈ E 0 ŕřĺ x ∈ I \ E . Ć ¡šőň śńşůăě ∫ E fdx ≡ ∫ I ~fdx.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő E ⊂ R^n ŋăğżćăěšś£ ĺğňěřĺňżň, ěśńĺ őŋő őčřăŋĺůěŋő ĺ —(E) = ∫ E 1dx śşźěśšćşěš.

Ğăďăůă 17.1. Ŕşśšĳ E { ĺğňěřĺňőě ňŋőęěśšćő. Šőčďă ∀(" > 0)∃(ŕăřăńńěńěŕĺŕěďż I1; : : :; Ik) : @E ⊂^k ⋃ i=1 I_i ĺ^k ∑ i=1 Vol(I_i) < ".

Őŕřěďěńěŋĺě. Ĺśůěřŕăŋĺěň ňŋőęěśšćă E ⊂ R^n ŋăğżćăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğňěřĺňżţ ňŋőęěśšć E_1 ⊂ E_2 ⊂ · · · ⊂ E šăłőě, ůšő ∪E_i = E.

Ğăďăůă 17.2. Ěśńĺ {Ei} { ĺśůěřŕăŋĺě ĺğňěřĺňőčő ňŋőęěśšćă E, šő —(E) = lim—(Ei). Ğăďăůă 17.3. Ěśńĺ {Ei} { ĺśůěřŕăŋĺě ĺğňěřĺňőčő ňŋőęěśšćă E ĺ f : E → R { ĺŋšěčřĺřşěňă.

Šőčďă f|_{Ei} ĺŋšěčřĺřşěňż ŕřĺ ćśěţ i ĺ ∫ E f(x)dx = lim_{n→∞} ∫ E_n f(x)dx.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ E ⊂ R^n ĺ f : E → R(ćőğňőęŋő ŋěőčřăŋĺůěŋă). Čőćőř£š, ůšő f ĺŋšěčřĺřşěňă ŋă E (ĺňěěš ŋěśőąśšćěŋŋżľ ĺŋšěčřăń ŕő ňŋőęěśšćş E), ěśńĺ

1) Śşźěśšćşěš ĺśůěřŕăŋĺě ňŋőęěśšćă E ĺğňěřĺňżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ {E_i} šăłőě, ůšő f|_{Ei} őčřăŋĺůěŋż ĺ ĺŋšěčřĺřşěňż ŕřĺ ćśěţ i ĺ lim_{i→∞} ∫ E_i f(x)dx śşźěśšćşěš.

2) İšőš ŕřěďěń őďĺŋăłőć ďń£ ćśěţ šăłĺţ ĺśůěřŕăŋĺľ. Ć ¡šőň śńşůăě ∫ E fdx = lim_{i→∞} ∫ E_i f(x)dx

ŋăğżćăěšś£ ŋěśőąśšćěŋŋżň ĺŋšěčřăńőň f ŋă E.

Ńěňňă 17.1. Ŕşśšĳ E ⊂ R^n; f : E → R ŋěőšřĺűăšěńĳŋă ĺ {E^k_i }k=1,2 { ĺśůěřŕăŋĺ£ E ĺğňěřĺňżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ šăłĺě, ůšő f|_Ek_i ĺŋšěčřĺřşěňż ŕřĺ ćśěţ i ĺ A_k = lim_{i→∞} ∫ E^k_i fdx śşźěśšćşěš.

Šőčďă A_1 = A_2.

Ďőł-ćő. Ŕőńőęĺň F_{αβ} = E^1_α ∩ E^2_β. Ňŋőęěśšćă {F_{α1}; F_{α2}; : : :} őąřăğş¿š ĺśůěřŕăŋĺě E^1_α. Śőčńăśŋő ğăďăůě 17.3 ∫

E^1_α

f(x)dx = lim_{n→∞} ∫ F_{αn} fdx 6 lim_{n→∞}^∫_{E2} n fdx 6^∫_{E2} fdx

Šăłĺň őąřăğőň ∫ E^1

fdx 6^∫_{E2} fdx. Ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě ŋěřăćěŋśšćő ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ŕřĺňěř 17.1._{+∞} ∫ 1 x^{−2}dx = lim_{n→∞} n∫ 1 x^{−2}dx = lim_{n→∞} −( 1n − 1) = 1

Šěőřěňă 17.1. Ŕşśšĳ f; g : E → R ŕřĺů-ěň f ĺ g őčřăŋĺůěŋż ĺ ĺŋšěčřĺřşěňż ŋă őďŋĺţ ĺ šěţ ęě ĺğňěřĺňżţ ŕőďňŋőęěśšćăţ E. Šőčďă, ěśńĺ |f(x)| 6 g(x) ŋă E ĺ g ĺŋšěčřĺřşěňă ŋă E, šő |f(x)| ĺ f(x) šőęě ĺŋšěčřĺřşěňż ŋă E.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ {E_n} { ĺğňěřĺňőě ĺśůěřŕăŋĺě, ŋă łőšőřőň f ĺ g ĺŋšěčřĺřşěňż. Šőčďă ŕő łřĺšěřĺ¿ Ńěąěčă |f| šőęě ĺŋšěčřĺřşěňă ŋă {E_n} ĺ

0 6^∫_E n+k |f|dx − ∫ E_k |f|dx = ∫ E_{n+k} \E_k |f|dx 6 ∫ E_{n+k} \E_k gdx = ∫ E_{n+k} gdx − ∫ E_n gdx

Ŕő şśńőćĺ¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ∫ E_n gdx śţőďĺšś£, śńěďőćăšěńĳŋő, şďőćńěšćőř£ěš łřĺšěřĺ¿ Łőÿĺ.

Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ∫ E_n |f|dx šőęě şďőćńěšćőř£ěš łřĺšěřĺ¿ Łőÿĺ, ĺ ğŋăůĺš, śţő-

ďĺšś£. Šăłĺň őąřăğőň, śőčńăśŋő ńěňňě 17.1 |f| ĺŋšěčřĺřşěňă ŋă Ě. Ŕőńőęĺň f_+ =^1_2 (|f| + f); f_− = 1 2 (|f| − f). Ććĺďş 0 6 f_± 6 |f|, f_+ ĺ f_− šőęě ĺŋšěčřĺřşěňż ŋă E. Śńěďőćăšěńĳŋő, f = f_+ − f_− { šőęě ĺŋšěčřĺřşěňă.

Ğăďăůă 17.4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ∫ E (–_1f_1 + –_2f_2)dx = –_1 ∫ E f_1dx + –_2 ∫ E f_2dx ĺ ∫ E_1∪E_2

fdx = ∫ E_1

fdx + ∫ E_2

fdx, ěśńĺ E_1 ∩ E_2 = ∅.

x18 Řăğąĺěŋĺě ěďĺŋĺűż. Ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋżţ ć ĺŋšěčřăńě.

Ńěňňă 18.1. Ŕşśšĳ A; B ⊂ R^n šăłĺě, ůšő A ∩ B = ∅; A { łőňŕăłš, B { ğăňłŋşšő. Šőčďă ∃’ ∈ C^∞; ’ : R^n → R šăłă£, ůšő ’(x) = 1 ŋă A ĺ ’(x) = 0 ŋă B.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ 0 < a < b.

Ŕőńőęĺň f(x) = { exp(^1_{x−b} −^1_{x−a} ) ŕřĺ a < x < b 0 ŕřĺ x ¿ b ĺ x 6 a

F (x) = b∫ x f(t)dt /_b∫ a f(t)dt (x^1; : : :; x^n) = F (_n ∑ i=1 (x^i)^2 )

Šőčďă | (x)| 6 1 ĺ (x) = { 1 ŕřĺ |x| 6 √ a 0 ŕřĺ |x| ¿ √ b . Ććĺďş ğăňłŋşšőśšĺ B ďń£ ∀(x ∈ A)∃(‹ > 0) : B(x; ‹) ⊂

R^n \ B. Ĺśŕőńĳğş£ łőňŕăłšŋőśšĳ A, ŋăľď-ěň ÿăřż U1; : : :; Uk ⊂ R^n \ B šăłĺě, ůšő A ⊂^{k⋃}_{i=1} Ui. Ďń£

łăęďőčő U_i řăśśňőšřĺň _i : R^n → Ršăłőě, ůšő _i = { 1 ŋă U_i 0 ŋă B . Ŕőńőęĺň ’(x) = 1− k∏ i=1 (1− _i(x)).

Šőčďă ’(x) = { 1 ŋă A 0 ŋă B .

Šěőřěňă 18.1(ő řăğąĺěŋĺĺ ěďĺŋĺűż). Ŕşśšĳ M ⊂ R^n { łőňŕăłš ĺ M ⊂^k ⋃ i=1 U_i, čďě U_i {

őšłřżšżě ÿăřż. Šőčďă śşźěśšćş¿š g_1; : : :; g_k : M → R; g_i ∈ C^∞ šăłĺě, ůšő 0 6 g_i 6 1; g_i(x) = 0

ćŋě U_i ĺ^k ∑ i=1 g_i(x) = 1 ŋă M.

Ďőł-ćő. Řăśśňőšřĺň ŋăąőř V_1; : : :; V_k, čďě M ⊂^k ⋃ i=1 V_i ĺ V_i ⊂ U_i. Śőčńăśŋő ńěňňě 18.1, śşźěśšćş¿š

i ∈ C^∞ šăłĺě, ůšő _i(x) ¿ 0 ĺ _i = { 1 ŋă V_i 0 ćŋě U_i . Ŕőńőęĺň (x) = k∑ i=1 i(x) ĺ g_i(x) = _i(x)= (x).

Šěőřěňă 18.2. Ŕşśšĳ D_1; D_2 ⊂ R^n { őčřăŋĺůěŋŋżě őšłřżšżě ňŋőęěśšćă ĺ ’ : D_1 → D_2 { ďĺťťěőňőřťĺğň. Ŕşśšĳ f : D_2 → R { ŋěŕřěřżćŋă ŋă D_2 ĺ řăćŋă 0 ćŋě D_2. Šőčďă ∫ D_2

f(x)dx = ∫ D_1

f(’(t)) det(d’(t))dt

Ńěňňă 18.2. Šěőřěňă 18.2 ćěřŋă, ěśńĺ ’ { ŕřőśšěľÿĺľ ďĺťťěőňőřťĺğň.

Ďőł-ćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ’^i(x_i) = x^i ŕřĺ i > 1. Ŕő šěőřěňě Ťşąĺŋĺ ĺ ťőřňşńě ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋőľ ć őďŋőňěřŋőň śńşůăě ĺňěěň: ∫ D_2

fdx = ∫ Rn�1 +∞∫ −∞ f(x^1; : : :; x^n)dx^1 dx^2 · · ·dx^n =

= ∫ Rn�1 +∞∫ −∞ f(x^1(t); x^2; : : :; x^n) det(d’(t))dt^1 dx^2 · · ·dx^n = ∫ D_1

f(t^1; : : :; t^n) det(d’(t))dt^1 : : : dt^n

Ńěňňă 18.3. Ěśńĺ šěőřěňă ćěřŋă ďń£ ďĺťťěőňőřťĺğňőć ’1 : D1 → D2 ĺ ’2 : D2 → D3, šő őŋă ćěřŋă ĺ ďń£ ďĺťťěőňőřťĺğňă ’_2 ∘ ’_1 : D_1 → D_3.

Ďőł-ćő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 5.4 d(’_2 ∘ ’_1) = d’_2 · d’_1. Ŕő¡šőňş ∫ D_3

f(x)dx = ∫ D_2

f(’_2(t)) det(d’_2(t))dt = = ∫ D_1

f(’_2(’_1(s))) det(d’_2(t(s))) · det(d’_1(s))ds = ∫ D_1

f(’_2(’_1(s))) det(d’_2(’_1(s)))ds

Ďőł-ćő. šěőřěňż 18.2 Śőčńăśŋő, ńěňňě 10.1 ∀(t ∈ D_1) śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ U_t ∋ t, čďě ’ řăğńăčăěšś£ ć łőňŕőğĺűĺ¿

ŕřőśšěľÿĺţ. Ććĺďş łőňŕăłšŋőśšĺ ďń£ D_1 śşźěśšćşěš łőŋěůŋőě ŕőłřżšĺě D_1 ⊂^k ⋃ i=1 U_i šăłĺňĺ U_i.

Śőčńăśŋő šěőřěňě 18.1 śşźěśšćş¿š g_1; : : :; g_k : D_1 → R; g_i ∈ C^∞; g_i(x) = 0 ćŋě U_i ĺ^k ∑ i=1 g_i(x) = 1 ŋă

D_1. Śőčńăśŋő ńěňňăň 18.2 ĺ 18.3 šěőřěňă ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋă łăęďőň U_i. Ŕő¡šőňş ∫ D_2

f(x)dx = ∫ D_2 (_k ∑ i=1 g_i(x) ) f(x)dx = k∑ i=1 ∫ D_2

g_i(x)f(x)dx = k∑ i=1 ∫ U_i g_i(x)f(x)dx = k∑ i=1 ∫ φ(U_i) g_i(x(t))f(x(t)) det(d’(t))dt = ∫ kS_{i=1 φ(Ui)} k∑ i=1 g_i(x(t))f(x(t)) det(d’(t))dt = ∫ D_1

f(x(t)) det(d’(t))dt

Ğăďăůă 18.1. Ďőłăğăšĳ, ůšő šěőřěňă 18.2 őśšă-ěšś£ ćěřŋőľ ďń£ ćśěţ őśšăńĳŋżţ ĺŋšěčřĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ, ă šăłęě, ďń£ ŋěśőąśšćěŋŋżţ ĺŋšěčřăńőć ŕő ňŋőęěśšćş E ⊂ R^n.

x19 Ĺŋšěčřăńż, ğăćĺś£źĺě őš ŕăřăňěšřă.

Ŕşśšĳ X ⊂ R^n; T ⊂ R^k. Ťşŋłűĺ¿ f : X × T → R ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ ŋă X, ğăćĺś£źĺţ őš ŕăřăňěšřă t ∈ T . f_t(x) = f(x; t). Ŕşśšĳ t_0 { łőŋěůŋă£ ĺńĺ ąěśłőŋěůŋă£ ŕřěďěńĳŋă£ šőůłă ňŋőęěśšćă T .

Őŕřěďěńěŋĺě. Čőćőř£š, ůšő f_t(x) śţőďĺšś£ ł f(x) řăćŋőňěřŋő ŕřĺ t → t_0, ěśńĺ ∀(" > 0) śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ T ⊃ U šőůłĺ t_0 šăłă£, ůšő ŕřĺ t ∈ U : |f_t(x) − f(x)| < " ďń£ ń¿ążţ x.

Šěőřěňă 19.1(Cauchy criterium). Ďń£ šőčő, ůšőąż śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ f_t(x) řăćŋőňěřŋő śţőďĺńőśĳ ł ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ ŕřĺ t → t_0 ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ∀(" > 0) śşźěśšćőćăńă őłřěśšŋőśšĳ T ⊃ U šőůłĺ t_0 šăłă£, ůšő ∀(x ∈ X)∀(t_1; t_2 ∈ U) : |f_{t1} (x) − f_{t2} (x)| < ".

Ďőł-ćő. Ěśńĺ f_t(x) śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ł f(x), šő śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ U_δ šőůłĺ t_0 šăłă£, ůšő |f_t(x) − f(x)| <^ε_2 ŕřĺ t ∈ U. Ŋő šőčďă ďń£ ń¿ążţ t_1; t_2 ∈ U; |f_{t1} (x) − f_{t2} (x)| < ".

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ, őŕĺśăŋŋżľ ć šěőřěňě, łřĺšěřĺľ ćżŕőńŋěŋ. Šőčďă, śőčńăśŋő łřĺšěřĺ¿ Łőÿĺ ťşŋłűĺ£ f(x) = lim_{t→t0} f_t(x) śşźěśšćşěš. Ŕşśšĳ " > 0 ĺ U { őłřěśšŋőśšĳ šăłă£, ůšő |f_{t1} (x) − f_{t2} (x)| < "

ŕřĺ ćśěţ x ∈ X ĺ t_1; t_2 ∈ U. Šőčďă |f_{t1} (x) − f(x)| = lim_{t→t0} |f_{t1} (x) − f_{t2} (x)| 6 ".

Šěőřěňă 19.2. Ŕşśšĳ ft(x) { ŋěŕřěřżćŋă (ŋă X) ĺ řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ł f(x) ŕřĺ t → t0. Šőčďă f(x) { ŋěŕřěřżćŋă.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ x_0 ∈ X; " > 0 ĺ T ⊃ U őłřěśšŋőśšĳ t_0 šăłă£, ůšő |f_t(x) − f(x)| < "=3 ŕřĺ ∀(x ∈ X; t ∈ U). Ŕşśšĳ t^′ ∈ U ĺ V { őłřěśšŋőśšĳ x_0 šăłă£, ůšő |f_t0(x) − f_t0(x_0)| < "=3 ŕřĺ x ∈ V . Šőčďă |f(x) − f(x_0)| 6 |f(x) − f_t0(x) + f_t0(x) − f_t0(x_0) + f_t0(x_0) − f(x_0)| < ".

Ğăďăůă 19.1. Ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă łőňŕăłšě ňőŋőšőŋŋő śţőďĺšś£ ł ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ, šő śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő. Ć ůăśšŋőśšĺ, f_n(x) = n(1 − x^{1/n}) ŕřĺ n → ∞ řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ł ln^1_x ŋă ŕřőňěęşšłě [a; b] ⊂ (0; 1).

Šěőřěňă 19.3. Ŕşśšĳ śěňěľśšćő ĺŋšěčřĺřşěňżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ŋă X ťşŋłűĺľ ft(x) řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ł f(x) ŕřĺ t → t_0. Šőčďă f(x) ĺŋšěčřĺřşěňă ŋă X ĺ ∫ X f(x)dx = lim_{t→t0} ∫ E f_t(x)dx.

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ " > 0 ĺ U { őłřěśšŋőśšĳ t_0 šăłă£, ůšő |f_t(x) − f(x) <^ε_{3 Vol(X)} ŕřĺ ∀(x ∈ X; t ∈ U). Ŕşśšĳ t^′ ∈ U ĺ {I_α} { ŕőłřżšĺě X šăłőě, ůšő S_{{Iα}}(f_t0) − s_{{Iα}}(f_t0) <^ε_3 . Šőčďă

S_{{Iα}}(f) − s_{{Iα}}(f) = ( S_{{Iα}}(f) − S_{{Iα}}(f_t0) ) + ( S_{{Iα}}(f_t0) − s_{{Iα}}(f_t0) ) + ( s_{{Iα}}(f_t0) − s_{{Iα}}(f) ) 6 6 sup_{x∈X} |f(x) − ft0(x)| · Vol(X) +^(S{I_α}(ft0) − s{I_α}(ft0)^) + sup_{x∈X} |f(x) − ft0(x)| · Vol(X) < "

Šő ěśšĳ ∫ f(x)dx śşźěśšćşěš. Ŋő šőčďă ŕřĺ t ∈ U | | | ∫ X f(x)dx − ∫ X f_t(x)dx | | | 6^∫_X |f(x) − ft(x)|dx 6^ε_3 .

Šő ěśšĳ lim_{t→t0} ∫ X f_t(x)dx = ∫ X f(x)dx.

Šěőřěňă 19.4. Ŕşśšĳ I = {(x; y)|x ∈ Ix ⊂ R^n; y ∈ Iy ⊂ R} { ğăňłŋşšżľ ŕăřăńńěńěŕĺŕěď. f : I → R { ŋěŕřěřżćŋă,^{∂f}_{∂y} śşźěśšćşěš ĺ ŋěŕřěřżćŋă. Šőčďă F (y) = ∫ I_x f(x; y)dx ŕřĺŋăďńěęĺš C^1

ĺ F^′(y) = ∫ I_x ∂f ∂y (x; y)dx.

Ďőł-ćő. Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă | | | | | F (y_0 + h) − F (y_0) − ∫ I_x @f @y (x; y^0)dx | | | | | 6^∫_I x | | |f(x; y_0 + h) − f(x; y_0) − @f@y (x; y_0)h | | | dx 6 6 ∫ I_x sup_{0<θ<1} |@f @y (x; y_0 + „h) − @f @y (x; y_0)|dx |h|

Śőčńăśŋő šěőřěňě 19.3 ĺ ğăďăůě 19.1: | | | | | | F^′ − ∫ I_x @f @y (x; y)dx | | | | | | = lim_{h→0} | | | | | | F (y_0 + h) − F (y_0) h − ∫ I_x @f @y (x; y^0)dx | | | | | | = = lim_{h→0} ∫ I_x sup_{0<θ<1} |@f@y (x; y_0 + „h) − @f@y (x; y_0)|dx = 0

Ğăľň-ěňś£ šěŕěřĳ ŋěśőąśšćěŋŋżň ĺŋšěčřăńőň f : I → R, čďě I = {(x; y)|a 6 x < b; c 6 y 6 d} ĺ

b ∈ R ĺńĺ b = ∞.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čőćőř£š, ůšő F (y) =^b ∫ a f(x; y)dx řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă [c; d], ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő

a 6 t < b ĺŋšěčřăń Ft(y) =^{t∫}_a f(x; y)dx śşźěśšćşěš ĺ ťşŋłűĺĺ Ft(y) řăćŋőňěřŋő śţőď£šś£ ŕřĺ t → b.

Ăŋăńőčĺůŋő, őŕřěďěń£ěšś£ řăćŋőňěřŋă£ śţőďĺňőśšĳ ďń£^b ∫ a f(x; y)dx, čďě a < x 6 b.

Ğăďăůă 19.2. Ďń£ řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ∀(" > 0)∃(‹ >

0)∀(t_1; t_2 ∈ (b − ‹; b)) : |^{t2} ∫ t_1

f(x; y)dx| < " ŕřĺ ćśěţ y.

Ğăďăůă 19.3. Ěśńĺ |f(x; y)| 6 g(x; y) ĺ^b ∫ a g(x; y)dx śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ŋă Y , šő^b ∫ a f(x; y)dx

šőęě śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ŋă Y .

Ğăďăůă 19.4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ŋěśőąśšćěŋŋżţ, řăćŋőňěřŋő śţőď£źĺţś£, ĺŋšěčřăńőć ćěřŋż

šěőřěňż 19.2,19.3, ĺ ěśńĺ ŕőšřěąőćăšĳ řăćŋőňěřŋş¿ śţőďĺňőśšĳ^b ∫ a ∂f ∂y dx, šő ćěřŋă ĺ šěőřěňă 19.4.

x20 � ĺ B ťşŋłűĺĺ İľńěřă.

Ŕőńőęĺň `(¸) =^{+∞} ∫ 0 x^{α−1}e^{−x}dx, čďě ¸ > 0.

Ńěňňă 20.1. Ťşŋłűĺ£ `(¸) ąěśłőŋěůŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ĺ `^{(n)}(¸) =^{+∞} ∫ 0 x^{α−1} ln^n xe^{−x}dx

Ďőł-ćő. Ŕşśšĳ 0 < a 6 ¸. Šőčďă lim_{x→+0}^{|xα}

�1_{ln}n_{x|}

x^a2 �^1 = limx→+0 |x α−^a_2 lnn x| = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő ∃(c)

∀(0 < x 6 c) : |x^{α−1} ln^n xe^{−x}| < x^a2^{−1}. Ğŋăůĺš śőčńăśŋő ğăďăůě 19.3^c ∫ 0 x^{α−1} ln^n xe^{−x}dx śţőďĺšś£

řăćŋőňěřŋő ŋă ¸ ∈ [a; +∞). Ŕşśšĳ ¸ 6 b < ∞. Šőčďă |x^{α−1} ln^n xe^{−x}| 6 x^{b−1}| ln^n x|e^{−x} ŕřĺ x ¿ 1. Ŕő-

¡šőňş^{+∞} ∫ c x^{α−1} ln^n xe^{−x}dx śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ŋă ¸ ∈ (0; b]. Ğŋăůĺš^{+∞} ∫ 0 x^{α−1} ln^n xe^{−x}dx řăćŋőňěřŋő

śţőďĺšś£ ŋă [a; b], čďě [a; b] - ń¿ąőľ őšřěğőł. Ďăńěě ĺśŕőńĳğşěň ğăďăůş 19.4.

Ńěňňă 20.2. `(¸ + 1) = ¸`(¸) ĺ `(n) = (n − 1)! ŕřĺ űěńżţ n.

Ďőł-ćő. Ĺŋšěčřĺřşěň ŕő ůăśš£ň `(¸ + 1) = −x^αe^{−x}|^{+∞}_0 +¸ +∞∫ 0 x^{α−1}e^{−x}dx = ¸`(¸). Łřőňě šőčő

`(1) =^{+∞} ∫ 0 e^{−x}dx = −e^{−x}|^{+∞}_0 = 1.

Ŕőńőęĺň B(¸; ˛) =^1 ∫ 0 x^{α−1}(1 − x)^{β−1}dx. Őŋă őŕřěďěńěŋă ŕřĺ ¸; ˛ > 0 ĺ B(¸; ˛) = B(˛; ¸).

Ńěňňă 20.3. B(¸; ˛) =^{α−1}_{α+β−1} B(¸−1; ˛), B(¸; n) =^{(n−1)!}_{(α+1)···(α+n−1)} , B(m; n) =^{(n−1)!(m−1)!}_{(n+m−1)!} , ěśńĺ

n ĺ m { űěńżě.

Ďőł-ćő. Ĺŋšěčřĺřşěň ŕő ůăśš£ň

B(¸; ˛) = − 1 ˛ x^{α−1}(1 − x)^β | | | | 1 0 +¸ − 1 ˛ 1∫ 0 x^{α−2}(1 − x)^βdx =

=¸ − 1 ˛ 1∫ 0 x^{α−2}((1 − x)^{β−1} − (1 − x)^{β−1}x)dx = ¸ − 1 ˛ B(¸ − 1; ˛) − ¸ − 1 ˛ B(¸; ˛)

Łřőňě šőčő B(¸; 1) =^1_α .

Ńěňňă 20.4. `(¸) = lim_{n→∞} n^{α (n−1)!}_{α(α+1)···(α+n−1)} .

Ďőł-ćő. Śďěńăěň ğăňěŋş x = ln^1_u ĺ ĺśŕőńĳğşěň ğăďăůĺ 19.1,19.4. Šőčďă `(¸) =^1 ∫ 0 ln^{α−1}(^1_u )du =

lim_{n→∞} n^{α−1 1} ∫ 0 (1 − u^1n )^{α−1}du. Śďěńăěň ğăňěŋş n = v^n ĺ ĺśŕőńĳğşěň ńěňňş 20.3. n^{α−1 1} ∫ 0 (1 − u^1n )^{α−1}du =

n^{α 1} ∫ 0 v^n(1 − v)^{α−1}dv = n^αB(n; ¸) = n^{α (n−1)!}_{α(α+1)···(α+n−1)} .

Ğăďăůă 20.1. Ďőłăğăšĳ B(¸; ˛) =^{Γ(α)Γ(β)}_{Γ(α+β)} .

Ğăďăůă 20.2. Ďőłăğăšĳ, ůšő F (¸; ˛; ‚; 1) =^{Γ(γ)Γ(γ−α−β)}_{Γ(γ−α)Γ(γ−β)} , čďě F | čĺŕěřčěőňěšřĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£.