ŠŤŁŔ. 2-őľ (4-żľ) śěňěśšř 1997/1998 şůěąŋőčő čőďă.

Ąěńőÿăŕłă Ć.Ł., Łşńăłőć Ă.Č., Ŋěňĺřőćśłĺľ Ś.đ.

Śěňĺŋăř 1.

Čăřňőŋĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. 12.02.1998.

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ f ťşŋłűĺ£, čőńőňőřťŋă£ ć őąńăśšĺ D. Ďőłăęĺšě, ůšő ´(ℜf) = 0 ć D, čďě ´ =^{∂2}_{∂x2} +^{∂2}_{∂y2} { őŕěřăšőř Ńăŕńăśă. Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ´ = 4^{∂2}_{∂z∂ —z} .

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ťşŋłűĺ£ u(x, y) ∈ C^2(D) ŋăğżćăěšś£ čăřňőŋĺůěśłőľ, ěśńĺ ´u = 0 ć D. Ğăďăůă 3. Ěśńĺ u { čăřňőŋĺůŋă ć őďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ D, šő ć D śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ v šăłă£, ůšő u + iv { čőńőňőřťŋă ć D.

Ğăďăůă 4. Ěśńĺ u { čăřňőŋĺůŋă ć ŕřőĺğćőńĳŋőľ őąńăśšĺ D, šő u = ℜf, čďě f { ăŋăńĺšĺůěśłă£ (ćőğňőęŋő ŋě őďŋőğŋăůŋă£) ťşŋłűĺ£ ć D, ŕřĺůěň

(1) f^′ { čőńőňőřťŋă£ ć D; (2) ∫ γ fdz { ůĺśšő ňŋĺňőě ůĺśńő ĺńĺ 0 (γ { ğăňłŋşšżľ łőŋšşř).

Ğăďăůă 5. f { čőńőňőřťŋă£ ć D, f : D → G, u { čăřňőŋĺůŋă ć G, šőčďă u(f(z)) { čăřňőŋĺůŋă ć D.

Ğăďăůă 6. (Šěőřěňă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ.) Ěśńĺ čăřňőŋĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ řăćŋă ŋşń¿ ŋă őšłřżšőň ňŋőęěśšćě, šő őŋă šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿. (Ěśńĺ u { čăřňőŋĺůŋă ć D ĺ ˙ ⊂ D, ˙ ≠ ∅ { őšłřżšő, u|_˙ = 0, šő u = 0 ć D.)

Ğăďăůă 7. Ć őłřěśšŋőśšĺ łăęďőľ šőůłĺ čăřňőŋĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě śţőď£źěčőś£ śšěŕěŋŋőčő ř£ďă őš x ĺ y.

Ğăďăůă 8. Ŕşśšĳ H_d { ŕřőśšřăŋśšćő čăřňőŋĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ d őš x ĺ y. Ŋăľšĺ dim(H_d). Ğăďăůă 9. Ďőłăęĺšě, ůšő u čăřňőŋĺůŋă ć D šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ

a ∈ U (a, r) ⊂ D ćżŕőńŋěŋă őďŋă ĺğ šěőřěň ő śřěďŋěň:

(1) u(a) =^1_{2π} ∫_{2π} 0 u(a + re^{iϕ})dϕ; (2) u(a) =^1_{2πr} ∫ |z−a|=r u(z)|dz|; (3) u(a) =^1_{πr2} ∫ |z−a|≤r u(x, y)dxdy. Ğăďăůă 10. Ďőłăęĺšě, ůšő ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż ∂u ∂x (a) = 1 rπ ∫_{2π} 0 u(a + re^{iϕ}) cos ϕdϕ. Ğăďăůă 11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ u_n čăřňőŋĺůěśłĺţ ć őąńăśšĺ D ťşŋłűĺľ řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ł ťşŋłűĺĺ u, šő u čăřňőŋĺůěśłă£.

Ğăďăůă 12. (Ŕřĺŋűĺŕ ňăłśĺňşňă.) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ čăřňőŋĺůěśłă£ ć őąńăśšĺ D ťşŋłűĺ£

u ďőśšĺčńă ćő ćŋşšřěŋŋěľ šőůłě őąńăśšĺ ŋěśšřőčőčő ńőłăńĳŋőčő ňăłśĺňşňă (ĺńĺ ňĺŋĺňşňă), šő u = constant^′ě. Ğăďăůă 13. Ŕşśšĳ D { őčřăŋĺůěŋŋă£ őąńăśšĳ ĺ ťşŋłűĺ£ u { čăřňőŋĺůŋă ć D ĺ ŋěŕřěřżćŋă ć ğăňżłăŋĺĺ. Ŕşśšĳ u|_{∂D} = 0. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă u = 0.

Ğăďăůă 14. u { čăřňőŋĺůŋă ć C ĺ őčřăŋĺůěŋă śćěřţş (śŋĺğş). Šőčďă u = const. Ğăďăůă 15. Ŕşśšĳ u { čăřňőŋĺůŋă ć ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ a. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćş¿š łőŋśšăŋšă λ ĺ čőńőňőřťŋă£ ć ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ a ťşŋłűĺ£ f šăłĺě, ůšő u(z) = λ ln |f(z)|. Ğăďăůă 16. Śťőřňşńĺřşľšě šěőřěňş ő łńăśśĺťĺłăűĺĺ ĺğőńĺřőćăŋŋżţ őśőążţ šőůěł ďń£ čăřňőŋĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ.

Ğăďăůă 17. Ăńčěąřăĺůěśłĺě śćőľśšćă čăřňőŋĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ. Ćěřŋő ńĺ, ůšő (1) śşňňă ďćşţ čăřňőŋĺůěśłĺţ { čăřňőŋĺůěśłă£? (2) ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ čăřňőŋĺůěśłĺţ { čăřňőŋĺůěśłă£? (3) őąřăšŋă£ ł čăřňőŋĺůěśłőľ { čăřňőŋĺůěśłă£?

(4) ěśńĺ f = u + iv { čőńőňőřťŋă£, šő u^2 + 2uv − v^2 { čăřňőŋĺůěśłă£? (5) řăćŋőňěřŋżľ ŕřěďěń čăřňőŋĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ { ťşŋłűĺ£ čăřňőŋĺůěśłă£?

Typeset by AMS-TEX

1

Ğăďăůă 18. Ŕşśšĳ u { čăřňőŋĺůŋă ĺ u^2 { šőęě. Ďőłăęĺšě, ůšő u ≡ const.

Śěňĺŋăř 2.

Ğăďăůă Ďĺřĺţńě. 19.02.1998.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ğăďăůěľ Ďĺřĺţńě ć őąńăśšĺ D ŋăğżćăěšś£ ŋăţőęďěŋĺě řěÿěŋĺ£ şřăŋěŋĺ£ ´u = 0 ć D ś ğăďăŋŋżň čřăŋĺůŋżň şśńőćĺěň u|_{∂D} = f, čďě f (ůăźě ćśěčő, ŋěŕřěřżćŋă£) ğăďăŋŋă£ ťşŋłűĺ£.

Ğăďăůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő řěÿěŋĺě ğăďăůĺ Ďĺřĺţńě, ěśńĺ śşźěśšćşěš, šő ěďĺŋśšćěŋŋő. Ğăďăůă 2. Ŕşśšĳ ´ { ěďĺŋĺůŋżľ łřşč. Ŕşśšĳ z = re^{iϕ}, 0 ≤ r ≤ 1, ζ = e^{it}, ĺ K(z, ζ) = ℜ ζ + z ζ − z = 1 − |z|^2 |ζ − z|^2 = 1 − r^2 1 − 2r cos(t − ϕ) + r^2

{ £ďřő Ďĺřĺţńě.

Ďőłăęĺšě, ůšő

(1) K { ŋěŕřěřżćŋă, K ≥ 0; (2)^1_{2π} ∫_{2π} 0 K(z, e^{it})dt = 1; (3) ďń£ ŋěŕřěřżćŋőľ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ďěľśšćĺšěńĳŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ u(ζ) ťşŋłűĺ£ f(z) =^1_{2π} ∫_{2π} 0 u(ζ)^{ζ+z}_{ζ−z} dt { čőńőňőřťŋă ć {|z| < 1}, ă ťşŋłűĺ£ ~u(z) =^1_{2π} ∫_{2π} 0 u(ζ)ℜ^{ζ+z}_{ζ−z} dt { čăřňőŋĺůŋă ć {|z| < 1}.

Ğăďăůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ lim_{z→ζ0} ~u(z) = u(ζ_0). Ğăďăůă 4. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő u(ζ) { łşśőůŋő ŋěŕřěřżćŋă ŋă őłřşęŋőśšĺ, ĺ ćő ćśěţ šőůłăţ řăğřżćă śşÿěśšćş¿š őďŋőśšőřőŋŋĺě ŕřěďěńż. Ůšő ňőęŋő śłăğăšĳ ő lim_{z→ζ0} ć šőůłě řăğřżćă? Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ D { őďŋőść£ğŋă£ őąńăśšĳ, ůĳ£ čřăŋĺűă śőśšőĺš ĺğ ďőśšĺęĺňżţ čřăŋĺůŋżţ šőůěł, ĺ u { ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ňŋőęěśšćě ďőśšĺęĺňżţ čřăŋĺůŋżţ šőůěł. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă řěÿěŋĺě ğăďăůĺ Ďĺřĺţńě śşźěśšćşěš.

Śěňĺŋăř 3.

Ćěłšőřŋżě ŕőń£ ŋă ŕńőśłőśšĺ. 26.02.1998.

Ŕşśšĳ ⃗w = (p(x, y), q(x, y)) { ćěłšőřŋőě ŕőńě ŋă ŕńőśłőśšĺ. Ąşďěň ŕřěďśšăćń£šĳ ěčő, łăł ŕőńě śłőřőśšěľ ůăśšĺű ęĺďłőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. "Łőńĺůěśšćő" ęĺďłőśšĺ S, ŕřőšěłă¿źěľ ůěřěğ łőŋšşř γ ğă ěďĺŋĺűş ćřěňěŋĺ, ŋăğżćăěšś£ ŕőšőłőň ĺ řăćŋő S = ∫ γ ⃗w · ⃗nds, čďě ds { ďĺťťěřěŋűĺăń ďńĺŋż ďşčĺ, ă ⃗n { ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř ćŋěÿŋěľ ŋőřňăńĺ. Ğăďăůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő

(1) S = ∫ γ −qdx + pdy. (2) Ć šőůłě (x_0, y_0) őšśşšśšćşěš ĺśšőůŋĺł šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć ŋěľ ćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě^{∂p}_{∂x} = −^{∂q}_{∂y} .

Őŕřěďěńěŋĺě 4. "Łőńĺůěśšćő ďćĺęěŋĺ£" ęĺďłőśšĺ R, šěłşźěľ ćďőńĳ łőŋšşřă γ, ŋăğżćăěšś£ űĺřłşń£űĺěľ ĺńĺ ćĺţřěň ĺ řăćŋő R = ∫ γ ⃗w · ⃗τ ds, čďě ⃗τ { łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř.

Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő

(1) R = ∫ γ pdx + qdy. (2) Ć šőůłě (x_0, y_0) őšśşšśšćşěš ćĺţřĳ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć ŋěľ ćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě^{∂p}_{∂y} =^{∂q}_{∂x} .

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ ć őďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ D ş ŕőń£ w őšśşšśšćş¿š ĺśšőůŋĺłĺ ĺ ćĺţřĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŋěľ śşźěśšćşěš čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ F (z) šăłă£, ůšő —F^′(z) = w(z). Őŕřěďěńěŋĺě 5. Ťşŋłűĺ£ F ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋżň ŕőšěŋűĺăńőň,

u = ℜF { ŕőšěŋűĺăńőň śłőřőśšěľ, v = Im F { ťşŋłűĺěľ šőłă.

Ğăďăůă 4. Ďőłăęĺšě, ůšő šěůěŋĺě ęĺďłőśšĺ ŕřőĺśţőďĺš ćďőńĳ ńĺŋĺľ v = const (őŋĺ ŋăğżćă- ¿šś£ ńĺŋĺ£ňĺ šőłă) ĺ R + iS = ∫ γ F^′(z)dz. Ğăďăůă 5. Őŕĺśăšĳ łăřšĺŋş šěůěŋĺ£ ęĺďłőśšĺ ĺ őţăřăłšěřĺğőćăšĳ őśőążě šőůłĺ ďń£ śńěďş- ¿źĺţ łőňŕńěłśŋżţ ŕőšěŋűĺăńőć:

(1) F (z) = ln z; (2) F (z) = ln(^z_{z−1} ); (3) F (z) = i ln(^z_{z−1} ); (4) F (z) =^1_z ;

(5) F (z) =^1_{zn} ; (6) F (z) = z^n.

Ğăďăůă 6.

(1) Őąž£śŋĺšě, ŕőůěňş şśšăŋőćĺćÿěňşś£ ąěğćĺţřěćőňş šěůěŋĺ¿ ś śőćňěźěŋŋżň ĺśšőůŋĺłőň - śšőłőň (ďĺŕőńĳ) śőőšćěšśšćşěš őďŋőğŋăůŋżľ ĺ őďŋőńĺśšŋżľ łőňŕńěłśŋżľ ŕőšěŋűĺăń. (Şłăğăŋĺě: ¡šő ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď šĺŕă h → 0 ďń£ ťşŋłűĺĺ^1_h ln^{z+h}_{z−h} .)

(2) Ďăľšě łăůěśšćěŋŋőě őŕĺśăŋĺě šěůěŋĺ£ ęĺďłőśšĺ ć ŕřőśšěľÿěľ ŋěőďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ ś ďĺŕőńěň ć šőůłě a.

Ğăďăůă 7. Őďŋőğŋăůŋőśšĳ ĺ őďŋőńĺśšŋőśšĳ łőňŕńěłśŋőčő ŕőšěŋűĺăńă őğŋăůă¿š, ůšő őŋ ğăďăěš łőŋťőřňŋőě őšőąřăęěŋĺě őąńăśšĺ ŋă ěě őąřăğ. Ůšő £ćń£ěšś£ őąřăğőň ć śńşůăě őďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ? ć śńşůăě ŕřőśšěľÿěľ ŋěőďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ?

Ğăďăůă 8. (Šěőřěňă Řĺňăŋă.) Ćżćěďĺšě ĺğ śşźěśšćőćăŋĺ£ ć őąńăśšĺ şśšăŋőćĺćÿěčőś£ ąěğćĺţřěćőčő šěůěŋĺ£ śşźěśšćőćăŋĺě łőŋťőřňŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ őďŋőść£ğŋőľ őąńăśšĺ ŋă ěďĺŋĺůŋżľ łřşč.

Śěňĺŋăř 4.

Ŕřĺŋűĺŕ łőňŕăłšŋőśšĺ ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Řĺňăŋă. 26.02.1998. Őŕřěďěńěŋĺě 6. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ ˘ ć őąńăśšĺ D ŋăğżćăěšś£ řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő łőňŕăłšă K ⊂ M śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă M = M (K) šăłă£, ůšő ďń£ f ∈ ˘ ĺ ń¿ąőľ z ∈ K śńěďşěš, ůšő |f(z)| ≤ M (∀f ∈ ˘ ∀z ∈ K =⇒ |f(z)| ≤ M ). Őŕřěďěńěŋĺě 7. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ ˘ ć őąńăśšĺ D ŋăğżćăěšś£ řăćŋőśšěŕěŋŋő ŋěŕřěřżćŋżň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő łőňŕăłšă K ⊂⊂ D ĺ ń¿ąőčő ϵ > 0 śşźěśšćěš δ > 0 šăłă£, ůšő ďń£ ń¿ąőľ f ∈˘ ĺ ń¿ążţ z_1, z_2 ∈ K šăłĺţ, ůšő |z_1 − z_2| ≤ δ, śńěďşěš, ůšő |f(z_1) − f(z_2)| ≤ ϵ (δ ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŋě ğăćĺśĺš őš šőůěł z_1, z_2 ĺ őš ťşŋłűĺĺ ĺğ śěňěľśšćă). Ğăďăůă 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ śěňěľśšćő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ ˘ = {f} řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő ŋă D, šő śěňěľśšćő ĺţ ŕřőĺğćőďŋżţ ˘^′ = {f^′} šőęě řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő. Ğăďăůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ śěňěľśšćő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ ˘ řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő ŋă

D, šő ˘ { řăćŋőśšěŕěŋŋő ŋěŕřěřżćŋő ŋă D.

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ śěňěľśšćő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ ˘ řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő ŋă D, ňŋőęěśšćő E ⊂ D { ćś¿ďş ŕńőšŋő ć D ĺ ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {f_n} ⊂ ˘ ĺ ďń£ ń¿ąőčő a ∈ E ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f_n(a) śţőďĺšś£, šőčďă f_n śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ŋă łăęďőň łőňŕăłšě ĺğ D. Őŕřěďěńěŋĺě 8. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ ˘ ć őąńăśšĺ D ŋăğżćăěšś£ ŕřěďłőňŕăłšŋżň ć D, ěśńĺ ĺğ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {f_n} ⊂ ˘ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, řăćŋőňěřŋő śţőď£źş¿ś£ ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě ĺğ D. Ěśńĺ, ł šőňş ęě, ń¿ąă£ śţőď£źă£ś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śţőďĺšś£ ł ťşŋłűĺĺ f ∈ ˘, šő śěňěľśšćő ŋăğżćăěšś£ łőňŕăłšŋżň. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ŕřěďłőňŕăłšŋőśšĺ ĺ łőňŕăłšŋőśšĺ ć šőŕőńőčĺĺ řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŋă łőňŕăłšŋżţ ŕőďňŋőęěśšćăţ D.

Ğăďăůă 4. ( Šěőřěňă Ňőŋšěń£.) Ěśńĺ śěňěľśšćő čőńőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ ˘ řăćŋőňěřŋő őčřăŋĺůěŋő ŋă D, šő őŋő ŕřěďłőňŕăłšŋő ć D.

Őŕřěďěńěŋĺě 9. Ťşŋłűĺőŋăń ϕ : ˘ → C ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň, ěśńĺ ĺğ řăćŋőňěřŋőľ śţőďĺňőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ f_n ł f ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě ĺğ D śńěďşěš, ůšő ϕ(f_n) → ϕ(f). Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ ϕ(f) = f^{(k)}(a) { ğŋăůěŋĺě k-őľ ŕřőĺğćőďŋőľ ťşŋłűĺĺ f ć šőůłě a ∈ D. Ďőłăęĺšě, ůšő ϕ { ŋěŕřěřżćěŋ.

Ğăďăůă 6. Ŕşśšĳ őąńăśšĳ D ⊂ C őďŋőść£ğŋă, ĺ čřăŋĺűă D śőďěřęĺš ąőńěě őďŋőľ šőůłĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő D łőŋťőřňŋő ¡łćĺćăńěŋšŋă ~D ⊂ ´ = {|z| < 1}.

Ğăďăůă 7. (Šěőřěňă Čşřćĺűă.) Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čőńőňőřťŋżţ ć D ťşŋłűĺľ f_n śţőďĺšś£ ł f ≠ const řăćŋőňěřŋő ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě, ĺ ŕşśšĳ f(a) = 0. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ϵ > 0 śşźěśšćşěš N šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő n > N ťşŋłűĺ£ f_n(z) ĺňěěš ŋşńĳ ć ňŋőęěśšćě {|z − a| < ϵ}. Ğăďăůă 8. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ {f_n} { őďŋőńĺśšŋż ć D ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f_n śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ł f ć D, šő f ńĺąő őďŋőńĺśšŋă, ńĺąő ŕőśšő£ŋŋă.

İłśšřěňăńĳŋă£ ğăďăůă Řĺňăŋă. Ŕőśšăćĺň śńěďş¿źş¿ ¡łśšřěňăńĳŋş¿ ğăďăůş. Ŕşśšĳ D ⊂ ´, 0 ∈ D, S { łńăśś őďŋőńĺśšŋżţ ć D ťşłűĺľ šăłĺţ, ůšő |f(z)| < 1, f(0) = 0, f^′(0) > 0 (ŕőśńěďŋěě şśńőćĺě őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćőďŋă£ ć ŋşńě ďěľśšćĺšěńĳŋă ĺ ąőńĳÿě 0). Ŕşśšĳ šőůłă p ∈ D ĺ p ≠ 0. Ŋăľšĺ F ∈ S šăłş¿, ůšő |F (p)| = max_S |f(p)|.

Ğăďăůă 9. Ďőłăęĺšě, ůšő řěÿěŋĺě ¡łśšřěňăńĳŋőľ ğăďăůĺ Řĺňăŋă śşźěśšćşěš.

Ğăďăůă 10. Ŕşśšĳ q ∈ ´\{0}. Ŕőśšřőĺšĳ ăŋăńĺšĺůěśłş¿ ć ´\q ťşŋłűĺ¿ ψ_q (z) śő śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

(1) ψ_q ĺňěěš ć q šőůłş ćěšćńěŋĺ£ 2-őčő ŕőř£ďłă;

(2) ψ_q ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő őšőąřăęăěš śćő¿ řĺňăŋőćş ŕőćěřţŋőśšĳ ŋăď ´ ŋă ´; (3) ďń£ őďŋőčő ĺğ ďćşţ ¡ńěňěŋšőć ψ_q(0) = 0, ψ^′(0) > 0.

Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő z ∈ ´ \ {0} |ψ_q(z)| > |z|.

Ğăďăůă 11. (Šěőřěňă Řĺňăŋă). Ďőłăęĺšě, ůšő ťşŋłűĺ£ F ĺğ ğăďăůĺ 9 łőŋťőřňŋő őšőąřăęăěš

D ŋă (!) ´.

Ğăďăůă 12. Ŕěřěŋěśĺšě šěőřěňş Řĺňăŋă ŋă őąńăśšĺ, řăśŕőńőęěŋŋżě ŋă řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ.

Ŕřőďőńęěŋĺě śěňĺŋăřă 4. Ąőńĳÿă£ šěőřěňă Ŕĺłăřă ć ğăďăůăţ.

Ĺśŕőńĳğşěňżě őąőğŋăůěŋĺ£:

´ = {z ∈ C | |z| < 1} | ěďĺŋĺůŋżľ łřşč ´^∗ = {z ∈ C | 0 < |z| < 1} | ŕřőłőńőšżľ ěďĺŋĺůŋżľ łřşč H = {z ∈ C | Im z > 0} | ćěřţŋ££ ŕőńşŕńőśłőśšĳ ρ | ňěšřĺłă Ńőąăůěćśłőčő ć ´ ĺ ć H

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ f : ´ → ´ | čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě, šőčďă f ŋě şćěńĺůĺćăěš řăśśšő£ŋĺě ć ňěšřĺłě Ńőąăůěćśłőčő. (Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ńěňňőľ Ÿćăřűă.) Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ I | ňŋőęěśšćő ś ďĺśłřěšŋőľ šőŕőńőčĺěľ. Ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě

p : X → Y ŋăğżćăěšś£ ŋăłřżšĺěň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ y ∈ Y ŋăľďěšś£ őłřěśšŋőśšĳ U ∋ y ĺ čőňěőňőřťĺğň ψ : U × I^≈−→ p^{−1}(U ), ďń£ łőšőřőčő p ∘ ψ(y^′, i) = y^′ ďń£ ćśěţ y^′ ∈ U, i ∈ I. Ğăďăůă 2. Ŕşśšĳ f : ´ → U ⊂ C | čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě, ă p : ´ → U | čőńőňőřťŋőě ŋăłřżšĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě ~f : ´ → ´, ďń£ łőšőřőčő p ∘ ~f = f. (Şłăğăŋĺě: ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěőřěňőľ ő ňőŋőďřőňĺĺ.)

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ p : ´ → U | čőńőňőřťŋőě ŋăłřżšĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ őďŋőğŋăůŋżţ ć őąńăśšĺ V ⊂ U ćěšćěľ s_1, s_2 ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ p^{−1} śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ăćšőňőřťĺğň ěďĺŋĺůŋőčő łřşčă g, ďń£ łőšőřőčő g ∘ s_1 = s_2. (Şłăğăŋĺě: ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş ő ňőŋőďřőňĺĺ ł s_2 ∘ s^{−1}_1 .)

Ğăďăůă 4. Ćżćěśšĺ ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ, ůšő p_∗ρ := (p^{−1})^∗ρ | łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ňěšřĺłă ŋă U (š. ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ćěšćĺ p^{−1}).

Ğăďăůă 5. Ŕşśšĳ p(z) = e^{−iz} | ŋăłřżšĺě ´^∗ ŕőńşŕńőśłőśšĳ¿ H. Ŕřőćěřĳšě, ůšő

ρ^∗ := p_∗ρ = dz dz |z|^2 ln^2 |z| . Ďőłăęĺšě, ůšő ďńĺŋă őłřşęŋőśšĺ {z ∈ C | |z| = r} ć ¡šőľ ňěšřĺłě řăćŋă^{2π}_{| ln r|} . Ğăďăůă 6. Ŕşśšĳ a, b ∈ C | ďćă řăğńĺůŋżţ ůĺśńă. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš čőńőňőřťŋőě ŋăłřżšĺě μ : H → C \ {a, b} (ňőďşń£řŋă£ ťşŋłűĺ£). (Şłăğăŋĺě: ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕřĺŋűĺŕ śĺňňěšřĺĺ.)

Ğăďăůă 7. Ďń£ ťşŋłűĺĺ f ∈ O(´^∗) ŕőńőęĺň M (r, f) = max_{|z|=r} |f(z)|, r ∈ (0, 1). Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ťşŋłűĺ£ f ŋě ŕřőďőńęăěšś£ čőńőňőřťŋő ć šőůłş ŋőńĳ, šő lim_{r→0} M (r, f) = ∞. (Şłăğăŋĺě: ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřĺŋűĺŕ ňăłśĺňşňă.)

Ğăďăůă 8. Ďőłăęĺšě, ŋăłőŋěű, ąőńĳÿş¿ šěőřěňş Ŕĺłăřă: čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ f : ´^∗ →

C \{a, b} ňěřőňőřťŋő ŕřőďőńęăěšś£ ć šőůłş 0, š. ě. ŋě ňőęěš ĺňěšĳ śşźěśšćěŋŋőľ őśőąěŋŋőśšĺ.

Ďń£ ¡šőčő 1) ĺğ ğăďăů 1 ĺ 2 ćżćěďĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě f ŋě şćěńĺůĺćăěš řăśśšő£ŋĺ£ ć ňěšřĺłăţ ρ^∗ ĺ μ_∗ρ; 2) ĺğ ğăďăůĺ 5 ćżćěďĺšě, ůšő ěśńĺ lim_{r→0} M (r, f) = ∞, šő lim_{z→0} f(z) = ∞, š. ě. ťşŋłűĺ£ f ĺňěěš ć šőůłě 0 ŕőń¿ś.

Ğăďăůă 9. Ŕşśšĳ f ∈ O(C ) | űěńă£ ťşŋłűĺ£ ĺ ňŋőęěśšćő {z | f(z) = 0} łőŋěůŋő ĺ ŋěŕşśšő. Ďőłăęĺšě, ůšő f ŕřĺŋĺňăěš ćśě ğŋăůěŋĺ£.

Śěňĺŋăř 5.

Ňŋőčőğŋăůŋżě ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ, ăńčěąřăĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. 05.03.1998. Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ f(z) { űěńă£ ťşŋłűĺ£ ąěğ ŋşńěľ. Ďőłăęĺšě, ůšő f(z) = e^{g(z)}, čďě g(z) { űěńă£. Ğăďăůă 2. Ŕşśšĳ f(z) { ăŋăńĺšĺůŋă ć ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ U._a šőůłĺ a ĺ a { šőůłă ćěšćńěŋĺ£ ŕőř£ďłă n. Ďőłăęĺšě, ůšő f(z) = g(^n √ z − a), čďě g(z) { ăŋăńĺšĺůŋă ć U_a.

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ f(z) { ăŋăńĺšĺůŋă ć U_a, ĺ

(1) f^′(z) { čőńőňőřťŋă ć U_a. Ďőłăęĺšě, ůšő f(z) = λ ln(q(z)), čďě q(z) { čőńőňőřťŋă ć U_a. (2) ℜf(z) { őďŋőğŋăůŋă ć U_a. Ďőłăęĺšě, ůšő f(z) = λ ln(q(z)), čďě q(z) { čőńőňőřťŋă ć U_a.

Śřăćŋĺšě ś ğăďăůěľ 1.14.

Ğăďăůă 4. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f(z) { ăŋăńĺšĺůŋă ć C ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł. Ďőłăęĺšě, ůšő ćő ćśěţ "ŋěĺśłń¿ůĺšěńĳŋżţ" šőůłăţ f(z) ĺňěěš őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ (łőŋěůŋőě ĺńĺ ąěśłőŋěůŋőě). Ğăďăůă 5.

(1) Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f(z) ĺňěěš ć C őďŋş šőůłş ćěšćńěŋĺ£ ŕőř£ďłă 2. Śłőńĳłő ğŋăůěŋĺľ ňőęěš ĺňěšĳ ¡šă ťşŋłűĺ£?

(2) Ŕşśšĳ ăŋăńĺšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ĺňěěš ć C ďćě šőůłĺ ćěšćńěŋĺ£ ŕőř£ďłă 2. Śłőńĳłő ğŋăůěŋĺľ ňőęěš ĺňěšĳ ¡šă ťşŋłűĺ£?

Őŕřěďěńěŋĺě 10. Šőůłă ćěšćńěŋĺ£ a ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ f(z) ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ, ěśńĺ ć ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ _U_a šőůłĺ a őŋă ĺňěěš ćĺď f(z) = g(^n √ z − a), čďě g(z) { ĺňěěš ć a ŕőń¿ś (ćőğňőęŋő ŕőř£ďłă 0). Łőŋěůŋőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£, ĺňě¿źă£ ć —C ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ăńčěąřăĺůěśłĺţ šőůěł ćěšćńěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ. Ğăďăůă 6. Ďőłăęĺšě, ůšő őďŋőğŋăůŋă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ řăűĺőŋăńĳŋă. Ğăďăůă 7. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ğŋăůěŋĺ£ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ şďőćńěšćőř£¿š ŋěŕřĺćőďĺňőňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿.

Ğăďăůă 8. Ďőłăęĺšě şšćěřęďěŋĺě őąřăšŋőě ł şšćěřęďěŋĺ¿ ğăďăůĺ 7. Ğăďăůă 9. Ŋăřĺśşľšě śţěňż řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśšěľ śńěďş¿źĺţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ: (1) √ z + √ z − 1;^3 √ z^2 − 1 +

√_1 z ;^3 √ z + √ z;^4 √ z − 1 + √ z^2 − 1; √ z + √ z;^4 √ z^2 + √ z;^3 √ z +^3 √ z, (2)^4 √ z − 1 · √ z;^{√z2−1}_4√_{z+1} ;^{√z+√z}_3√_{z(z+1)} , (3) √ 1 − √ z − 1;^3 √√ z − 2; √_3√ z − 1, √_{1√} 1+z −^{1√}_{1−z} ;

ĺ ŋăľďĺšě śőőšćěšśšćş¿źĺě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£. Őŕřěďěńěŋĺě 11. Ŕşśšĳ f(z) { m-ğŋăůŋă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ś ćěšćńěŋĺ£ňĺ ć šőůłăţ

a_1, a_2, . . . , a_n. Ďěľśšćĺě π_1

(—C \ {a1, . . . , an}^) ŋă ¡ńěňěŋšăţ f ŕőřőęďăěš ŕőďčřşŕŕş ć Sm. İšă

ŕőďčřşŕŕă ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ ňőŋőďřőňĺĺ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ f (ĺńĺ čřşŕŕőľ Čăńşă f). Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ěě G(f).

Ğăďăůă 10. Őŕĺśăšĳ čřşŕŕż Čăńşă ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ 3√ z; √ z + √ z; √ z + √ z − 1;^3 √ z +^5 √ z − 1. Ğăďăůă 11. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš čőňőňőřťĺğň G(f) × G(g)^{ŋă}−→ G(f ∗ g), čďě ∗ { ń¿ąőě ăřĺťňěšĺůěśłőě ďěľśšćĺě.

Ğăďăůă 12. Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš čőňőňőřťĺğň G(^n √ f )^{ŋă}−→ G(f) ś łőňňşšăšĺćŋżň £ďřőň.

Ğăďăůă 13. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ w = f(z) ćżřăęăěšś£ ć řăďĺłăńăţ, šő G(f) řăğřěÿĺňă. Ğăďăůă 14. Ŕşśšĳ w = f(z) { ăńčěąřăĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£, ğăďăŋŋă£ śőőšŋőÿěŋĺěň 3w^5 − 25w^3 + 60w − z = 0.

(1) Ŋăľďĺšě łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ (ŕő w) ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň šőůłĺ ćěšćńěŋĺ£ (ŕő z).

(Őšćěš: z = ±38, ±16) (2) Ŋăřĺśşľšě śţěňş řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. (3) Ďőłăęĺšě, ůšő f(z) ŋě ćżřăęăěšś£ ć řăďĺłăńăţ.

İšőš ŕřĺňěř ćğ£š ĺğ łŋĺčĺ Ăńěłśěěćă "Šěőřěňă Ăąěń£ ć ğăďăůăţ", ć łőšőřőľ őŋ řăğőąřăŋ.

Śěňĺŋăř 6.

Šěőřĺ£ ťşŋłűĺľ ŋă řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśš£ţ. 12.03.1998.

Ğăďăůă 1. Ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺě čőńőňőřťŋőľ, ňěřőňőťŋőľ, ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺľ ĺ 1-ťőřňż ŋă řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Ŕřőćěřĺšĳ łőřřěłšŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£.

Ğăďăůă 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő —C ĺ C /{ω_1, ω_2} £ćń£¿šś£ łőňŕăłšŋżňĺ řĺňăŋőćżňĺ ŕőćěřţŋőśš£ňĺ. Ğăďăůă 3. Ŕěřěŋěśšĺ ŋă řĺňăŋőćż ŕőćěřţŋőśšĺ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ĺğőńĺřőćăŋŋżţ őśőążţ šőůěł čőńőňőřťŋżţ ĺ ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ. Ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ łřăšŋőśšĺ ŋşń£ ĺ ŕőń¿śă, ćżůěšă ňěřőňőřťŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ 1-ťőřňż ŋă řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Ğăďăůă 4. Śťőřňşńĺřćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ

(1) šěőřěňş ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ, (2) ŕřĺŋűĺŕ ňăłśĺňşňă, (3) ĺŋšěčřăńĳŋş¿ ťőřňşńş Łőÿĺ, (4) šěőřěňş ő ćżůěšăţ, (5) ŕřĺŋűĺŕ ăřčşňěŋšă.

Ğăďăůă 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő şŋĺćěřśăńĳŋă£ ŋăłřżćă¿źă£ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ { řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ. Ďőłăğăšĳ, ůšő şŋĺćěřśăńĳŋżě ŋăłřżćă¿źĺě řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśšěľ ążćă¿š šřěţ šĺŕőć. Ŕěřěůĺśńĺšĳ ĺţ (śň. ğăďăůş 4.12).

Ğăďăůă 6. Ďőłăğăšĳ, ůšő čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ őą£- ğăšěńĳŋő ŕőśšő£ŋŋă.

Ğăďăůă 7. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ω { ňěřőňőřťŋă£ 1-ťőřňă ŋă łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ, šő ∑ res(ω) = 0. Ğăďăůă 8. Ňőęěš ńĺ ŋă łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ śşźěšćőćăšĳ ňŋőčőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ ąěğ őśőążţ šőůěł? Őŕřěďěńěŋĺě 12.

(1) Ďĺćĺğőřőň D ŋă łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ X ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋżľ ŋăąőř šőůěł ĺ űěńżţ ůĺśěń ć ŋĺţ (š.ě. D = {(P_i, n_i)}). Ĺŋőčďă ďĺćĺğőř őąőğŋăůăěšś£ ăďďĺšĺćŋő D = n_1P_1 + · · ·+ n_kP_k, ă ĺŋőčďă ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋő D = P^{n1}_1 · . . .· P^{nm}_m . İšĺ őąőğŋăůěŋĺ£ ŕőďůěřłĺćă¿š śşźěśšćőćăŋĺě čřşŕŕőćőľ śšřşłšşřż ŋă ňŋőęěśšćě ďĺćĺğőřőć. Ůĺśńő n_i ŋăğżćăěšś£ łřăšŋőśšĳ¿ ďĺćĺğőřă D ć šőůłě P_i ĺńĺ, ŕřőśšő, łřăšŋőśšĳ¿.

(2) Śšěŕěŋĳ¿ ďĺćĺğőřă D ŋăğżćăěšś£ deg(D) = ∑ i n_i. Ğăďăůă 9.

(1) Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ďĺćĺğőřă ňěřőňőřťŋőľ ťşŋłűĺĺ f. Őŋ őąőğŋăůăěšś£ (f). (2) Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ďĺćĺğőřă ňěřőňőřťŋőľ 1-ťőřňż ω. Őŋ őąőğŋăůăěšś£ (ω).

Ğăďăůă 10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ X ş ń¿ąőľ ňěřőňőřťŋőľ ťşŋłűĺĺ f ůĺśńő ŋşńěľ řăćŋő ůĺśńş ŕőń¿śőć (š.ě. deg((f)) = 0).

Ğăďăůă 11. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ X ďń£ ń¿ążţ ňěřőňőřťŋżţ 1-ťőřň ω_1, ω_2 ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő deg((ω_1)) = deg((ω_2)). Ůěňş řăćŋő ¡šő ůĺśńő ďń£ řĺňăŋőćżţ ŕőćěřţŋőśšěľ —C , C /{ω_1, ω_2}?

Őŕřěďěńěŋĺě 13. Ůĺśńő deg((ω)) őąőğŋăůăěšś£ g(X) ĺ ŋăğżćăěšś£ řőďőň (ăřĺťňěšĺůěśłĺň) řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ X.

Őŕřěďěńěŋĺě 14. Ŕşśšĳ ŋă řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ X ğăďăŋ ďĺćĺğőř D. Őąőğŋăůĺň O(D) =

{f ∈ M(X)|(f) ≥ −D}. Ŋěřăćěŋśšćő ňěęďş ďĺćĺğőřăňĺ ŕőŋĺňăěšś£, łăł ŕőšőůěůŋőě ňěęďş łřăšŋőśš£ňĺ ďĺćĺğőřőć ć šőůłăţ. Ěśńĺ šőůłă ŋě ćţőďĺš ć łăłőľ-šő ďĺćĺğőř, šő łřăšŋőśšĳ ć ŋěľ śůĺšăěšś£ řăćŋőľ 0.

Ğăďăůă 12. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő D ňŋőęěśšćő O(D) { ¡šő łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (š.ě. dimO(D) ≤ ∞).

Šěőřěňă Řĺňăŋă-Řőţă. Ďń£ ń¿ąőčő ďĺćĺğőřă D ŋă łőňŕăłšŋőľ řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ X dimO(D^{−1}) = dimO(D) + deg(D) − g(X) + 1. Ğăďăůă 13. Ćżćěďĺšě ĺğ šěőřěňż Řĺňăŋă-Řőţă, ůšő ń¿ąă£ łőňŕăłšŋă£ řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ

X řőďă g = 0 čőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋă —C .

Ŕřőďőńęěŋĺě śěňĺŋăřă 6.

Ăńčěąřăĺůěśłĺě łřĺćżě ć C^2 . 12.03.1998.

Őŕřěďěńěŋĺě 15. Ăńčěąřăĺůěśłőľ łřĺćőľ ć C^2 ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋă őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ X = {P (z, w) = 0}. Ŕřőěłšĺćĺğăűĺěľ łřĺćőľ X ŋăğżćăěšś£ łřĺćă£ ^X ć CP^2, ğăďăŋŋă£ ć őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăšăţ (ξ_0 : ξ_1 : ξ_2) şřăćŋěŋĺěň ξ^n_0 P (^{ξ1}_{ξ0} ,^{ξ2}_{ξ0} ) = 0, čďě n { śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă P . Łřĺćă£ ^X ŋăğżćăěšś£ ŋěőśőąőľ, ěśńĺ ć łăęďőľ łőőřďĺŋăšŋőľ łăřšě ŋă CP^2 ćżŕőńŋěŋő gradP = (^{∂P}_{∂z} ,^{∂P}_{∂w} )|_{^X} ≠ 0.

Ğăďăůă 14. Ŕşśšĳ X ŋěőśőąă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ łřĺćă£ ć CP^2. Ďőłăęĺšě, ůšő X £ćń£ěšś£ őďŋőňěřŋżň łőňŕăłšŋżň łőňŕńěłśŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śťěřőľ ś g řşůłăňĺ. Ůĺśńő g ŋăğżăěšś£ řőďőň (šőŕőńőčĺůěśłĺň) X.

Ğăďăůă 15. Řăśśňőšřĺň śńőěŋĺě (ůšő ąż ¡šő ŋĺ ğŋăůĺńő) C^2 ŋă ńĺŋĺĺ şřőćŋ£ ňŋőčőůńěŋă

P (z, w) = z^2 + w^2.

(1) Ŋăľďĺšě őśőążě şřőćŋĺ.

(2) Ŋăľďĺšě řőď ŕřőěłšĺćĺğăűĺĺ ŋěőśőąőčő şřőćŋ£ ć CP^2. Ğăďăůă 16. Ŕşśšĳ

(1) X = {P (z, w) = 0} { ŋěőśőąă£ łřĺćă£, £ćń£¿źă£ś£ čřăťĺłőň ŋăď CP^1 ăńčěąřăĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ w = f(z), (2) m { ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ (ůĺśńő ńĺśšőć ĺńĺ śšěŕěŋĳ ŋăłřżšĺ£ ć őąźěľ šőůłě), (3) n { ůĺśńő šőůěł ćěšćńěŋĺ£, (4) k_1, . . . , k_n { łřăšŋőśšĺ ćěšćńěŋĺľ.

Ďőłăęĺšě ťőřňşńş Řĺňăŋă-Čşřćĺűă ďń£ řőďă g łřĺćőľ X:

g = 1 + n∑ i=1 k_i − 1 2 − m. Ğăďăůă 17. Ŋăľďĺšě čřşŕŕş łőś śńěďş¿źĺţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ √ z; √ z^2; √ z^3; √ z^2 − 1; √ z + √ z − 1. Ŕřőďőńęěŋĺě śěňĺŋăřă 6.

Łőňŕńěłśŋżě ŕř£ňżě ĺ ćěźěśšćěŋŋżě ďćşňěřŋżě ŕńőśłőśšĺ ć C^2. 12.03.1998.

Őŕřěďěńěŋĺě 16. Ŕřĺňěň ŋěłőšőřżě śőčńăÿěŋĺ£. Ŕőď ŕř£ňőľ ňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ łőňŕńěłśŋş¿ ŕř£ňş¿, ă ŕőď ŕńőśłőśšĳ¿ { ďćşňěřŋş¿ ćěźěśšćěŋŋş¿ ŕńőśłőśšĳ, ŋě £ćń£¿źş¿ś£ łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ. Ććěďěň ć C^2 łőőřďĺŋăšż z = x + iy, w = u + iv. Ğăďăůă 18. Łăł ňőčşš ŕěřěśěłăšĳś£ ć C^2

(1) ďćě ŕř£ňżě, (2) ďćě ŕńőśłőśšĺ, (3) ŕř£ňă£ ĺ ŕńőśłőśšĳ?

Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěřż.

Ğăďăůă 19. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąş¿ ŕńőśłőśšĳ łőňŕńěłśŋő-ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć R^2 = {y = 0, v = 0}.

Ğăďăůă 20. Łăł ŕř£ňă£ l, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ 0, ŕěřěśěłăěš S^3 = {|z|^2 + |w|^2 = 1}? Ğăďăůă 21. Ůěň £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćő T_ϵ = {|z|^2 = ϵ, |w|^2 = 1 − ϵ} ďń£ řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ

ϵ ∈ [0, 1]? Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕř£ňőľ l ŕěřěśěůěŋĺě l ∩ S^3 űěńĺłőň ńěęĺš ć őďŋőň ĺğ šăłĺţ ňŋőęěśšć.

Ğăďăůă 22. Ŕőŕřőąşěň ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě, łăł ŋă S^3 řăśŕőńőęěŋż ŕěřěśěůěŋĺ£ ćśěţ ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ 0. Řăśśňőšřĺň śšěřěőčřăťĺůěśłş¿ ŕřőěłűĺ¿ S^3 ĺğ šőůłĺ (0, i) = (0, 0, 0, 1) ŋă ŕřőśšřăŋśšćő R^3 = {v = 0} (ś šěňĺ ęě łőőřďĺŋăšăňĺ (x, y, u)). Ďőłăęĺšě, ůšő (1) Śšěřěőčřăťĺůěśłş¿ ŕřőěłűĺ¿ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ, ćğ£ć ďćşňěřŋőě ĺńĺ šřěţňěřŋőě śěůěŋĺě, ŕřőţőď£źěě ůěřěğ őśĳ 0v.

(2) Őłřşęŋőśšĳ O_w = {|w| = 1, z = 0} ⊂ S^3 ŕřĺ ¡šőľ ŕřőěłűĺĺ ŕěřěľďěš ć R^3 ć őśĳ 0u. (3) Őłřşęŋőśšĳ O_z = {|z| = 1, w = 0} ⊂ S^3 ŕřĺ ¡šőľ ŕřőěłűĺĺ ŕěřěľďěš ć R^3 ć őłřşęŋőśšĳ s_1 = {u = 0, x^2 + y^2 = 1}.

(4) Ŋăľďĺšě ňŋőęěśšćő K = T_ϵ ∩R^3{x, u, v}. Ćő ůšő őŋő ŕěřěţőďĺš ŕřĺ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ?

(5) Ďőłăęĺšě, ůšő śšěřěőčřăťĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ T_ϵ { ¡šő šőř, ŕőńşůěŋŋżľ ćřăźěŋĺěň śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ K ćőłřşč őśĺ 0u. Łăł řăśŕőńőęěŋż ¡šĺ šőřż ďń£ řăğńĺůŋżţ ϵ? (6) Ďőłăęĺšě, ůšő l ∩ S^3 řěăńĺğşěš (1, 1)-őąňőšłş šőřă T_ϵ.

Ğăďăůă 23. Řăśśňőšřĺň ć C^2 ŕěřěśěůěŋĺě K_{2,3} = S^3 ∩ {(z, w)|z^2 + w^3 = 0}. Ďőłăęĺšě, ůšő

K_{2,3} ⊂ T_ϵ. Ŋăřĺśşľšě K_{2,3} ŋă řăğćěřšłě T_ϵ ĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě R^3 ŕőśńě śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ.

Śěňĺŋăř 7.

Čőńőňőřťŋżě ťşŋłűĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ łőňŕńěłśŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ. 19.03.1998. Ŕşśšĳ f(z_1, . . . , z_n) { łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ n łőňŕńěłśŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ, őŕřěďěńěŋŋă£ ć őąńăśšĺ D ⊂ C^n . Ťşŋłűĺ¿ f ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě f : R^{2n} → R^2. Ŕşśšĳ

f R-ďĺťťěřěŋűĺřşěňă, š.ě. ş f śşźěśšćşěš ŕőńŋżľ ďĺťťěřěŋűĺăń, łăł ş őšőąřăęěŋĺ£ f : R^{2n} → R^2.

Ğăďăůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő df = ∂f + —∂f, čďě ∂f { łőňŕńěłśŋő ńĺŋěľŋă£, ă —∂f { ăŋšĺłőňŕńěłśŋő ńĺŋěľŋă£ ůăśšĺ df. Ŋăľďĺšě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ ∂f ĺ —∂f.

Őŕřěďěńěŋĺě 17. R-ďĺťťěřěŋűĺřşěňă£ ć ŋěłőšőřőľ šőůłě a ťşŋłűĺ£ f ŋăğżćăěšś£ C -ďĺťťěřěŋűĺřşěňőěľ, ěśńĺ —∂f(a) = 0. Ěśńĺ f C -ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ć łăęďőľ šőůłě őąńăśšĺ D, šő őŋă ŋăğżćăěšś£ čőńőňőřťŋőľ.

Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f čőńőňőřťŋă łăł ťşŋłűĺ£ ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ, šő őŋă čőńőňőřťŋă ŕő łăęďőňş ŕěřěňěŋŋőňş, łăł ťşŋłűĺ£ őďŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő. Ğăďăůă 3. Ğăŕĺÿĺšě şśńőćĺě —∂f = 0 ć ćĺďě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ ŋă ćěźěśšćěŋŋş¿ ĺ ňŋĺňş¿ ůăśšĺ f.

Ğăďăůă 4. Łăłĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň ďőńęŋă şďőćńěšćőř£šĳ ćěźěśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£

u(z_1, . . . , z_n), ůšőąż śşźěśšćőćăńĺ őłřěśšŋőśšĳ U_a šőůłĺ a ĺ ťşŋłűĺ£ v(z_1, . . . , z_n) šăłĺě, ůšő ťşŋłűĺ£ u + iv čőńőňőřťŋă ć U_a?

Őŕřěďěńěŋĺě 18. Ťşŋłűĺĺ u ĺ v, şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ£ň ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŋăğżćă- ¿šś£ ŕń¿řĺčăřňőŋĺůěśłĺňĺ, ă ťşŋłűĺ£ v ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋŋőľ ł u. Ğăďăůă 5. §ćń£ěšś£ ńĺ ŕń¿řĺčăřňőŋĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ n ŕěřěňěŋŋżţ z_1, . . . , z_n čăřňőŋĺůěśłőľ őš 2n ŕěřěňěŋŋżţ? Ćěřŋő ńĺ őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě?

Ğăďăůă 6. Śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ łőňŕńěłśŋżě ćăřĺăŋšż šěőřěňż őą őąřăšŋőň őšőąřăęěŋĺĺ ĺ šěőřěňż ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 19. Őšłřżšżň ŕőńĺďĺśłőň ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ´(a, r) = {(z_1, . . ., z_n)| |z_j − a_j| < r_j, j = 1, . . . , n}. Ğăďăůă 7. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć D ĺ ŕőńĺďĺśł ´(a, r) śőďěřęĺšś£ ć D. Ďőłăęĺšě łřăšŋş¿ ťőřňşńş Łőÿĺ f(z_1, . . . , z_n) = 1 (2πi)^n ∫ |ζ_j −a_j |=r_j f(ζ_1, . . . , ζ_n) (ζ_1 − z_1) · · · (ζ_n − z_n) dζ_1 . . . dζ_n = 1 (2πi)^n ∫ |ζ_j −a_j |=r_j f(ζ) (ζ − z) dζ. Ğăďăůă 8. Ŕőńşůĺšě ĺğ ťőřňşń Łőÿĺ ŕřěďśšăćńěŋĺě čőńőňőřťŋőľ ťşŋłűĺĺ ć ćĺďě ř£ďă f(z) = ∞∑ m1,...,m_n =0 c_{m1,...,mn} (z_1 − a_1)^{m1} . . . (z_n − a_n)^{mn} . Ďőłăęĺšě, ůšő ř£ď śţőďĺšś£ ăąśőń¿šŋő ĺ řăćŋőňěřŋő ć ń¿ąőň ğăňłŋşšőň ŕőńĺďĺśłě ´(a, r^′) ⊂⊂ ´(a, r). Ğăňěůăŋĺě. İšő śŋĺňăěš ŋěőąţőďĺňőśšĳ şłăğżćăšĳ ŕőř£ďőł śşňňĺřőćăŋĺ£. Ğăďăůă 9. Ŕşśšĳ M (r_1, . . ., r_n) { ňăłśĺňşň ňőďşń£ ťşŋłűĺĺ f ŋă őśšőćě ŕőńĺďĺśłă. Ďőłăęĺšě ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ |c_{m1,...,mn} | ≤ M (r_1, . . . , r_n) r^{m1}_1 · · · r^{mn}_n , ĺ, łăł śńěďśšćĺě, ďőłăęĺšě šěőřěňş Ńĺşćĺńń£.

Ğăďăůă 10. (Łřăšŋżľ ćăřĺăŋš ńěňňż Ăąěń£.) Ŕşśšĳ őąźĺľ ůńěŋ łřăšŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă őčřăŋĺůěŋ ć šőůłě (w_1, . . . , w_n) š.ě. śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă M šăłă£, ůšő |c_{m1,...,mn} (w_1 − a_1)^{m1} · · · (w_n − a_n)^{mn} | ≤ M . Šőčďă ř£ď śţőďĺšś£ ăąśőń¿šŋő ĺ řăćŋőňěřŋő ŋă ń¿ąőň łőňŕăłšě ĺğ ´(a, |w − a|). Őŕřěďěńěŋĺě 20. Őąńăśšĳ śţőďĺňőśšĺ łřăšŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă { ¡šő ćŋşšřěŋŋőśšĳ ňŋőęěśšćă šőůěł, ć łőšőřżţ ¡šőš ř£ď śţőďĺšś£ ăąśőń¿šŋő.

Ğăďăůă 11. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šőůłă (a_1 + b_1, . . . , a_n + b_n) ŕřĺŋăďńěęĺš őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ, šő ĺ šőůłă (a_1 + e^{iϕ1} b_1, . . ., a_n + e^{iϕn} b_n) šőęě ŕřĺŋăďńěęĺš őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ ďń£ ń¿ążţ (ϕ_1, . . . , ϕ_n).

Ğăňěůăŋĺě. Šăłĺě őąńăśšĺ ĺğőąřăęă¿šś£ ć ŕřőśšřăŋśšćě R^n(|z_1 − a_1|, . . . , |z_n − a_n|). Őąřăğ őąńăśšĺ ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ ďĺăčřăňňőľ Ţăřšőčśă.

Őŕřěďěńěŋĺě 21. Ŋăąőř r = (r_1, . . . , r_n) ŋăğżćăěšś£ ŋăąőřőň śőŕř£ęěŋŋżţ řăďĺşśőć śţőďĺňőśšĺ łřăšŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă, ěśńĺ

(1) ´(a, r) ŕřĺŋăďńěęĺš őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ, (2) ďń£ ń¿ąőčő q > 1 śşźěśšćşěš k šăłőľ, ůšő ´(a, r^′), čďě r^′ = (r_1, . . . , qr_k, . . . , r_n), ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ.

Ğăďăůă 12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ šőůłă z ŕřĺŋăďńěęĺš őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ, šő śşźěśšćşěš ŋăąőř śőŕř£ęěŋŋżţ řăďĺşśőć (r_1, . . ., r_n) šăłőľ, ůšő z ∈ ´(a, r). İšő őğŋăůăěš, ůšő őąńăśšĳ śţőďĺňőśšĺ ěśšĳ őąžěďĺŋěŋĺě šăłĺţ ŕőńĺďĺśłőć.

Ğăďăůă 13. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ ř£ďă ˙ → R^n ćĺďă (z_1, . . . , z_n) → (ln |z_1|, . . . , ln |z_n|). Ďőłăęĺšě, ůšő

(1) őąřăğ ˙ { ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő (¡šő śćőľśšćő őąńăśšĺ ŋăğżćăěšś£ ńőčăřĺťňĺůěśłőľ ćżŕşłńőśšĳ¿);

(2) śşňňă łřăšŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă čőńőňőřťŋă ć őąńăśšĺ śţőďĺňőśšĺ. Ğăňěůăŋĺě. İšő şšćěřęďěŋĺě ğăňżłăěš űěŕőůłş ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őŕřěďěńěŋĺľ čőńőňőřťŋőśšĺ

—∂f = 0 =⇒ Ťőřňşńă Łőÿĺ =⇒ Ŕřěďśšăćńěŋĺě śšěŕěŋŋżň ř£ďőň =⇒ —∂f = 0.

Ğăďăůă 14. Ěśńĺ f ŕřěďśšăćńěŋă śţőď£źĺňś£ śšěŕěŋŋżň ř£ďőň, šő ¡šő { ěě ř£ď Šěľńőřă. Ğăďăůă 15. Ďăšĳ őŕřěďěńěŋĺ£, ťőřňşńĺřőćłĺ (ŕő ăŋăńőčĺĺ ś šěőřěňăňĺ ĺğ őďŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő) ĺ ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£.

(1) Šěőřěňă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ. (2) Ŕřĺŋűĺŕ ňăłśĺňşňă.

(3) Ŕřĺŋűĺŕ őšłřżšőśšĺ ďń£ ťşŋłűĺľ. Őśšăěšś£ ńĺ ćěřŋżň ŕřĺŋűĺŕ őšłřżšőśšĺ ďń£ čőńőňőřťŋżţ őšőąřăęěŋĺľ?

(4) Šěőřěňă Ćěľěřÿšřăśśă ő řăćŋőňěřŋőň ŕřěďěńě. (5) Šěőřěňă Ňőŋšěń£ (ŕřĺŋűĺŕ łőňŕăłšŋőśšĺ). (6) Őŕřěďěńěŋĺě ŕőńŋőľ ăŋăńĺšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ.

(7) Őŕřěďěńěŋĺě řĺňăŋőćőľ őąńăśšĺ, š.ě. őŕřěďěńěŋĺě n-ňěřŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£, ŋă łőšőřőě ăŋăńĺšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ŕőďŋĺňăěšś£ łăł čőńőňőřťŋă£.

Śěňĺŋăř 8.

Čőńőňőřťŋőě ŕřőďőńęěŋĺě. 26.03.1998.

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ D = ´(0; (1, 0.1)) ∪ ´(0; (0.1, 1)) { őąńăśšĳ ć C^2. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě(!) ťşŋłűĺĺ čőńőňőřťŋżě ć D ŕřőďőńęă¿šś£ ć ąőńĳÿş¿ őąńăśšĳ.

Ğăďăůă 2. (Šěőřěňă Ţăřšőčśă.) Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f čőńőňőřťŋă ćŋě ŋěłőšőřőčő łőňŕăłšă

K ⊂⊂ C^2 . Šőčďă őŋă čőńőňőřŋő ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ćśě C^2 .

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ ŋşń£ ć C^2. Ďőłăęĺšě, ůšő f čőńőňőřťŋő ŕřőďőńęăěšś£ ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš.

Ğăďăůă 4. Ďőłăęĺšě, ůšő ş čőńőňőřťŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ŋě ążćăěš ĺğőńĺřőćăŋŋżţ ŋşńěľ.

Ğăďăůă 5. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ťşŋłűĺ£, čőńőňőřťŋă£ ć őłřěśšŋőśšĺ őśšőćă ŕőńĺďĺśłă, őą£ğăŋă čőńőňőřťŋő ŕřőďőńęăšĳś£ ŋă ćěśĳ ŕőńĺďĺśł?

Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źěě "ďőłăğăšěńĳśšćő" šőčő, ůšő ťşŋłűĺ£, čőńőňőřťŋă£ ć őłřěśšŋőśšĺ őśšőćă ŕőńĺďĺśłă, čőńőňőřťŋő ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ćěśĳ ŕőńĺďĺśł? Ŕőńőęĺň

F (z) = ( 1 2πi )_2 ∫ |ζ1|=1 ∫ |ζ2|=1 f(ζ_1, ζ_2)dζ_1dζ_2 (ζ_1 − z_1)(ζ_2 − z_2) , čďě f { ďăŋŋă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă F { ĺśłőňőě ŕřőďőńęěŋĺě. Ğăďăůă 6. Ůšő ć ŕřěďżďşźěň řăśśşęďěŋĺĺ ŋěćěřŋő?

Ğăďăůă 7. Ŕřěćřăšĺšě ¡šő řăśśşęďěŋĺě ć ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő ťşŋłűĺ£, čőńőňőřťŋă£ ć ťĺčşřě Ţăřšőčśă, čőńőňőřťŋő ŕřőďőńęăěšś£ ć ćěśĳ ŕőńĺďĺśł?

Őŕřěďěńěŋĺě 22. Őąńăśšĳ D ŋăğżćăěšś£ őąńăśšĳ¿ čőńőňőřťŋőśšĺ, ěśńĺ ć D śşźěśšćşěš čőńőňőřťŋă£ ťşŋłűĺ£ f, łőšőřă£ ŋě ŕřőďőńęăěšś£ ăŋăńĺšĺůěśłĺ ŋĺ ŕő őďŋőňş ŕşšĺ, ŕěřěśěłă¿źěňş čřăŋĺűş D.

Ğăďăůă 8. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěřż őąńăśšěľ, ŋě £ćń£¿źĺţś£ őąńăśš£ňĺ čőńőňőřťŋőśšĺ. Ğăďăůă 9. Ďőłăęĺšě, ůšő

(1) Ń¿ąă£ őąńăśšĳ ć C^1 { őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ. (2) Ćżŕşłńă£ őąńăśšĳ ć C^n { őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ.

(3) Ďěłăřšőćő ŕřőĺğćěďěŋĺě őąńăśšěľ čőńőňőřťŋőśšĺ { őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ.

Ŕřőďőńęěŋĺě śěňĺŋăřă 8. Čőńőňőřťŋă£ ćżŕşłńőśšĳ. 26.03.1998.

Őŕřěďěńěŋĺě 23. Ŕşśšĳ D ⊂ C^n { őąńăśšĳ, K ⊂⊂ D { łőňŕăłš ć ŋěľ, ă F { ťĺłśĺřőćăŋŋżľ łńăśś ťşŋłűĺľ ć D.

(1) Őąőńőůłőľ K őšŋőśĺšěńĳŋő F ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ^K = {z ∈ D|∀f ∈ F |f(z)| ≤ max_K |f|}. (2) Ěśńĺ ^K = K, šő čőćőř£š, ůšő K { ¡šő F-ćżŕşłńżľ łőňŕăłš.

(3) Ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő K ⊂⊂ D őąőńőůłă ^K ⊂⊂ D, šő čőćőř£š, ůšő D £ćń£ěšś£ F-ćżŕşłńőľ őąńăśšĳ¿.

Ğăďăůă 10. (Ňőšĺćăűĺ£ ŕřěďżďşźĺţ őŕřěďěńěŋĺľ.) Řăśśňőšřĺň őąńăśšĺ ŋě ć C^n , ă ć R^2. Ŕşśšĳ F { łńăśś ďěľśšćĺšěńĳŋőğŋăůŋżţ ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ. Ůšő šăłőě őąőńőůłă ďćşţ šőůěł ć ¡šőň łńăśśě? Ůšő šăłőě "ćżŕşłńőśšĳ" łőňŕăłšă ĺ őąńăśšĺ ć ¡šőň łńăśśě? Ćěřŋěňś£ ć C^n .

Ğăďăůă 11. Ŕşśšĳ F { łńăśś łőňŕńěłśŋő ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ. Ůšő šăłőě őąőńőůłă ć ¡šőň łńăśśě? Ůšő šăłőě "ćżŕşłńőśšĳ" łőňŕăłšă ĺ őąńăśšĺ ć ¡šőň łńăśśě? Ğăďăůă 12. Ŕşśšĳ F { łńăśś łőňŕńěłśŋżţ ŕőńĺŋőňőć.

(1) Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř ŋě ćżŕşłńőčő łőňŕăłšă.

(2) Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř ćżŕşłńőčő ć ¡šőň łńăśśě łőňŕăłšă (ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńőčő), ŋő ŋě ńĺŋěľŋő ćżŕşłńőčő.

Ğăďăůă 13. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ D F-ćżŕşłńă, šő D = ∪^∞_{i=1}K_i, čďě K_i { ¡šő F-ćżŕşłńżľ łőňŕăłš ĺ K_i ⊂ K_{i+1}. (Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőňŕăłšőć ś šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ ŋăğżćăěšś£ ĺśůěřŕăŋĺěň).

Őŕřěďěńěŋĺě 24. Ŕşśšĳ f_1, . . . , f_s { čőńőňőřťŋżě (ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě) ťşŋłűĺĺ ć D ĺ őąńăśšĳ ˙ = {z ∈ D | |f_j(z)| < 1, j + 1, . . . , s} { őšŋőśĺšěńĳŋő łőňŕăłšŋă ć D. Šőčďă ˙ ŋăğżćăěšś£ ăŋăńĺšĺůěśłĺň (ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň) ŕőńĺ¡ďřőň. Ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ ŕőńĺ¡ďř ŋăğżćăěšś£ ěźě ŕőńĺ¡ďřőň Ćěľń£.

Ğăďăůă 14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőńĺ¡ďř

(1) čőńőňőřťŋő ćżŕşłńă£ őąńăśšĳ; (2) őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ.

Ğăďăůă 15. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőľ ńĺŋěľŋő ćżŕşłńżľ łőňŕăłš K ŕřěďśšăćń£ěšś£ łăł ŕěřěśěůěŋĺě łőňŕăłšŋżţ ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ŕőńĺ¡ďřőć (K = ∩^∞_1 P_j, čďě P_j { ŕőńĺ¡ďřż Ćěľń£). Ğăďăůă 16. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ D čőńőňőřťŋő ćżŕşłńă£, šő D őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ. Ğăďăůă 17. Ŕşśšĳ D ⊂ C^n . Őŕřěďěńĺň ďń£ łăęďőľ šőůłĺ z ∈ D ůĺśńő d(z) = sup{ϵ|´(z; ϵ) = ´(z; (ϵ, . . ., ϵ)) ⊂ D} ĺ d(K) = inf_{z∈K} d(z). (1) Ŕşśšĳ K-łőňŕăłš ć D ĺ z ∈ ^K. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ f ∈ O(D) śšěŕěŋŋőľ ř£ď f śţőďĺšś£ ć ´(z; d(K)).

(2) Ěśńĺ D őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ, šő őŋă čőńőňőřťŋă ćżŕşłńă. Ŕřĺůěň ďń£ ń¿ąőčő K ⊂ D ćżŕőńŋěŋő d(K) = d( ^K).

Ğăďăůă 18.

(1) Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕăłš K ⊂⊂ C čőńőňőřťŋő ćżŕşłńżľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

C \ K ść£ğŋő.

(2) Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋě čőńőňőřťŋő ćżŕşłńőčő łőňŕăłšă ć C^2 śő ść£ğŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň.

Ğăďăůă 19. Ŕşśšĳ K ⊂⊂ U | čőńőňőřťŋő ćżŕşłńżľ łőňŕăłš ĺ z ∈ U \ K. Šőčďă K ∪ {z} | ¡šő šăłęě čőńőňőřťŋő ćżŕşłńżľ łőňŕăłš.

Śěňĺŋăř 9.

Ŕřĺŋűĺŕ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ. 02.04.1998. Őŕřěďěńěŋĺě 25.

(1) Ăŋăńĺšĺůěśłĺň ďĺśłőň D ŋăğżćăěšś£ őąřăğ ěďĺŋĺůŋőčő łřşčă ´ = {t ∈ C ||t| ≤ 1} ŕřĺ čőńőňőřťŋőň ŋěŕőśšő£ŋŋőň őšőąřăęěŋĺĺ.

(2) Őąřăğ őłřşęŋőśšĺ ŋăğżćăěšś£ čřăŋĺűěľ ăŋăńĺšĺůěśłőčő ďĺśłă ∂D. (3) Śěňěľśšćőň ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ďĺśłőć ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě ϕ_τ = ϕ(t, τ ) :

´ × [0, 1] → C^n , čďě τ ∈ [0, 1] ćěźěśšćěŋŋżľ ŕăřăňěšř ĺ ďń£ ń¿ąőčő τ ϕ_τ ăŋăńĺšĺůěśłĺľ ďĺśł.

Ğăďăůă 1. Ŕşśšĳ f čőńőňőřťŋă ć őłřěśšŋőśšĺ ăŋăńĺšĺůěśłőčő ďĺśłă D ∈ C^n , p ∈ D \ ∂D ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă ĺ |f(p)| = max_D |f|. Šőčďă f ŕőśšő£ŋŋă ŋă D.

Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ˙ { őąńăśšĳ, K ⊂⊂ ˙ { łőňŕăłš, D { ăŋăńĺšĺůěśłĺľ ďĺśł ĺ D ⊂ K, šő D ⊂ ^K. Ğăďăůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ f čőńőňőřťŋă ć őłřěśšŋőśšĺ ăŋăńĺšĺůěśłőčő ďĺśłă D ⊂ C^n ĺ ďń£ ń¿ąőľ p ∈ ∂D śšěŕěŋŋőľ ř£ď f śţőďĺšś£ ć ´(p; (r, . . ., r)), r > 0, šő őŋ śţőďĺšś£ ć šăłőň ęě ŕőńĺďĺśłě ĺ ďń£ ń¿ąőľ p ∈ D.

Ğăďăůă 4. (Ŕřĺŋűĺŕ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ.) Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ D { ăŋăńĺšĺůěśłĺľ ďĺśł ć őąńăśšĺ čőńőňőřťŋśšĺ ˙, šő d(D) = d(∂D).

Ğăďăůă 5. Ŕőłăęĺšě, łăł čőńőňőřťŋőě ŕřőďőńęěŋĺě ĺğ ťĺčşřż Ţăřšőčśă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕő ŕřĺŋűĺŕş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ.

Ğăďăůă 6. Łşďă ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ćśě čőńőňőřťŋżě ťşŋłűĺĺ

(1) ĺğ őłřěśšŋőśšĺ śťěřż S^3?

(2) ĺğ őłřěśšŋőśšĺ ŕőńşśťěřż {u = 0, v > 0, x^2 + y^2 + v^2 = 1}?

Ğăďăůă 7. Ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ f ∈ O(C^2 \ R^2) čőńőňőřťŋő ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ćśě C^2 . (Şłăğăŋĺě: ĺśŕőńĳğőćăšĳ śěňěľśšćő ďĺśłőć ćĺďă

D_t = {( z, 2iz z − 2i + it ) | z ∈ —´ } , t ≥ 0, ďń£ ŕřőďőńęěŋĺ£ f ć šőůłş (0, 0).)

Ğăďăůă 8. (Šěőřěňă ő ćńőęěŋŋőň řěąřě.) Ĺśŕőńĳğş£ šő ęě śăňőě śěňěľśšćő ďĺśłőć, ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ f ∈ O(C^2 \ {y ≤ 0, v ≤ 0}) čőńőňőřťŋő ŕřőďőńęăěšś£ ć őłřěśšŋőśšĳ \őśšřĺ£" R^2.

Ğăďăůă 9. Őąőąźĺšĳ ćśě şšćěřęďěŋĺ£ ŕřěďżďşźĺţ ďćşţ ğăďăů ŋă śńşůăľ C^n , n ≥ 3. Ğăďăůă 10. Ćěřŋő ńĺ, ůšő řěğşńĳšăš ŕřőďőńęěŋĺ£ őďŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕő ŕřĺŋűĺŕş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ąşďěš őďŋőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺěľ

(1) ć śĺšşăűĺĺ ğăďăůĺ 6? (2) ć śńěďş¿źěň ŕřĺňěřě?

Śěňĺŋăř 10.

Čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ. Ťőřňă Ńěćĺ. 09.04.1998.

Ŕşśšĳ ρ { čńăďłă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ć őłřěśšŋőśšĺ U ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ć C^n . Ŕşśšĳ ρ(0) = 0, ă dρ(0) ≠ 0. Šőčďă ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ ` = {ζ ∈ U |ρ(ζ) = 0} { čńăďłă£ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ.

Ğăďăůă 1. Ŋăŕĺśăšĳ şřăćŋěŋĺ£ őŕřěďěń£¿źĺě

(1) ćěźěśšćěŋŋş¿ łăśăšěńĳŋş¿ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ;

(2) ěě łőňŕńěłśŋş¿ ůăśšĳ (łőňŕńěłśŋş¿ łăśăšěńĳŋş¿ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ). Ğăďăůă 2.

(1) Ňőęŋő ńĺ ćżąřăšĳ ńĺŋěľŋżě łőőřďĺŋăšż ć C^{n+1} , (z_1, . . ., z_n, w), čďě w = u + iv šăł, ůšő şřăćŋěŋĺě ćěźěśšćěŋŋőľ łăśăšěńĳŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ł ` ć ŋşńě ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď Im w = 0, ă ěě łőňŕńěłśŋőľ ůăśšĺ w = 0?

(2) Ďőłăęĺšě, ůšő ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ şřăćŋěŋĺě ` ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě v = F (z, —z, u), čďě F { čńăďłă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺ F (0) = 0, dF (0) = 0.

Ğăďăůă 3. Ŕşśšĳ S^3 { śťěřă ć C^2 ĺ ρ = |z|^2 + |w|^2 − 1.

(1) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě C^2 , ŕěřěćőď£źěě śťěřş ć łćăďřĺłş {Im w = |z|^2}.

(2) Ďőłăęĺšě, ůšő śşźěśšćşěš łćăďřăšĺůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕěřěćőď£źěě łćăďřĺłş ć šřşąłş u = x^2.

Őŕřěďěńěŋĺě 26. Ťőřňőľ Ńěćĺ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ ` = {z ∈ C^{n+1} | ρ(z, —z) = 0} ć šőůłě ξ ∈` ŋăğżćăěšś£ őčřăŋĺůěŋĺě ¡řňĺšőćőľ ťőřňż n+1∑ α,β=1 ∂^2ρ ∂z_α∂ —z_β dz_α ⊗ d—z_β ŋă łőňŕńěłśŋş¿ łăśăšěńĳŋş¿ ŕńőśłőśšĳ ł ` ć ¡šőľ šőůłě ξ.

Ğăďăůă 4. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ρ = −v + F (z, —z, u) ĺğ ğăďăůĺ 2.(2), šő ťőřňă Ńěćĺ ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ¡šő_n ∑ α,β=1 ∂^2F ∂z_α∂ —z_β (0)z_α · —z_β .

Ğăďăůă 5. Ćżŕĺÿĺšě ťőřňş Ńěćĺ śńěďş¿źĺţ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšěľ

(1) {v = Im z_1 —z_2} ć šőůłě (0, 1, 1), (2) {|z|^2 + |w|^2 − 1 = 0} ć šőůłě (0, 1), (3) {|z|^2 − |w|^2 − 1 = 0} ć šőůłě (1, 0).

Ğăďăůă 6. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ťőřňă Ńěćĺ ` ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ őšřĺűăšěńĳŋżľ łćăďřăš, šő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ čőńőňőřťŋă£ ć őąńăśšĺ D_− = {(z, w)|v > F (z, —z, u)} ŕřőďőńęăěšś£ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ć őąńăśšĳ U ∩ D_+, čďě D_+ = {(z, w)|v < F (z, —z, u)}. Ğăďăůă 7. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ D = {ρ < 0} { őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ ś čńăďłőľ čřăŋĺűěľ łńăśśă C^2, šő ťőřňă Ńěćĺ čřăŋĺűż ∂D = {ρ = 0} ć łăęďőľ šőůłě ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă. Ğăďăůă 8. Ŕşśšĳ H_ρ(ζ, —ζ) { ¡řňĺšőćă ůăśšĳ 2-őčő ďĺťťěřěŋűĺăńă ťşŋłűĺĺ ρ (łőňŕńěłśŋżľ čěśśĺăŋ). Śďěńăěň őąřăšĺňş¿ čőńőňőřťŋş¿ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ ξ = ξ(ζ). Łăł ść£ğăŋż čěśśĺăŋż ťşŋłűĺĺ ρ ć łőőřďĺŋăšăţ ζ ĺ ξ?

Ğăďăůă 9. Ŕşśšĳ ~ρ = α · ρ, čďě α { čńăďłă£ ťşŋłűĺ£ ŋě řăćŋă£ 0. Łăł ść£ğăŋż ťőřňż Ńěćĺ

{ρ = 0} ĺ {~ρ = 0}?

Őŕřěďěńěŋĺě 27. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő (`_1, ξ_1) ¡łćĺćăńěŋšŋă (`_2, ξ_2), čďě `_j { čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ, ξ_j ∈ `_j, ěśńĺ ć őłřěśšŋőśšĺ U_{ξ1} śşźěśšćşěš čőńőňőřťŋőě őąřăšĺňőě (ąĺčőńőňőřťŋőě) őšőąřăęěŋĺě f : U_{ξ1} → C^n šăłőě, ůšő f(U_{ξ1} ∩ `_1) ⊂ `_2 ĺ f(ξ_1) = ξ_2.

Ğăďăůă 10. Ďőłăğăšĳ, ůšő śńěďş¿źĺě ŕăřż čĺŕěřŕőćěřţŋőśšěľ ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋż ŋĺ ć łăłĺţ šőůłăţ.

(1) {v = |z|^2} ĺ {v = 0}; (2) {|z|^2 + |w|^2 = 1} ĺ |z| = 1};

(3) {v = |z_1|^2 + |z_2|^2} ĺ {v = |z_1|^2 − |z_2|^2}.

Śěňĺŋăř 11.

Ąĺčőńőňőřťŋżě őšőąřăęěŋĺ£. 16.04.1998.

Őŕřěďěńěŋĺě 28. Ąĺčőńőňőřťŋżň őšőąřăęěŋĺěň f : D_1 → D_2 ŋăğżćăěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě čőńőňőřŋőě őšőąřăęěŋĺě D_1 ŋă D_2, šăłőě ůšő őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě šăłęě čőńőňőřťŋő. Őąńăśšĺ D_1 ĺ D_2 ŋăğżćă¿šś£ ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ.

Ğăďăůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő ąĺčőńőňőřťŋżľ őąřăğ őąńăśšĺ čőńőňőřťŋőśšĺ { őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ.

Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕż ąĺčőńőňőřťŋżţ ăćšőňőřťĺğňőć ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őąńăśšěľ ĺğőňőřťŋż.

Ğăďăůă 3. (Ă. Łăřšăŋ.) Ŕşśšĳ D { őčřăŋĺůěŋŋă£ őąńăśšĳ ć C^n (ĺńĺ ¡łćĺćăńěŋšŋă£ őčřăŋĺůěŋŋőľ), ξ ∈ D, f { ăćšőňőřťĺğň D šăłőľ, ůšő f(ξ) = ξ ĺ f^′(ξ) = Id, šőčďă f = Id. Ğăďăůă 4. Ŕřőćěřĳšě, ůšő śńěďş¿źĺě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C^2 ŕřěćőď£š Q =

{Im w = |z|^2} ć śěą£ (1) z → z + p, w → w + 2iz · —p + q, ∀(p, q) ∈ Q; (2) z → λz, w → |λ|^2w, ∀λ ∈ C \ {0};

(3) z →^{z+aw} 1−2i—az−i|a|2w , w → w 1−2i—az−i|a|2w , ∀a ∈ C ; (4) z →^z_{1−rw} , w →^w_{1−rw} , ∀r ∈ R. Ğăďăůă 5. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ őšőąřăęă¿š Q_+ = {Im w >

|z|^2} ć śěą£ ĺ ďěľśšćş¿š šăň šřăŋğĺšĺćŋő, š.ě. ń¿ąş¿ šőůłş ŕěřěćőďĺš ć ń¿ąş¿.

Ğăďăůă 6. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă AutB, čďě B = {|z|^2 + |w|^2 < 1} ÿăř, ďěľśšćşěš ŋă ÿăřě šřăŋğĺšĺćŋő (śň. ğăďăůş 10.3).

Őŕřěďěńěŋĺě 29. Ťşŋłűĺ£ ‖ · ‖ : C^n → R_+ ŋăğżćăěšś£ C -ŋőřňőľ ĺńĺ ŕřőśšő ŋőřňőľ, ěśńĺ (1) ‖a + b‖ ≤ ‖a‖ + ‖b‖, ∀ a, b ∈ C^n ; (2) ‖λa‖ = |λ|‖a‖, ∀ a ∈ C^n , ∀ λ ∈ C ; (3) ‖a‖ = 0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a = 0.

Ŕřĺňěřż:

(1) ‖a‖_1 = √∑ |a_j|^2;

(2) ‖a‖_2 = max |a_j|; (3) ‖a‖_3 = ∑ |a_j|; (4) ‖a‖_4 = max{|ℜa_j|, | Ima_j|}, ĺ š.ď.

Ğăďăůă 7. (Ŕřĺŋűĺŕ ňăłśĺňşňă.) Ŕşśšĳ D ⊂ C^n { őąńăśšĳ, f : D → C^m { čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě, ‖·‖ { ŋőřňă ć C^m , a ∈ D ĺ ‖f‖ ďőśšĺčăěš ć šőůłě a ňăłśĺňşň. Šőčďă śşźěśšćş¿š (λ_1, . . . , λ_2) ≠ 0 šăłĺě, ůšő ∑ λ_jf_j (z) = const, ĺ ‖f(z)‖ = const ć őąńăśšĺ D. Ğăďăůă 8. (Ńěňňă Ÿćăřűă.) Ŕşśšĳ B_1 = {z ∈ C^n | ‖z‖_1 < 1}, B_2 = {w ∈ C^m | ‖w‖_2 < 1} ĺ f { čőńőňőřťŋőě őšőąřăęěŋĺě B_1 → B_2 šăłőě, ůšő f(0) = 0, šőčďă ďń£ ń¿ąőčő z ∈ B_1, ‖f(z)‖_2 ≤ ‖z‖_1. Ğăďăůă 9. Ŕşśšĳ f { ăćšőňőřťĺğň ěďĺŋĺůŋőčő ÿăřă ć C^2 šăłőľ, ůšő f(0, 0) = (0, 0). Ďőłăğăšĳ, ůšő f^′(0, 0) { şŋĺšăřŋőě őšőąřăęěŋĺě C^2 → C^2 .

Ğăďăůă 10. Ďőłăęĺšě, ůšő AutB { ¡šő ŕőďčřşŕŕă čřşŕŕż ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ

C^2 , ĺ őŋă ĺğőňőřťŋă AutQ+. Ć ůăśšŋőśšĺ, dimRAutB = 8.

Ğăďăůă 11. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕă Aut´_2, čďě ´_2 = {|z| < 1, |w| < 1} { ąĺďĺśł, ŕőřőęďěŋă (1) z → ϕ(z), w → ψ(w), čďě ϕ, ψ { ăćšőňőřťĺğňż łřşčă ć C ; (2) z → w, w → z. Ğăďăůă 12. (Śńěďśšćĺě 1.) dimRAut´_2 = 6.

Ğăďăůă 13. (Śńěďśšćĺě 2.) Ďőłăęĺšě, ůšő B_2 ąĺčőńőňőřťŋő ŋě ¡łćĺćăńěŋšěŋ ´_2.

Śěňĺŋăř 12.

Ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ ćżŕşłńőśšĳ. 23.04.1998. Őŕřěďěńěŋĺě 30.

(1) Ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ łőňŕăłšă K ⊂⊂ C^n ŋăğżćăěšś£ hull(K) = {z ∈ C^n | ∀ ŕőńĺŋőňă P |P (z)| ≤ ‖P ‖K}. (2) Ěśńĺ hull(K) = K, šő K ŋăğżćăěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńżň.

(3) Őąńăśšĳ D ⊂ C^n ŋăğżćăěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő K ⊂⊂´ hull(K) ⊂ D. Ğăďăůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő hull(K) { łőňŕăłš.

Ğăďăůă 2. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ D { ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńă, šő D { őąńăśšĳ čőńőňőřťŋőśšĺ. Ğăďăůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ K ⊂ C , šő hull(K) = K ∪ {őčřăŋĺůěŋŋżě łőňŕőŋěŋšżC \ K}. Ğăďăůă 4. Ŕşśšĳ ´ { ăŋăńĺšĺůěśłă£ ŕńěŋłă (š.ě. őąřăğ ğăňłŋşšőľ őąńăśšĺ ĺğ C^1), šăłă£ ůšő ∂ —´ ⊂ K, šőčďă ´ ⊂ hull(K). Ğăďăůă 5. Ŋăľďĺšě hull(S^+), čďě S^+ { ćěřţŋ££ ŕőńşśťěřă, S^+ = {z ∈ C^2| |z| = 1, ℜz_1 ≥ 0}. Ğăďăůă 6. Ďőłăęĺšě, ůšő ćżŕşłńżľ łőňŕăłš £ćń£ěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńżň. Ğăďăůă 7.

(1) Ďőłăęĺšě, ůšő řăćŋőňěřŋő śţőď£źă£ś£ ŋă K ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕőńĺŋőňőć, šăłęě řăćŋőňěřŋő śţőďĺšś£ ŋă hull(K).

(2) Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£, łőšőřş¿ ňőęŋő ś ń¿ąőľ šőůŋőśšĳ¿ řăćŋőňěřŋő ŕřĺąĺğĺšĳ ŋă K ŕőńĺŋőňăňĺ, ĺňěěš čőńőňőřťŋőě ŕřőďőńęěŋĺě ŋă ćŋşšřěŋŋőśšĳ hull(K).

Ŋăŕőňŋĺň (őŕřěďěńěŋĺě 24), ůšő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň ŕőńĺ¡ďřőň ŋăğżćăěšś£ őčřăŋĺůěŋŋă£ őąńăśšĳ šĺŕă {z ∈ C^n | |P_j(z)| < 1, j = 1, . . ., N }. Ğăďăůă 8. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ K { ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńżľ łőňŕăłš, šő K = ∩^∞_{m=1}D_m, čďě

D_m { ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ŕőńĺ¡ďřż.

Ĺňěěšś£ ĺŋšěčřăńĳŋă£ ťőřňşńă Ćěľń£ (śň., ŋăŕřĺňěř, Ą. Ć. Ÿăąăš, ůăśšĳ II), ĺśŕőńĳğş£ łőšőřş¿, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ čőńőňőřťŋă£ ć ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőň ŕőńĺ¡ďřě ňőęěš ążšĳ ŕřĺąńĺęěŋă ŋă łőňŕăłšŋőň ŕőďňŋőęěśšćě ŕőńĺŋőňăňĺ ś ń¿ąőľ šőůŋőśšĳ¿. Ğăďăůă 9. Ŕşśšĳ K_1, K_2 { ďćă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńżţ ść£ğŋżţ łőňŕăłšă ĺ K_1 ∩ K_2 = ∅. Ďőłăęĺšě, ůšő šőčďă ńĺąő K_1 ∪ K_2 { ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńő, ńĺąő hull(K_1 ∪ K_2) { ść£ğŋő. Ğăďăůă 10. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ K_1, K_2 { ďćă ćżŕşłńżţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łőňŕăłšă, šő K_1 ∪

K_2 { ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńő.

Ğăďăůă 11. Ĺśŕőńĳğş£ ğăďăůş 4, ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř ďćşţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńżţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łőňŕăłšőć šăłĺţ, ůšő K_1 ∪ K_2 ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńżň. Ğăďăůĺ ¡łğăňěŋă ŕő łőňŕńěłśŋőňş ăŋăńĺğş.

ŇŊŞ, 2-ľ łşřś, 4-ľ śěňěśšř, 07.05.1998. Ć. Ł. Ąěńőÿăŕłă, Ă. Č. Łşńăłőć, Ś. đ. Ŋěňĺřőćśłĺľ.

1. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ u(x, y) čăřňőŋĺůŋă ĺ őčřăŋĺůěŋă ć ŕřőłőńőšőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő őŋă čăřňőŋĺůěśłĺ ŕřőďőńęăěšś£ ć ŕőńŋş¿ őłřěśšŋőśšĳ.

2. Ŕşśšĳ ďń£ űěńőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ O(C ) ňŋőęěśšćő ěě ŋşńěľ {z | f(z) = 0} łőŋěůŋő ĺ ŋěŕşśšő. Šőčďă f ŕřĺŋĺňăěš ćśě ğŋăůěŋĺ£. 3. Ďăŋă ťşŋłűĺ£ w = √_{1√} 1+z −^{1√}_{1−z} . Ŋăřĺśőćăšĳ śţěňş řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ĺ ŋăľšĺ ěě řőď.

4. Ŕşśšĳ X_k = C^�_{z∼kz} , čďě k > 0, | řĺňăŋőćă ŕőćěřţŋőśšĳ.

(1) (a) Ďőłăğăšĳ, ůšő X_2 łőŋťőřňŋő ŋě¡łćĺćăńěŋšŋő X_3.

(2) (b) Ŋăľšĺ śőőšŋőÿěŋĺě ňěęďş k_1 ĺ k_2 ŋěőąţőďĺňőě ĺ ďőśšăšőůŋőě ďń£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ X_{k1} ĺ X_{k2} .

5. Ŕşśšĳ γ | čńăďłőě ćěźěśšćěŋŋő (n + 1)-ňěřŋőě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ć C^n ś łřăěň σ, ĺ ŕşśšĳ ω = f(z) dz^1 ∧ · · · ∧ dz^n | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ ťőřňă śšěŕěŋĺ n, čďě ťşŋłűĺ£ f čőńőňőřťŋă ć őłřěśšŋőśšĺ γ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ∫ σ ω = 0.

6. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f čőńőňőřťŋă ć C^2 ĺ

(1) (a) ŕőśšő£ŋŋă ŋă śťěřě S^3 = {z ∈ C^2 : |z|^2 + |w|^2 = 1}; (2) (b) ŕőśšő£ŋŋă ŕő ňőďşń¿ ŋă ¡šőľ śťěřě; (3) (c) ŕőśšő£ŋŋă ŋă R^2 = {Im z = Im w = 0}; (4) (d) ŕőśšő£ŋŋă ŋă šőřě {|z| = |w| = 1}.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ śńşůăěć f ŕőśšő£ŋŋă.

7. Ŕşśšĳ ťşŋłűĺ£ f čőńőňőřťŋă ć C^2 ĺ ńĺŋěľŋă ŋă łăęďőľ łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ. Ďőłăğăšĳ, ůšő f | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£.

8. Ďăŋă őąńăśšĳ {(z, w) ∈ C^2 : (|z| − 1)^2 + |w|^2 < r^2}. Ŋăŕĺśăšĳ şřăćŋěŋĺě łăśăšěńĳŋőľ ĺ şřăćŋěŋĺě łőňŕńěłśŋőľ łăśăšěńĳŋőľ ŕńőśłőśšěľ ł čřăŋĺűě ¡šőľ őąńăśšĺ. Ŋăľšĺ ťőřňş Ńěćĺ ĺ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřĺ 0 < r < 1 čřăŋĺűă ćżŕşłńă ŕő Ńěćĺ ć łăęďőľ šőůłě. 9. (a) Ŕşśšĳ K ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńżľ łőňŕăłš ć C^2 ĺ p | šőůłă ćŋě łőňŕăłšă. Ďőłăğăšĳ, ůšő K ∪ {p} ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńő.

(b) Ŕşśšĳ B = {(z, w) ∈ C^2 : |z|^2 + |w|^2 ≤ 1} | ÿăř, l | łőňŕńěłśŋă£ ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ ŋăůăńő. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő B ∪ l ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżŕşłńő. 10. Ŕşśšĳ `_1 = {Im w = |z|^2} ĺ `_2 = {ℜw = (ℜz)^2}. Ďőłăğăšĳ, ůšő `_1 ĺ `_2 ąĺčőńőňőřťŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż ŕőśřěďśšćőň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ăćšőňőřťĺğňă C^2.