œŒÅÄÅÎÉÅ

ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚÕÞÁÅÔ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÉÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ | ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÒÉÍÁÎÏ- ŒÙÈ ÍÅÔÒÉË, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ, É Ô.Ð., ÞÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÑÚÙ- ËÏÍ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. ðÒÉÚÎÁŒÁÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÅÎÉÑ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ŒÓÅ ÓÉÌØÎÅÅ ÏÝÕÝÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒÌÉÑÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ËÁË ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÉ ÐÒÉ ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÏŒÁÎÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ. ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ξ ∈ T_xM^n. éÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

1) ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ (ξ_1, . . . , ξ_n), ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÙÈ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÍÅ- ÎÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ;

2) ËÌÁÓÓ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉŒÙÈ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ x;

3) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ξ: C^∞(M) → R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ξ(fg) = ξ(f)g + fξ(g).

ðÅÒŒÏÅ ÅÓÔØ ÂÀÒÏËÒÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÍÅÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÁ ÄÅÌÁ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ. œÏÏÂÝÅ, ÓÔÏÌØ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÅ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ É ÍÅÈÁÎÉËÅ ÎÅÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉÐÁ "ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ T^{i1,...,iq}_{j1,...,jq} , ÐÒÉÞÅÍ(?!) ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ- ÀÔÓÑ. . . " ÓÐÏÓÏÂÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓËÒÙÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ ÑŒÌÅÎÉÑ. ïÎÉ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ É ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÌÉÛØ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁÈ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ, ÏÄÎÁËÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÇÒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ŒÓÐÏÍÏ- ÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.

œÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÏÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÁÍËÁÍÉ É ÐÌÏÈÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÏ ÄÌÑ ÎÕÖÄ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÑÓ- ÎÏ, ËÁË ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÁ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ Œ ÍÙÛÌÅÎÉÉ ÐÒÏÞÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ËÁË "ÓÔÒÅÌÏÞËÉ", ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÕÓÔÕÐÁÅÔ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÈÏÔÑ ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ, ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ. ïÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÉÓÐÏÓÁÂÌÉŒÁÅÔÓÑ Ë ËÏÌØÃÁÍ É ÍÏÄÕÌÑÍ, ÏÞÅÎØ ÄÁ- ÌÅËÉÍ ÏÔ ËÏÌÅÃ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏŒ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÄÉÏÆÁÎÔÏŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÄÕËÔÉŒÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ.

ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ËÕÒÓÁ ÓÌÕÖÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉ- ÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ É ÏÂÕÞÅÎÉÅ ŒÌÁÄÅÎÉÀ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÔÒÅÈ ÑÚÙ- ËÏŒ | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ- ÂÀÒÏËÒÁÔÉÞÅÓËÉÍ. œ ÉÄÅÁÌÅ ŒÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ!) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÑÚÙËÏŒ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁ- ÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ Ó ÏÓÎÏŒÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ŒËÌÀÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ.

2 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

ìÅËÃÉÑ 1. ëÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

éÎÔÕÉÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÆÏÒÍÅ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ r: R → R^n ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÅÅ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n , ÎÁÄÅÌÅÎ- ÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, |x|^2 =^∑ x^2_i . äÌÉÎÁ ÄÕÇÉ r(t), a < t < b, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ l(a, b) = ∫ b a |r^′| dt = ∫ b a (^∑ x^{′2}_i )^{1/2} dt .

üÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ dl = |r^′| dt ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ËÒÉŒÏÊ. üÔÏ "ÐÏÞÔÉ" 1- ÆÏÒÍÁ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ "ÎÁÓÔÏÑÝÕÀ" 1-ÆÏÒÍÕ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ËÒÉŒÏÊ É ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË Õ dl, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ r(b) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ l(a, b). ôÁËÁÑ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ. åÓÌÉ τ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÔÏ dl = dτ, | _r| = 1 (ÔÏÞËÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ). äÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ( _r, -r) = 0, Ô.Å. _r ⊥ -r. óËÏÒÏÓÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ k = |-r| ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ, R = k^{−1} | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÒÉŒÉÚÎÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ.

ãÅÎÔÒ ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÎÔÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜŒÏÌÀÔÕ. œ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÅ ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÁÕÓÔÉËÏÊ ÉÌÉ ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ Á) ÐÁÒÁÂÏÌÙ; Â) ÜÌÌÉÐÓÁ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÀ f(t) = |r(t) − q|^2 ËŒÁÄÒÁÔÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ R^2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) q ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ËÒÉŒÏÊ ⇔ f^′(t) = 0 (Ô.Å. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ q, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ r(t), ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ);

Â) q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ ⇔ f^′ = f^{′′} = 0 (Ô.Å. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ Ó ËÒÉŒÏÊ);

Œ) r(t) Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ⇔ f^′ = f^{′′} = f^{′′′} = 0 (Ô.Å. Œ ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜŒÏÌÀÔÕ Á) ÐÁÒÁÂÏÌÙ; Â) ÜÌÌÉÐÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÜŒÏÌÀÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ. Â) Œ ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜŒÏÌÀÔÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌÅÊ ËÒÉŒÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜŒÏÌÀ- ÔÁ | ÏÇÉÂÁÀÝÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÏÒÍÁÌÅÊ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ. œÙÐÕËÌÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉ-

ŒÉÚÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ R^0 = −k^0/k^2 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ r ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÎÏ).

ëòéœùå îá ðìïóëïóôé é œ ðòïóôòáîóôœå 3

ðÕÓÔØ φ(t) | ÕÇÏÌ ÎÁËÌÏÎÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ n = (cos φ, sin φ). ôÏÇÄÁ n^0 = −Rr^0 (ÐÏÞÅÍÕ?) É (r + Rn)^0 = r^0 + R^0n + Rn^0 = R^0n = (R^0 cos φ, R^0 sin φ) ,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ R^0 dt = dR, cos φR^0 dt = dX, sin φR^0 dt = dY ÔÏÞÎÙ, ÇÄÅ X, Y | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ r + Rn, ÔÏ ÅÓÔØ ∫ (α + β cos φ + γ sin φ)R^0 dt = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ α, β, γ .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R^0 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ (ÚÎÁÞÉÔ, ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ). ðÕÓÔØ ÕÇÌÙ ÎÁËÌÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Œ ÎÉÈ ÒÁŒÎÙ φ_1, φ_2. ðÏÄÂÅÒÅÍ α, β, γ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ α+β cos φ+γ sin φ ÏÂÒÁÝÁÌÏÓØ Œ ÎÏÌØ ÒÏŒÎÏ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ φ. ôÏÇÄÁ (α+β cos φ+γ sin φ)R^0 | ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ∫ (α+β cos φ+γ sin φ)R^0 dt ≠ 0. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. 2

ôÏÞËÁ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ r: R → R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÕÐÌÏÝÁÀÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ŒÅËÔÏÒÁ r^′, r^{′′}, . . . , r^{(n)} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÌÑ ÏÂÝÅÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÕÐÌÏÝÁ- ÀÝÉÅÓÑ, Á ÔÏÞËÉ ÕÐÌÏÝÅÎÉÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. œ ÎÅÕÐÌÏÝÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞËÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÏÐÒÏŒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÆÌÁÇ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. i-Ñ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ r^′, r^{′′}, . . . , r^{(i)}.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÕÐÌÏÝÅÎÉÑ É ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ. ðÏÞÅÍÕ ÏÎÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ?

óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÒÅÐÅÒÏŒ æÒÅÎÅ {e_i} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉ- ÅÊ ÒÅÐÅÒÏŒ r^′, r^{′′}, . . . , r^{(n)}. ðÅÒŒÙÅ i ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÅÐÅÒÁ æÒÅÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÏÐÒÉËÁÓÁ- ÀÝÕÀÓÑ k-ÐÌÏÓËÏÓÔØ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ŒÎÏŒØ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÂÁÚÉÓÕ, e^′_i = ∑ a_{ij}e_j. îÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ {a_{ij}} ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÓÏÓÅÄÎÅÊ Ó ÇÌÁŒÎÏÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ e^′_i ÌÅÖÉÔ Œ (i+1)-Ê ÓÏÐÒÉËÁ- ÓÁÀÝÅÊÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ æÒÅÎÅ:

e^′_i = −k_{i−1}e_{i−1} + k_ie_{i+1}, i = 1, . . . , n, (k_0 = k_{n+1} = 0, e_0 = e_{n+1} = 0).

æÕÎËÃÉÉ k_i, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙÓÛÉÍÉ ËÒÉŒÉÚÎÁÍÉ. ðÒÉ n = 3 ÉÍÅÅÍ

_e_1 = ke_2, _e_2 = −ke_1 + –e_3, _e_3 = −–e_2.

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ 2-ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÒÉŒÏÊ (ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÏÒÍÁÌØ e_3) Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ŒÏËÒÕÇ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ó ÕÇÌÏŒÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ k_2 = –, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ËÒÕÞÅÎÉÅÍ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ k_1(τ), . . . , k_n(τ), k_1(τ) > 0, k_i(t) ≠ 0, ÚÁÄÁÀÔ ËÒÉŒÕÀ, ËÒÉŒÉÚÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ (ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÅÐÅÒÁ æÒÅÎÅ). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÙÓÛÉÅ ËÒÉ- ŒÉÚÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ É ËÒÕÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÙÈ Á) (a cos t, a sin t, bt); Â) e^t(cos t, sin t, 1); Œ) (t^3 + t, t^3 − t, √ 3t^2);

Ç) 3x^2 + 15y^2 = 1, z = xy.

4 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

úÁÄÁÞÁ 9. ïÐÉÛÉÔÅ ËÒÉŒÙÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ É ËÒÕÞÅÎÉÅÍ. úÁÄÁÞÁ 10. äÌÑ ËÁËÉÈ ËÒÉŒÙÈ k ≡ 0? – ≡ 0?

ìÅËÃÉÑ 2. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ ÒÉ- ÍÁÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ R^3 , ÇÄÅ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ Œ R^3 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ. îÁÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ⊂ R^3 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÅÅ ÐÅÒŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (u^1, u^2) → r(u^1, u^2) ∈ R^3 ËŒÁÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÁ ξ = ξ^{i ∂}_{∂ui} ÒÁŒÅÎ (r_∗ξ, r_∗ξ) = g_{ij}ξ^iξ^j, ÇÄÅ g_{ij} = (^{∂r}_{∂ui} ,^{∂r}_{∂uj} ) (ÚÎÁË ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎ- ÄÅËÓÁÍ ÏÐÕÝÅÎ). œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Œ ŒÉÄÅ g_{ij}du^idu^j. œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ du^i ÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ: g_{kl}(u)du^kdu^l = g_{kl}(u(v)) ∂u^k ∂v^i dv^i ∂u^l ∂v^j dv^j = g^′_{ij}(v)dv^idv^j , Ô.Å. g^′_{ij}(v) = g_{kl}(u(v)) ∂u^k ∂v^i ∂u^l ∂v^j . ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÅÒŒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ) ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ Ï ÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÉ Œ R^3 . óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÙŒÁ- ÅÍÙÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÅÒŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÔ Ë ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. éÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÑÓÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÇÉÂÁÎÉÉ ÌÉÓÔËÁ ÂÕÍÁÇÉ ÅÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ë ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÄÌÉÎ, ÕÇÌÏŒ, ÐÌÏÝÁÄÅÊ. üÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ dσ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÒÁŒÎÁ 1. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ O(2) ÒÁŒÅÎ ±1, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ dσ = ±^√|g| du^1 ∧ du^2, ÇÄÅ |g| = det ||g_{ij}||. úÎÁË ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. éÔÁË, ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ É ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÌÁÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ L = ∫ b a √ g_{ij}(u(t)) _u^i _u^j dt , S = ∫ D √ |g| du^1 ∧ du^2 . ë ŒÎÅÛÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÑÔ ÅÅ ŒÔÏÒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ h, ÉÚÍÅÒÑÀÝÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔ ÓŒÏÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ m_0 Œ ÔÏÞËÅ r(u_0) ∈ M É ÐÏÌÏÖÉÍ h(u_0) = d^2(r(u), m_0), ŒÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÒÏÅËÃÉÉ (r(u), m_0), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M. åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Oxyz ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ Oxy ÂÙÌÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë M Œ ÔÏÞËÅ O, ÔÏ Œ ÔÁËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x, y). ôÏÇÄÁ x, y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ ÎÁ M É Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÅ h = f_{xx} dx^2 + 2f_{xy} dx dy + f_{yy} dy^2.

éÔÁË, ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_{u0} M ÉÍÅÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ g, É ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ h. éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. óÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k_1, k_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ËÒÉŒÉÚÎÁÍÉ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÑ | ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ K = k_1k_2 | ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ,

ðïœåòèîïóôé 5 1 2 (k_1 + k_2) | ÓÒÅÄÎÑÑ ËÒÉŒÉÚÎÁ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ É ÓÌÅÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ||h_{ij} || ||g_{ij} ||^{−1}, ÏÔËÕÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, K = det ||h_{ij}||/ det ||g_{ij}|| . œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÐÏÚÖÅ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÌÑ ÓÆÅÒÙ x^2 + y^2 + z^2 = R^2 Á) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ðÅÒÅÐÉÛÉÔÅ ÅÅ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ; Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0, 0, 1); Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ;

Â) ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ρ; Œ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ŒÔÏÒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÇÁÕÓÓÏŒÕ É ÓÒÅÄÎÀÀ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 2. (æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ.) œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p ∈ M ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ- ŒÕÀ, ŒÙÓÅËÁÅÍÕÀ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ λ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ l = λ ∩ T_pM ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÕÇÏÌ α Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ p, ÅÓÌÉ

Á) λ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÏÒÍÁÌØ; Â) λ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÕÇÏÌ β Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ.

úÁÄÁÞÁ 3. ìÉÎÅÊÞÁÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ r(u, v) = a(u) + vb(u), ÇÄÅ ŒÅËÔÏÒÁ^{da}_{du} , b ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ u. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ É ŒÔÏÒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ M Œ ÔÏÞËÁÈ ËÒÉŒÏÊ a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ (Ô.Å. ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ, ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ŒÉÄÕ (du^1)^2 + (du^2)^2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÅÅ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÔÏÒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ), ÅÓÌÉ K > 0 (ÇÌÁŒÎÙÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÚÎÁË), É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ K < 0. îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÉÅÊ, ÇÄÅ ÏÄ- ÎÁ ÉÚ ËÒÉŒÉÚÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ. îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉËÏŒ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍ R^3 !). üÔÏ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ k_1 = k_2. ôÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÍÂÉ- ÌÉÞÅÓËÉÍÉ. ôÏÞËÉ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ k^{−1}_1 , k^{−1}_2 ÏÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏËÁÌØÎÙÍÉ. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÆÏËÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÁÕÓÔÉËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r(u_0) ∈ M | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ |r − q|^2: M → R ÄÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ R^3 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë M Œ ÔÏÞËÅ r(u_0). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ | ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÇÅÓÓÉÁÎ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ | ÆÏËÁÌØÎÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 5. Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉËÏŒ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁ- ÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ z = x^2 + y^2 + x^3 + axy^2 ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a. óËÏÌØËÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÄÅÌÁÅÔ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉËÏŒ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ÏÍÂÉÌÉÞÅ- ÓËÏÊ ÔÏÞËÉ?

Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁÕÓÔÉËÕ ÜÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÆÏËÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÏÖÅ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ a).

6 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÅÖÉËÅ ÓÕÍÍÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ ÓÆÅ- ÒÅ ÒÁŒÎÁ ÅÅ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄŒÕÍ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÎÄÅËÓ ÐÏÌÑ ËÒÅÓÔÉËÏŒ Œ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÅÎ ±1/2. ðÏÜÔÏÍÕ (ÈÏÔØ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉËÏŒ É ÎÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ) ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. þÉÓÌÏ 4 Œ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï 4 ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÉÍÅÅÔ, ÐÏ ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ.

úÁÄÁÞÁ 6. óËÏÌØËÏ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÅ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 7. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ.

çÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G: M → S^2 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ x ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ n_x, ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÎÙÊ Œ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K dσ = G^∗d˚, ÇÄÅ 2-ÆÏÒÍÙ dσ É d˚ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ M É ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

åÓÌÉ M | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ çÁÕÓÓÁ-âÏÎÎÅ ∫ M K dσ = 2πχ(M) , ÇÄÅ χ(M) = 2 − 2g | ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M.

úÁÄÁÞÁ 9. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ χ(M) = nχ(S^2) = 2n, ÇÄÅ n | ÓÔÅÐÅÎØ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ É ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÕ.

ìÅËÃÉÑ 3. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ).

œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÕÐÏÍÉÎÁÌÓÑ ÔÅÚÉÓ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xM, T_yM Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÈÏÔÑ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÐÕÔÉ γ ÎÁ M ÉÚ x Œ y ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁËÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ŒÄÏÌØ ÐÕÔÉ γ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÕÔÉ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÚÇÉÂÁÔØ Œ R^3 , ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÅÅ ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÅÒÎÕÔØ Œ ËÕÌÅË. äÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÕÔÉ, Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÎÏÓ ÄÁÖÅ ÐÏ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÐÅÔÌÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁ ËÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ËÏÎÕÓÕ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÇÏÌ α Ó ÏÓØÀ?

ðÕÓÔØ M | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^3 , γ(t), a 6 t 6 b | ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÎÅÊ, É ξ(t) ∈ T_{γ(t)}M | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÌÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ë M ŒÄÏÌØ γ. ðÏÌÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ (ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔ- ÎÙÈ)^{dξ}_{dt} ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ËÁÓÁÔØÓÑ M. ðÕÓÔØ p_M : T_xR^3 → T_xM | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë M. ôÏÇÄÁ ∇_tξ = p_M (^{dξ}_{dt} ) | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏÌÑ ξ ŒÄÏÌØ γ. ðÏÌÅ ξ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ðáòáììåìøîùê ðåòåîïó (çåïíåôòéþåóëïå œœåäåîéå). 7

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ŒÄÏÌØ γ, ÅÓÌÉ ∇_tξ ≡ 0. õÓÌÏŒÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎ- ÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏÌÑ ξ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÌÅ ÐÏ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÏÚØÍÅÍ ËÕÓÏË ÆÁÎÅÒÙ É ĂÐÒÏËÁÔÉÍĄ ÅÇÏ ÐÏ M ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ γ, ÏÔÍÅÞÁÑ ÎÁ ÆÁÎÅ- ÒÅ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ~γ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚŒÅÒÔËÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ γ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÁÚŒÅÒÔËÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍÕ ÐÅÒÅÎÏÓÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁ ËÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÓÆÅÒÅ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ Ó ÛÉÒÏÔÏÊ α?

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ (u^1, u^2) ÎÁ M ÄÌÑ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ∇_t ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÉÍÁ- ÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ g_{ij} É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÅ ξ(t) = ξ^1(t)^∂_{∂u1} + ξ^2(t)^∂_{∂u2} , ÉÍÅÅÔ Œ R^3 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ξ^1r_1 + ξ^2r_2, ÇÄÅ r_i =^{∂r}_{∂ui} . ðÏÜÔÏÍÕ dξ dt = _ξ^1r_1 + _ξ^2r_2 + ξ^1 _r_1 + ξ^2 _r_2 .

íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ T_xM. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÕÖÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ M É ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ŒÙÈÏÄÑ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ r_i ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ _r_i ÎÁ T_xM ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ g_{ij}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ( _r_i, r_j). îÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, _g_{11} =^d_{dt} (r_1, r_1) = 2( _r_1, r_1), ÏÔËÕÄÁ ( _r_1, r_1) =^1_2 _g_{11} É Ô.Ð. éÚ ÜÔÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÏÄ- ÎÁËÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎÏ ÐÏÚÖÅ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. 2 åÝÅ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G: M → S^2, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÓÆÅ- ÒÙ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ T_xM É T_{G(x)}S^2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÈ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÉÔØ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ. (ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ G_{||}: T_xM → T_{G(x)}S^2 ÎÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G_∗! îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏ G(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ É G_∗ = 0.) ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ξ É G_{||}ξ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÔÏ ÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÉÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÅ ξ ÎÁ M ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ γ ⊂ M ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÅ G_{||}ξ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ G(γ) ⊂ S^2.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË D ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÄÕÇÉ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÙ, ÒÁŒÅÎ φ(∂D) = 2π −^∑ α_i. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ D, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ôÏÇÄÁ ÓÆÅÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÓÑ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ D, ÁÎÔÉÐÏÄÁÌØÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ D^′ É n ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÕÇÌÁÍÉ α_1, . . . , α_n. ðÏÜÔÏÍÕ 4π = (ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ) = 2 (ÐÌÏÝÁÄØ D) + 2^∑ α_i. ïÔÓÀÄÁ φ(∂D) = ∫ D K dσ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ K = 1. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÇÁÕÓÓÏŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ K dσ = d˚, ÇÄÅ dσ É d˚ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÓÆÅÒÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

8 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ŒŒÅÄÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ. ðÕÓÔØ γ ⊂ M | ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, τ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, e(τ) É n(τ) | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ e(τ) É ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÎÁ T_{γ(τ)}M. ðÏÌÕÞÉÍ ŒÅËÔÏÒ ∇_τ e = k_gn. œÅÌÉÞÉÎÁ k_g = ( _e, n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ γ. ïÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ ÒÁÚŒÅÒÔËÉ ~γ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÇÌÏŒÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ: ŒÅÌÉÞÉÎÁ k_g ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÊ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉÃÁ ∂D ÄÉÓËÁ D ÇÌÁÄËÁÑ, ÔÏ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÎÅÅ ÒÁŒÅÎ φ(∂D) = 2π −^∫_{∂D} k_g dl. åÓÌÉ ÖÅ ∂D ÉÍÅÅÔ ÉÚÌÏÍÙ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ α_i, ÔÏ φ(∂D) = 2π − ∫ ∂D k_g dl − ∑ α_i. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁâÏÎÎÅ:_∫ D K dσ + ∫ ∂D k_g dl + ∑ α_i = 2π .

éÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌ çÁÕÓÓÁ-âÏÎÎÅ ÔÁËÏŒ: ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÍÁÌÏÊ ÐÅÔÌÉ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ M ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ, ÒÁŒÎÙÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÕÓËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÅÔÌÅÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ K(x). ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ŒÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ. çÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ìÅËÃÉÑ 4. óŒÑÚÎÏÓÔØ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

æÏÒÍÕÌÙ, ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄ- ËÉ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÐÉÛÅÍ ÉÈ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÅ Œ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 3-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M É ÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ π: W → M, T_xM ∋ ξ → x. óÌÏÉ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ π^{−1}(x) ⊂ T_xM ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 É ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë ÔÏÞËÅ x. üÔÏ | ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÞØ ÎÉÖÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W ÎÁÄ ÂÁÚÏÊ M ÓÏ ÓÌÏÅÍ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π: W → M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÁÚÙ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ψ_U : π^{−1}(U)^∼→ U × F , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏÉ π^{−1}(x) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÌÏÉ {x} × F .

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅÎÔÁ í-ÅÂÉÕÓÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÁ ÎÁÄ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØÀ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ÏÔÒÅÚÏË. (ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ŒÉÄÁ M × F → M, ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.)

äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ψ_U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÎÁÄ U ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ π. ôÒÉŒÉ- ÁÌÉÚÁÃÉÊ ÂÙŒÁÅÔ ÍÎÏÇÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÎÙÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÁÄ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U. åÓÌÉ φ_U | ÄÒÕÇÁÑ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÅÊ φψ^{−1}: U × F → U × F, (x, y) → (x, g_x(y)) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ g_x: F → F , x ∈ U, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ, ÐÏ- ËÒÙŒ ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U_α É ÕËÁÚÁŒ ÑŒÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g^{αβ}_x : F → F , x ∈ U_α∩U_β ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ.

óœñúîïóôø œ S^1-òáóóìïåîéé. 9

þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÅÓÕÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ôÏÇÄÁ ÔÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÓÏÈÒÁÎÑÌÉ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1 = SO(2) = U(1) ËÁË ÇÒÕÐÐÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ φ ∈ S^1, 0 6 φ < 2π ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ φ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÌÏÉ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ F ≃ S^1, Á ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ.

îÁ ÓÌÏÑÈ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S^1, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÅ φ ∈ S^1 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÓÅÈ ÓÌÏÅŒ ÎÁ ÕÇÏÌ φ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, S^1- ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ÎÅÍ ÇÒÕÐÐÙ S^1 (ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÓÅÈ φ ≠ 0 ÐÏŒÏÒÏÔ W ÎÁ ÕÇÏÌ φ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË).

óÅÞÅÎÉÅ s ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ x ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÔÏÞËÕ s(x) ∈ π^{−1}(x) Œ ÓÌÏÅ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s: M → W , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ π ∘ s = id. ðÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ π^{−1}(U) ≃ U × F ÓÅÞÅÎÉÅ s: x → (x, ~s(x)) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÂÁÚÙ Œ ÓÌÏÊ ~s: U → F . äÌÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ŒÙÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÎÁÄ ÏÂÌÁÓÔØÀ U ⊂ M ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÉÀ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ U. œ ÜÔÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ~s(x) ≡ 0 ∈ F = S^1. äÌÑ ÏÂÝÉÈ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÅËÃÉÉ. (ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ) ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ C(y) ⊂ T_yW ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ W ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, n = dim M, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ ÓÌÏÑÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_yW Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ë ÓÌÏÀ (ĂŒÅÒ- ÔÉËÁÌØÎÏÇÏĄ) É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(y) (ĂÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏĄ). ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ π_∗: T_yW → T_{π(y)}M ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ C(y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÁ ÂÁÚÅ ξ ∈ T_xM ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÄÏÌØ ÓÌÏÑ ^ξ(y) ∈ C(y) ⊂ T_yW , π(y) = x, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ π_∗ ^ξ(y) = ξ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ĂÓŒÑÚÙŒÁÅÔĄ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÌÏÉ, ÏÎÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, Œ ËÁËÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏ- ÅËÃÉÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÁÚÅ.

óÅÞÅÎÉÅ s ÎÁÄ ËÒÉŒÏÊ γ_t ⊂ M, a 6 t 6 b, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎ- ÎÙÍ ŒÄÏÌØ γ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉŒÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ γ. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÅŒ π^{−1}(γ_a) → π^{−1}(γ_b), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ π ÑŒÌÑÅÔÓÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á ÐÏÌÅ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÅÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ S^1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C(y) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, É ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ 1-ÆÏÒÍÙ η ÎÁ W , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ C(y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÎÕÌØ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. æÏÒÍÁ η ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏÂÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ η(^∂_{∂φ} ) = 1 (ÇÄÅ^∂_{∂φ} | ÐÏÌÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ë ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ π).

ðÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÄ U ⊂ M ÆÏÒÍÁ η ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ η = dφ + θ, ÇÄÅ θ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÂÁÚÅ M, ÔÏ ÅÓÔØ θ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ φ (ÐÒÁŒÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÉÓÁÔØ

10 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

η = dφ + π^∗θ). ðÒÉ ÓÍÅÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ φ ; φ^′ = φ + g(x), x ∈ U, ÉÍÅÅÍ η^′ = η = dφ^′ − dg + θ, ÔÏ ÅÓÔØ θ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ θ^′ = θ − dg.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ η ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ s = φ(t) ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ γ(t) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ s^∗η( _γ) = 0 ÉÌÉ^{dφ}_{dt} + θ( _γ) = 0 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÄÉÓË D ÎÁ ÂÁÚÅ É ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÎÁÄ ÎÉÍ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ∂D ÓÌÏÊ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ φ(∂D) = ∫ ∂D dφ = − ∫ ∂D θ . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. 2-ÆÏÒÍÁ ω = dθ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ η = dφ + θ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÅÅ ÚÁÍÅÎÅ ÆÏÒÍÁ θ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ. âÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ dη ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÄÎÑÔÁ Ó ÂÁÚÙ É ω ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ π^∗ω = dη. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ φ(∂D) = − ∫ ∂D θ = − ∫ D ω . œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÂÁÚÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÁ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ω(ξ_1, ξ_2) ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ÓÌÏÑ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÐÅÔÌÉ Œ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. äÌÑ ÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ η_α = dφ + θ_α ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ π (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ θ_α ≡ 0), Á ÚÁÔÅÍ ÓËÌÅÉÔØ ÉÈ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ.

åÓÌÉ η_1 = dφ + θ_1 É η_2 = dφ + θ_2 | ÄŒÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ θ_1 − θ_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ M (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁ- ÃÉÉ). é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ η | ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÔÏ É η + π^∗β | ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ β ∈ ˙^1(M). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÄ M ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ M, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÉÊ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ˙^1(M).

æÏÒÍÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÄŒÕÈ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ η_1 É η_2 = η_1 + π^∗β ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ω_2 = ω_1+dβ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÅÅ ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÕÀ. åÓÌÉ ÂÁÚÁ M ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÄŒÕÍÅÒÎÁ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁ É ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ e(π) = −1 2π ∫ M ω ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. üÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ e(π) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ-âÏÎÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

úÁÄÁÞÁ 2. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ π: S^3 → S^2 ÔÏÞËÅ (z_1, z_2) ∈ S^3 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^2 = R^4 Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ||(z_1, z_2)||^2 = |z_1|^2 + |z_2|^2 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÕ [z_1 : z_2] ∈ C P^1 ∼= S^2 ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

óœñúîïóôø œ S^1-òáóóìïåîéé. 11

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ π ÑŒÌÑÅÔÓÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ {e^{iφ}} ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ.

Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

Œ) óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^3, ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ C^2 ). îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ 1-ÆÏÒÍÙ η ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ.

Ç) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÆÏÒÍÕ ËÒÉŒÉÚÎÙ ω ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

Ä) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ e(π) =−^1_{2π}^∫C_P 1 ω ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ. (ïÔŒÅÔ: −1.) Å) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ 1.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÌÑ ŒÙÂÏÒÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ. ïÄÎÁËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÍÅÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ M | ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ g. ðÕÓÔØ π: W → M | ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U ⊂ M, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ u_1 ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÅÞÅÎÉÀ φ ≡ 0). ðÕÓÔØ u_2 | ÐÏÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ u_1 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÅÞÅÎÉÀ φ ≡ π/2).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ M ⊂ R^3 . ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÄÁÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1-ÆÏÒÍÕ η = dφ + θ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÐÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÐÏÌÅÊ [u_1, u_2] = −θ(u_1)u_1 − θ(u_2)u_2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØ η = dφ + θ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ [u_1, u_2] = −θ(u_1)u_1 − θ(u_2)u_2, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÒÉŒÉ- ÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ⊂ R^3 ÒÁŒÎÁ −K dσ, ÇÄÅ dσ | ÆÏÒÍÁ ÐÌÏÝÁÄÉ

Á) ÄÌÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ;

Â) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ çÁÕÓÓÁ).

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÄÅÍ ÇÁÕÓÓÏŒÕ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÍÅÔÒÉËÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÊ ŒÉÄ g(x, y)(dx^2 + dy^2) = h^2(dx^2 + dy^2), h > 0.

òÅÐÅÒ u_1 =^1_h ∂_x, u_2 =^1_h ∂_y | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. œÏÚØÍÅÍ ÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÒÉ- ŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. ôÏÇÄÁ [^1_h ∂_x,^1_h ∂_y] = −^{hx}_{h2}^1_h ∂_y +^{hy}_{h2}^1_h ∂_x, ÏÔËÕÄÁ

θ(u_1) = − h_y h^2

, θ(u_2) = h_y h^2

, Ô.Å. θ = − h_y h dx + h_x h dy = − ∂ ln h ∂y dx + ∂ ln h ∂x dy . ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ η = dφ + θ ω = dθ = ( ∂^2 ln h ∂x^2 + ∂^2 ln h ∂y^2 ) dx ∧ dy = ´ ln h dx ∧ dy = 1 2g ´ ln g (g dx ∧ dy) .

K = − 1 2g ´ ln g , ÇÄÅ ´ =

∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 . 2 úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÍÅÔÒÉËÉ^4_{(1+k(x2+y2))2} (dx^2 + dy^2).

12 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÍÅÔÒÉËÉ A(x, y)^2dx^2 + B(x, y)^2dy^2, A > 0, B > 0. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÄ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M |

ÓÆÅÒÕ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ W → M ÎÁÄ ÎÅÊ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÉÚ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÄÁÌÉÔØ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ p, ÔÏ ÎÁÄ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÊ

ÞÁÓÔØÀ M \ {p} ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s: M \ {p} → W . (äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÉÓËÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓËÌÅÊËÏÊ ŒÄÏÌØ ÇÒÁ- ÎÉÃÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÐÅÒŒÁ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄ ÌÉÎÉÅÊ ÓËÌÅÊËÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ŒÎÕÔÒØ ÄÉÓËÁ Ó ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÙ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÓË D Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ p É ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÎÁÄ ÎÉÍ. óÅÞÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÁÄ ÄÉÓ- ËÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ~s: D \ {p} → S^1. ðÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÇÒÁÎÉÃÙ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ. éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ üÊÌÅÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ e ∈ Z: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Œ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÕÄÁÌÉÔØ ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ, Á ÚÁÔÅÍ ŒËÌÅÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏ, ĂÐÅÒÅËÒÕÔÉŒĄ ÓÐÅÒŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ðÏÄÙÔÏÖÉÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ

ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ M É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Z ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏËÁÖÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ∫ M ω = −2πe(π). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÅÅ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÓÁÍÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ η ÎÁÄ M \{p}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÅÞÅÎÉÅ s ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ. œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÄ ÄÉÓËÏÍ D ÜÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ η = dφ + θ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ θ ÚÁÄÁÎÁ ŒÎÅ ÎÕÌÑ. éÚÍÅÎÉŒ θ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ ŒÏ ŒÓÅÍ ÄÉÓËÅ ÆÏÒÍÕ ~θ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ~η ÎÁ ŒÓÅÍ M. æÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ω ÔÁËÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ

D. ðÏÜÔÏÍÕ ∫ M ω = ∫ D ω = ∫ D d~θ = ∫ ∂D ~θ = ∫ ∂D θ . ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÓÅÞÅÎÉÑ s Œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÄ D, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ −2π. 2

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ ÎÁ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ π ÚÁÄÁÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ s, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÔÏÞÅË p_1, . . . , p_k. ëÁË ŒÙÛÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞÅË p_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e(π) ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ŒÒÁÝÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 9. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏ-

ÓÔÉ ÒÏÄÁ g.

ìÅËÃÉÑ 5. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ôÅÎÚÏÒÙ

ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ | ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÔÅ ÚÎÁÎÉÑ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Õ ÎÉÈ ÎÁŒÅÒÎÑËÁ ÉÍÅÀÔÓÑ.

œÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ π: E → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ | ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. ïÐÉÛÉÔÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ T M = ⋃ x∈M T_xM É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ⋃ x∈M T^∗_x M ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n + k, ÇÄÅ n = dim M, k = dim E_x. ïÂÙÞÎÏ (ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ) ÐÏÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ ÐÏÎÉÍÁÀÔ k, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÌÏÑ. óÌÏÉ E_x = π^{−1}(x), x ∈ M, ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

œåëôïòîùå òáóóìïåîéñ. ôåîúïòù 13

ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ M. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E =^⋃ E_x É E^′ =^⋃ E^′_x, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÉÈ ÓÕÍÍÕ E ⊕ E^′ =^⋃ E_x ⊕ E^′_x (ÏÐÉÛÉÔÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ). œÏÏÂÝÅ, ŒÓÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ | ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÆÁËÔÏÒÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, | ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÕÍÍÙ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÆÁËÔÏÒÒÁÓÌÏÅ- ÎÉÑ É Ô.Ð.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ U⊗V ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É V | ÜÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ mn, m = dim U, n = dim V , ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÒÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

1) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_i⊗f_j , ÇÄÅ {e_i} É {f_j } | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U É V . 2) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÐÁÒÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ U^�, b ∈ V^�. 3) æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÏÂSSÑÔÎÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÉÍ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ŒÉÄÁ u⊗v, u ∈ U, v ∈ V , ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ (c_1u_1 + c_2u_2)⊗v − c_1 u_1⊗v − c_2 u_2⊗v É u⊗(c_1v_1 + c_2v_2) − c_1 u⊗v_1 − c_2 u⊗v_2.

éÍÅÎÎÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÒÕÄÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÉŒÙËÎÕÔØ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏ É ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÍÏÄÕÌÉ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

p ÒÁÚ T M⊗ · · · ⊗T M ⊗ q ÒÁÚ

T^∗M⊗ · · · ⊗T^∗M (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ T^{⊗p}M⊗T^{∗⊗q}M) ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n^{p+q} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÔÉÐÁ (p, q), Á ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ | ÔÅÎ- ÚÏÒÁÍÉ, ÉÌÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ | ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ (1, 0), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ | ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ (0, 1). òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ 2-ÆÏÒÍÙ | ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∗⊗2}M, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (0, 2). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ g ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ T_xM → T^∗_x M: ξ → g_x(ξ, ·), ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (p, q) Ó ÒÁŒÎÙÍÉ p + q.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÒÏŒÁÎÉÑ sym: u_1⊗ · · · ⊗u_p →^1_{p!}^∑_σ u_{σ(1)}⊗ · · · ⊗u_{σ(p)} É ÁÌØÔÅÒ- ÎÉÒÏŒÁÎÉÑ alt: u_1⊗ · · · ⊗u_p →^1_{p!}^∑_σ(−1)^σu_{σ(1)}⊗ · · · ⊗u_{σ(p)} ŒÙÄÅÌÑÀÔ Õ ÞÉÓÔÏÇÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÉÐÁ (p, 0) ÉÌÉ (0, q)) ÔÅÎÚÏÒÁ f ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ f_{sym} É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ f_{alt} ÞÁÓÔÉ. äÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ f ÔÉÐÁ (0, p) É g ÔÉÐÁ (0, q) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f ∘ g = (p + q)! p!q! (f⊗g)_{sym} .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÈ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f ∧ g = (p + q)! p!q! (f⊗g)_{alt} .

úÁÄÁÞÁ 2. ëÁË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (0, q)? (ïÔŒÅÔ: ˙^q(M).) äÌÑ ÞÅÇÏ ŒŒÅÄÅÎ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ?

ðÒÉ q = 2 ËÁÖÄÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÓÔÅÊ a ∘ b = a⊗b + b⊗a , a ∧ b = a⊗b − b⊗a , a⊗b = 1 2 a ∘ b + 1 2 a ∧ b . ðÒÉ q > 2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

14 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

œÙÂÏÒ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x^1, . . . , x^n) ÎÁ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÅÎÚÏ- ÒÏŒ T^{⊗p}_x M⊗T^{∗⊗q}_x M ÂÁÚÉÓ ∂_xi_1 ⊗ · · · ⊗∂_xip ⊗dx^{j1} ⊗ · · · ⊗dx^{jq} , ÇÄÅ ∂_xi = ∂/∂x^i. üÔÏ ÄÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÔÅÎÚÏÒÁ É ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. ïÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ. ôÅÎÚÏÒ T = T^{i1...ip}_{j1...jq} ∂_xi_1 ⊗ · · · ⊗dx^{jq} îÁÂÏÒ n^{p+q} ÆÕÎËÃÉÊ T^{i1...ip}_{j1...jq} (x) åÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ T = T^{i1...ip}_{j1...jq} ∂_yi_1 ⊗ · · · ⊗dy^{jq} ðÒÁŒÉÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ T^{k1...kp} l1...lq =T i1...ip j1...jq ∂y^k1 ∂x^i1 · · · ∂y^{kp} ∂x^{ip} ∂x^j1 ∂y^l1 · · · ∂x^{jq} ∂y^{lq} éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ T^{⊗2}M → T^{⊗2}M: u⊗v → v⊗u ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ T^{ij} → T^{ji} òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ g_{ij} dx^i dx^j óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ g_{ij}. íÁÔÒÉÃÁ g^{ij} | ÅÊ ÏÂÒÁÔÎÁÑ: g_{ij}g^{jk} = δ^k_i

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T_xM → T^∗_x M: v → g_x(v, ·) É ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÙ ÂÏÌÅÅ ŒÙ- ÓÏËÉÈ ÒÁÎÇÏŒ ïÐÅÒÁÃÉÉ (ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ) ÐÏÄÎÑ- ÔÉÑ É ÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ T^{iI}_J → T^I_{jJ} = g_{ij}T^{iI}_J É T^I_{jJ} → T^{iI}_J = g^{ij}T^I_{jJ} óÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ∈ Hom(T M, T M) ∼= T^∗M⊗T M, u⊗a → u(a) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ T^i_j → T^i_i

É ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ T^∗M⊗T M⊗E → E: u⊗a⊗w → u(a) w T^{iI}_{jJ} → T^I_J = T^{iI}_{iJ} ðÒÉŒÅÄÅÍ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ. åÓÌÉ E → M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, É f: N → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÎÁ N ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f^∗E =^⋃_{x∈N} E_{f(x)}. (óÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.)

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ⊂ R^N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏÇÏ N-ÍÅÒÎÏÇÏ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÆÁËÔÏÒÒÁÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. åÓÌÉ ÎÁ R^N ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ M.

úÁÄÁÞÁ 3. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N ⊂ M ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^n ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÏ ÐÒÑÍÙÍÉ Œ R^{n+1} . îÁ P^n ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ τ É n-ÍÅÒÎÏÅ ν. óÌÏÅÍ τ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ l ∈ P^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÁ ÐÒÑÍÁÑ l; ÓÌÏÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ν ÓÌÕÖÉÔ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{n+1} /l. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ çÒÁÓÓÍÁÎÁ G_{k,n} k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T G_{k,n} ∼= Hom(τ, ν) = τ^∗⊗ν.

þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. éÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ M | ÜÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ïÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ

óœñúîïóôø. ëòéœéúîá 15

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÅÍ `(E) ÓŒÏÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÒÁŒÎÏ ËÁË ÓÁÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ C^∞(M) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÍ. ïÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ëÏÌØÃÏ C^∞(M)

ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ⊂ M éÄÅÁÌ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ N

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ C^∞(M) → C^∞(M)

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E C^∞(M)-ÍÏÄÕÌØ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ `(E)

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ óŒÏÂÏÄÎÙÊ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌØ

ðÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ðÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÅÊ

üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ `(E) → `(E^′). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^∞(M)-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÓÁÍÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(E, E^′) = E^∗⊗E^′.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. üÌÅÍÅÎÔÙ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÑ ˙^k(M)⊗`(E) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ k-ÆÏÒÍÁÍÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E. ïÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∧k}M⊗E. œ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ^∑ ω_i⊗e_i, ÇÄÅ ω_i | k-ÆÏÒÍÙ, Á ÓÅÞÅÎÉÑ e_i ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÅÇÏ ÓÌÏÅŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ: ÎÅ ÎÕÖÎÏ ŒŒÏÄÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ M.

ìÅËÃÉÑ 6. óŒÑÚÎÏÓÔØ. ëÒÉŒÉÚÎÁ

œÓÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÄÌÑ ÓÌÕ- ÞÁÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. óŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E → M | ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÂÁÚÅ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØÀ (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ s ∈ `(E) É ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ξ ÎÁ M ÎÏŒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ∇_ξs, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ξ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏ s, ∇_ξfs = ξf s + f∇_ξs . ðÒÉÍÅÒ: E = T R^n , ∇ | ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ∇ | ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ, n = 2. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇_uv ÄÌÑ u = u^1∂_r + u^2∂_φ, v = v^1∂_r + v^2∂_φ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (ïÔŒÅÔ: ∇_uv = (∂_uv_1)∂_r + (∂_uv^2)∂_φ − u_2v_2r∂_r +^{u1v2+u2v1}_r ∂_φ.)

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: M ⊂ R^n , E = T M. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÌÑ v ŒÄÏÌØ ÐÏÌÑ ξ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÎÕÖÎÏ ÓÐÅÒŒÁ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ v ŒÄÏÌØ ξ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ T M.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ, M = S^2 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, E = T M. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇_uv ÄÌÑ u = u^1∂_φ + u^2∂_ψ, v = v^1∂_φ + v^2∂_ψ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. (ïÔŒÅÔ: ∇_uv = (∂_uv_1)∂_φ + (∂_uv^2)∂_ψ + u_2v_2 cos φ sin φ∂_φ − (u_1v_2 + u_2v_1) tg φ∂_ψ.)

16 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ E | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, T M, ÉÌÉ T^∗M. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ L_ξ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØÀ?

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ξ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ĂÓÏÂÒÁÔØ ŒÍÅÓÔÅĄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉ- ÑÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ ∇: `(E) → ˙^1(M)⊗`(E). ðÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÅÞÅÎÉÑ s ŒÄÏÌØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓŒÅÒÔËÏÊ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÍ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ∇s. ðÏÜÔÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ ∇: `(E) → ˙^1(M)⊗`(E), ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ∇fs = df⊗s + f∇_ξ . úÁÄÁÞÁ 4. ëÁË, ÚÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ∇_{∂xi} s ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇s, ÏÂÒÁÔÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ E = T^∗M, ÔÏÇÄÁ `(E) = ˙^1(M). ðÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d: ˙^1(M) → ˙^2(M) ⊂ ˙^1(M)⊗˙^1(M). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ?

œÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ M, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ {e_i} ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÏÅ e_i É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÂÁÚÉÓÕ, ∇e_j = θ^i_j⊗e_1. íÁÔÒÉÃÁ θ = θ^i_j, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ 1-ÆÏÒÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ïÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ∇ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ: ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∇s^ie_i = ds^i⊗e_i + s^iθ^j_i ⊗e_j = (ds^i + θ^i_js^j)⊗e_i, ÉÌÉ ∇s = ds + θs Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÅÓÌÉ s ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÂÏÌÅÅ ÐÏ- ÄÒÏÂÎÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

∇_ks^i = ∇_{∂xk} s^i = ∂s^i ∂x^k + `^i_{jk}s^j ,

ÇÄÅ θ^i_j = `^i_{jk} dx^k. æÕÎËÃÉÉ `^i_{jk} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ n N^2 ÆÕÎËÃÉÊ. çÌÏÂÁÌØ- ÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(E, T^∗M⊗E) = E^∗⊗T^∗M⊗E: ÒÁÚÎÉÃÁ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÅÊ ∇_ξs − ∇^′_ξs ÌÉÎÅÊÎÁ ÕÖÅ ËÁË ÐÏ ξ, ÔÁË É ÐÏ s.

úÁÄÁÞÁ 6. äÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞ 1,2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ.

óÅÞÅÎÉÅ s ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ γ ⊂ M, ÅÓÌÉ ∇_{_γ}s = 0. õÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÙËÎÏ- ŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ s, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÅÔ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E_{γ(0)} → E_{γ(1)} ÓÌÏÅŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ γ.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÅ- ÐÅÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÏ ŒÓÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ θ ≡ 0. œÙÑÓÎÉÍ, ËÏÇÄÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ.

óœñúîïóôø. ëòéœéúîá 17

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅÐÅÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎ- ÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M = N × (−1, 1), É ÞÔÏ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ N = N × {0} ÔÁËÏÊ ÒÅÐÅÒ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÙÈ {y}×(−1, 1), y ∈ N, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÐÏÌÑ ∂_t = ∂/∂t, t ∈ (−1, 1). üÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ, ÒÅÛÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ∇_{∂t} s = 0, ÉÌÉ _s = −θ(∂_t)s, t ∈ (−1, 1). ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ Œ ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ. äÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ξ ÎÁ N ÐÏÌÏÖÉÍ s_ξ = ∇_ξs = ξs + sθ(ξ). ôÏÇÄÁ ∂_tξs = _s_ξ − ∂_tθ(ξ) s − θ(ξ) _s = _s_ξ − ∂_tθ(ξ) s + θ(ξ)θ(∂_t)s , ξ∂_ts = ξ _s = −ξθ(∂_t) s − θ(∂_t)(ξs) = −ξθ(∂_t) s − θ(∂_t)s_ξ + θ(∂_t)θ(ξ)s . ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ _s_ξ = −θ(∂_t)s_ξ − (ξθ(∂_t) − ∂_tθ(ξ) + θ(ξ)θ(∂_t) − θ(∂_t)θ(ξ))s , ÉÌÉ _s_ξ = −s_ξθ(∂_t) − R(ξ, ∂_t)s, ÇÄÅ R = dθ + θ ∧ θ | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ 2-ÆÏÒÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ. éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÐÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ R ≡ 0. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ξ, η ÎÁ M ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ R(ξ, η) ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÓÌÏÊÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. îÉÖÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ R ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∗∧2}M⊗E^∗⊗E, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÔÅÎÚÏÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ. ðÏËÁ ÌÉÛØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. 2

úÁÄÁÞÁ 7. òÁÓÓÔÁŒØÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙËÌÁÄËÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ.

îÉÖÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ e^′_j = a^i_je_i ÍÁÔÒÉÃÁ ËÒÉŒÉÚ- ÎÙ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ R^′ = a^{−1}Ra, ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∗∧2}M⊗E^∗⊗E.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ R(ξ, η) = ∇_ξ∇_η − ∇_η∇_ξ − ∇_{[ξ,η]}: `(E) → `(E) C^∞(M)-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ R(ξ, η): E → E ÓÁÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÉ- ŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏÑ E_x, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÏÂÎÏÓÏÍ ÐÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ εξ, εη, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ id − ε^2R(ξ, η) + o(ε^2).

úÁÄÁÞÁ 11. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∇: `(E) → ˙^1(M)⊗`(E) ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ∇^{(k)}: ˙^k(M)⊗`(E) → ˙^{k+1}(M)⊗`(E) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ∇(ω⊗s) = dω⊗s + (−1)^kω ∧ ∇s .

18 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∇^{(1)}∘∇: `(E) → ˙^2(M)⊗`(E) ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∞(M)-ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÒÉŒÉÚÎÙ R.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ R = R^i_{jkl} dx^k⊗dx^l⊗e_i⊗e^{∗j} ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

R^i_{jkl} = ∂`^i_{jl} ∂x^k − ∂`^i_{jk} ∂x^l + `^i_{pk}`^p_{jl} − `^i_{pl}`^p_{jk} .

œ ËÁËÉÈ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÙ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ?

óÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇^∗ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ: ÅÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÑ u ∈ `(E^∗) É s ∈ `(E) ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ γ, ÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ (u, s) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

d(u, s) = (∇^∗u, s) + (u, ∇s) , ÉÌÉ, ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ, (∇^∗_ξu)(s) = ξu(s) − u(∇_ξs)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ u ∈ `(E^∗), s ∈ `(E) É ÐÏÌÑ ξ. œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ {f^i} ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ θ^∗ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 0 = d(f^i, e_j ) = θ^j_i + θ^{∗i}_j , Ô.Å. θ^∗ = −θ^⊤.

éÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇^{E⊗F} ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É F ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÑÍÉ ∇^E É ∇^F : ∇^{E⊗F} u⊗v = (∇^Eu)⊗v + u⊗(∇^F v), ∇^{E⊗F}_ξ u⊗v = (∇^E_ξ u)⊗v + u⊗(∇^F_ξ v) . œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ∇ ËÁË ÄÌÑ ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÁË É ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ E.

ìÅËÃÉÑ 7. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ

ðÕÓÔØ E = T M | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

1) ÓÉÍŒÏÌ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ `^i_{jk} = `^i_{kj}; 2) ∇_ξη − ∇_ηξ = [ξ, η] ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ M. 3) áÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇: ˙^1(M) → ˙^1(M)⊗˙^1(M) = `(T^{∗⊗2}M) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) Ó ŒÎÅÛÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ, 2(∇ω)_{alt} = dω ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ω.

úÁÄÁÞÁ 1. œÙÂÅÒÉÔÅ ÌÀÂÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÐÏ ŒËÕÓÕ, É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ. ïÔ ÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÏ?

œÚÇÌÑÎÅÍ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ. ðÕÓÔØ σ: T^{∗⊗2}M → T^{∗⊗2}M | ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∇^−ω = σ∇ω + dω ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ T^∗M, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ T (ω) = ∇^−ω − ∇ω ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ω, Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ.

òéíáîïœá óœñúîïóôø. óéííåôòéé ôåîúïòá ëòéœéúîù 19

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ T ∈ Hom(˙^1(M), ˙^1(M)⊗˙^1(M)) = `(T M⊗T^{∗⊗2}M) = Hom(T^{∧2}M, T M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÏÎ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÁÒÅ ÐÏÌÅÊ ξ, η ÐÏÌÅ T (ξ, η) = ∇_ξη − ∇_ηξ − [ξ, η]. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ T^i_{jk} = `^i_{kj} − `^i_{jk}. õ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ T M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ `^i_{jk} ≡ 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ ÎÁ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÐÅÒ {e_i(x)}, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÅÐÅÒ {e^{∗i}} Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ T^∗M ÔÁËÖÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎ- ÎÙÊ. åÓÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ 1-ÆÏÒÍÙ e^{∗i} | ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ e^{∗i} = dx^i. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^i ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ e_i = ∂_xi | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ- ŒÁÌÏÓØ. 2

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ T M, ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E → M. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ g_x ÎÁ ÓÌÏÑÈ E_x. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ | ÜÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ E → E^∗: v → g_x(v, ·). éÍÅÑ ŒŒÉÄÕ ÜÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (·, ·) ËÁË ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ËÏŒÅË- ÔÏÒÏŒ, ÔÁË É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ ∇ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ∇^∗ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ 1) ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ d(u, v) = (∇u, v) + (u, ∇v) , Ô.Å. ξ(u, v) = (∇_ξu, v) + (u, ∇_ξv) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ u, v ∈ `(E);

2) ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ∇g = 0, ÇÄÅ g ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗⊗E^∗.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. ïÔ ÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÏ?

ôÅÏÒÅÍÁ. œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ôÁËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇_{ξ1} ξ_2 ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ŒÄÏÌØ ÄÒÕ- ÇÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (∇_{ξ1} ξ_2, ξ_3) c ÌÀÂÙÍ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁ- ÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ξ_3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÏÊËÕ ÐÏÌÅÊ ξ_1, ξ_2, ξ_3, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 6 ÆÕÎËÃÉÊ (∇_{ξk} ξ_j, ξ_i), {i, j, k} = {1, 2, 3}. õÓÌÏŒÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ- ËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÔÒÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

(∇_{ξk} ξ_j, ξ_i) + (∇_{ξk} ξ_i, ξ_j) = ξ_k(ξ_i, ξ_j) .

20 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

õÓÌÏŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ∇_{ξk} ξ_j − ∇_{ξj} ξ_k = [ξ_k, ξ_j] ÄÁÅÔ ÅÝÅ ÔÒÉ

(∇_{ξk} ξ_j, ξ_i) − (∇_{ξj} ξ_k, ξ_i) = ([ξ_k, ξ_j], ξ_i) .

òÁÚÒÅÛÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÛÅÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÛÅÓÔÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÍ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(∇_{ξk} ξ_j, ξ_i) = 1 2 ( ξ_k(ξ_i, ξ_j) − ξ_i(ξ_j, ξ_k) + ξ_j(ξ_i, ξ_k) − ([ξ_j, ξ_k], ξ_i) + ([ξ_i, ξ_k], ξ_j) + ([ξ_i, ξ_j], ξ_k) ) . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ξ_i, ξ_k É ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏ ξ_j. 2

äÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ξ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ γ_ξ = (ξ, ·) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!)

(∇ξ_j, ξ_i) = 1 2 (d(ξ_i, ξ_j) − L_{ξi} γ_{ξj} + L_{ξj} γ_{ξi} + γ_{[ξi,ξj ]}) . ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÅ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ïÎ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ Œ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ ∂_xi ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ `^i_{jk} = 1/2g^{il}(∂_xk g_{lj} + ∂_xl g_{jk} − ∂_xj g_{lk}) . úÁÄÁÞÁ 7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏÌÅÊ {ξ_i} ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

`^i_{jk} = 1/2(c^i_{kj} + c^j_{ik} + c^k_{ij}) , ÇÄÅ [ξ_i, ξ_j] = c^k_{ij}ξ_k .

œÏÔ ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ N ⊂ M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ N, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÅÊ Œ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÎÁ M Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ T N. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÎÁ N. 2

íÙ ÌÉÛÎÉÊ ÒÁÚ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ R^3 , ËÁË ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÌÅËÃÉÊ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, Ô.Å. ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ^∑(dx^i)^2 ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ g_{ij} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∂g_{ij} ∂x_k = 0, Ô.Å. ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ gijdx

i dx^j ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, É ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. 2

ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ). ðÕÓÔØ R | ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ X, . . . , U ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

òéíáîïœá óœñúîïóôø. óéííåôòéé ôåîúïòá ëòéœéúîù 21 1) R(X, Y ) = −R(Y, X); 2) R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y ; 3) (R(X, Y )Z, U) + (Z, R(X, Y )U) = 0; 4) (R(X, Y )Z, U) = (R(Z, U)X, Y ). œ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÏÐÕÓËÁÎÉÅÍ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÔÅÎÚÏÒÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ R_{ijkl} = (R(∂_xk , ∂_xl )∂_xj , ∂_xi ) = g_{ip}R^p_{jkl}. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÜÔÉÈ ÐÁÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÔÒÅÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, R_{ijkl} = −R_{jikl} = −R_{ijlk} = R_{klij} , R_{ijkl} + R_{iklj} + R_{iljk} = 0 . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ: Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ 1) ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ; ÏÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÌÀÂÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ 2) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÄÁÞÉ 5 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ ∇_ξη = ∇_ηξ, ŒÅÒÎÏÇÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ (ÄÌÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅ ÎÕÖÎÁ).

äÁÌÅÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 3) ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÐÏ ÍÁÌÅÎØËÏ- ÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ X, Y ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÄÁÅÔ XY (Z, U) = X(∇_Y Z, U) + X(Z, ∇_Y U) = (∇_X ∇_Y Z, U) + (∇_Y Z, ∇_X U) + (∇_X Z, ∇_Y U) + (Z, ∇_X ∇_Y U) .

œÙÞÉÓÌÑÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Y X(Z, U) É ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ 3) (ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÏÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ).

îÁËÏÎÅÃ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 4) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒ 2) É 3) (ÄÏ- ËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). 2

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 4-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ 1){4), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÒÉ n = 2; 3; 4; ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n.

ôÅÎÚÏÒÏÍ òÉÞÞÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ, Ô.Å. ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÒÁŒÎÁÑ ÓÌÅÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ric(X, Z) = tr (Y → R(Y, Z)X). œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, R_{ql} = R^i_{qil}. óËÁÌÑÒÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ òÉÞÞÉ, R = g^{ql}R_{ql} = g^{ql}R^i_{qil}.

úÁÄÁÞÁ 9. þÔÏ ÄÁÅÔ ÓŒÅÒÔËÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2 Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ R = 2^{R1212}_{det |g|} .

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ M | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^3 . ôÏÇÄÁ R = 2K, ÇÄÅ K | ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ.

22 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ n = 2 Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ R^1_{212} =^1_2 R. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÅ ŒÄÏÌØ ÇÒÁÎÉÃÙ ËÕÓËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÌÏÝÁÄÉ σ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( 1 − R^1_{12}σ −R^1_{212}σ −R^2_{112}σ 1 − R^2_{12}σ ) + o(σ) = ( 1 −^1_2 Rσ 1 2 Rσ 1 ) + o(σ) . üÔÏ | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ≈^1_2 Rσ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÒÁŒÅÎ ≈ Kσ. 2

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÅÄÅ- ÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 3 ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ òÉÞÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 12. òÁÚÂÅÒÉÔÅÓØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ

óŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ, óÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ `^i_{jk} ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ θ = θ^i_j = `^i_{jk} dx^k

ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ∇s^ie_i = (ds^i + θ^i_js^j)⊗e_i, ÉÌÉ ∇_ξs = ξs + θ(ξ)s d(u, v) = (∇u, v) + (u, ∇v), ∇u⊗v = (∇u)⊗v + u⊗(∇v)

∇_kT^i =^{∂T i}_{∂xk} + `^i_{jk}T^j, ∇_kT_j =^{∂Tj}_{∂xk} − `^i_{jk}T_i, ∇_kT^I_J =^{∂T IJ}_{∂xk} −T^I_{jj2...jq} `^j_{1k}− · · · −T^I_{j1...jq}�_{1j}`^j_{qk}+ T^{ii2...ip} J `^{i1}_{ik}+ · · · +T^{i1...ip}�^{1i}_J `^{ip}_{ik} úÁÍÅÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ e^′_i = a^j_i e_j, θ^′ = a^{−1}da + a^{−1}θa úÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x^i ; y^i0, `^i0_j0_k0 =^{∂yi} 0 ∂x^i (` i jk ∂x^j ∂y^j0 ∂x^k ∂y^k0 + ∂2x^i ∂y^j0 ∂y^k0 )

óŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÎÁ T M gθ=^1_2 ||dg_{ij}−L_iγ_j+L_jγ_i|| (γ_i=g_{ik}dx^k) `^i_{jk} =^1_2 g^{il}(^{∂glj}_{∂xk} −^{∂gjk}_{∂xl} +^{∂glk}_{∂xj} ) ôÅÎÚÏÒ ËÒÕÞÅÎÉÑ T (ξ, η) = ∇_ξη − ∇_ηξ − [ξ, η] T^i_{jk} = `^i_{kj} − `^i_{jk} ôÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ R = dθ + θ ∧ θ = R^i_{jkl}dx^k⊗dx^l R(ξ, η) = ∇_ξ∇_η − ∇_η∇_ξ − ∇_{[ξ,η]} R^i_{jkl} =^{∂`ijl}_{∂xk} −^{∂`ijk}_{∂xl} + `^i_{pk}`^p_{jl} − `^i_{pl}`^p_{jk} R(ξ, η) = R^i_{jkl}ξ^kη^l ìÅËÃÉÑ 8. õÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÅÔÅÒÓÏÎÁ-ëÏÄÁÃÃÉ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M É ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ g_{ij}du^i du^j É h_{ij}du^i du^j ÎÁ ÎÅÊ, ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. óÉÓÔÅ- ÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ð.{ë. ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g_{ij}, h_{ij}, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ g É h ÑŒÌÑÀÔÓÑ I É II ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ M → R^3 . œÙŒÏÄ ÜÔÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ.

õòáœîåîéñ ðåôåòóïîá-ëïäáããé 23

ðÕÓÔØ ÓÐÅÒŒÁ M ⊂ R^3 . ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Œ (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ) ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÌÏÖÅÎ- ÎÙÈ Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Rn, ÇÄÅ n | ÐÏÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë M. äÌÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ξ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ η = (η^1, η^2, η^3) ŒÄÏÌØ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ∂_ξη = (∂_ξη^1, ∂_ξη^2, ∂_ξη^3) ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏÌÑ η ŒÄÏÌØ ξ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ∂ | (ÐÌÏÓËÁÑ) ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

ìÅÍÍÁ (ÄÅÒÉŒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ∂_ξ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ I É II ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ, { ∂_ξη = ∇_ξη + h(ξ, η)n ∂_ξn = −A(ξ) úÄÅÓØ η | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, ∇ | ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÎÁ M, Á A_x: T_xM → T_xM | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ h_x(·, ·) = g_x(A_x·, ·).

åÓÌÉ M ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ r(u^1, u^2), ÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄÅÒÉŒÁÃÉ- ÏÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

∂_kr_j = `^i_{jk}r_i + h_{kj}n ; ∂_kn = −A^i_kr_i ; r_i = ∂r ∂u^i , A^i_k = g^{ij}h_{jk}. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ η ËÁÓÁÅÔÓÑ M. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ∇_ξη ÅÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ∂_ξη. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ∂_ξη = ∂_ξ∂_ηr ÅÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ II ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, h(ξ, η)n.

äÁÌÅÅ, 0 = ∂_ξ(n, n) = 2(∂_ξn, n), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ ∂_ξn ËÁÓÁÅÔÓÑ M. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (n, η) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (∂_ξn, η) = −(n, ∂_ξη) = −h(ξ, η). 2

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, É g, h | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÎÅÊ, ËÁË ŒÙÛÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ M ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E = T M ⊕ ν, ÇÄÅ ν = Rn | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ^~∇ ÎÁ E ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ. õÒÁŒÎÅÎÉÑ ð.{ë. ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ^~R = 0 , ÇÄÅ^~R | ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ^~∇. ñŒÎÙÊ ŒÉÄ ÜÔÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÂÓÕÄÉÍ ÐÏÚÖÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u^1, u^2 ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ g_{ij}, h_{ij} ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÉÍÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ- ŒÏÊ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ^~R = 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ r(u^1, u^2) ∈ R^3 , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÉÈ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÊ É ŒÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ^~R = 0, Õ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ e_1, e_2, e_3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ^~∇ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ E, Œ ËÏÔÏÒÏÊ |n|^2 = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ- ÐÁÒÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (e_i, e_j) | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÓÄÅÌÁŒ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁÍÅÎÕ, ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (e_i, e_j) = δ_{ij}.

äÁÌÅÅ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÅÐÅÒ e^{∗i} ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗ ÔÁËÖÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ, É ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ^~∇ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ e^{∗i} ÎÁ T M ÚÁÄÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ dx^i = e^{∗i |}_{T M} . æÕÎËÃÉÉ (x^1, x^2, x^3): M → R^3 ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. 2

24 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

îÁÊÄÅÍ ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ð.ë. åÓÌÉ^~R | ÍÁÔÒÉÃÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ÔÏ ÉÚ ÓÏÇÌÁÓÏ- ŒÁÎÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ~g^~R Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ (^~Re_j, e_i) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ | 2-ÆÏÒÍÙ, Ô.Å. ÆÏÒÍÙ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ M, ÉÌÉ ÐÏ-ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^~R = 0 ÚÁÄÁÅÔ ÔÒÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ñŒÎÏ, Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1 = ∂_u1 , e_2 = ∂_u2 , e_3 = n, ÉÍÅÅÍ ~θ = ( θ −g^{−1}h^⊤ h 0 ) , ÇÄÅ ÓÔÒÏËÁ h = {h_j} = {h_{jk}dx^k}, É g = {g_{ij}}. ïÔÓÀÄÁ^~R = d^~θ +^~θ∧^~θ = ( dθ+θ∧θ−g^{−1}h^⊤∧h −d(g^{−1}h^⊤)−θ∧(g^{−1}h^⊤) dh + h ∧ θ 0 ) . îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ^~R = 0, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ h^⊤ ∧ h = gR É dh = −h ∧ θ. ðÅÒŒÏÅ ÄÁÅÔ ÏÄÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

det h = R_{1212} .

üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ çÁÕÓÓÏÍ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓŒÑÚÉ ÇÁÕÓ- ÓÏŒÏÊ É ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ. œÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÅÝÅ ÄŒÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ∂h_{12} ∂u^1 − ∂h_{11} ∂u^2 = `^j_{11}h_{j2} − `^j_{12}h_{j1} , ∂h_{22} ∂u^1 − ∂h_{21} ∂u^2 = `^j_{21}h_{j2} − `^j_{22}h_{j1} . 2

úÁÄÁÞÁ 1. äÌÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÅÔÒÉË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ θ, ÇÁÕÓÓÏŒÕ ËÒÉ- ŒÉÚÎÕ K. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ K ≡ 0, ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÔÒÉËÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÊ ŒÉÄ.

Á) g = (1 + φ^2) dx^2 + 2φ dx dy + dy^2, ÇÄÅ φ = φ(x); Â) g = dφ^2 + cos^2 φ dψ^2; Œ) g = dx^2 + x^2 dy^2.

ìÅËÃÉÑ 9. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ

ëÒÉŒÁÑ γ(t) ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ŒÄÏÌØ ÓÁÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ∇_{_γ} _γ = 0. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

-x = −θ( _γ) ÉÌÉ -x^i = −`^i_{jk} _x^i _x^k .

üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ) ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T M ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. úÁÄÁÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ŒÓÀ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÕÀ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÔÒÉËÕ g ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ T (ξ) =^1_2 |ξ|^2 =^1_2 g(ξ, ξ), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏÑÈ (Œ ÍÅÈÁÎÉËÅ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ).

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÞÁ- ÓÔÉÃÙ Ó ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ T , Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ

çåïäåúéþåóëéå 25

ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Á){Œ) ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÌÅË- ÃÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÅÈÁÎÉËÉ).

a) çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ a, b ∈ M, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÀ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÏŒ ÄÌÉÎÙ É ÄÅÊÓÔŒÉÑ l(γ) = ∫ g dl = ∫ g √ g_{ij}(x) _x^i _x^j dt , S(γ) = ∫ γ T ( _γ) dt = 1 2 ∫ γ g_{ij}(x) _x^i _x^j dt ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ a É b.

Â) õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ-ìÁÇÒÁÎÖÁ d dt ( ∂T ∂ _x^i ) − ∂T ∂x^i = 0 .

Œ) ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ T M = T^∗M, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ _p_i = ∂T ∂x^i ; _x^i = − ∂T ∂p_i , p_i = g_{ij} _x^j = ∂T ∂ _x^j . þÁÓÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÇÅÏÄÅÚÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. œ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÅÔÏŒÕÀ ŒÏÌÎÕ), ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÒÅÄÅ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ g. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎ- ÃÉÐÕ çÀÊÇÅÎÓÁ, ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÑ ÄÌÉÎÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÄÏÌØ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ.

ðÒÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÉÈ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ (ËÁË ÌÏËÁÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ) ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ĂÐÏÞÔÉĄ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÕ ξ ∈ T_xM ÔÏÞËÕ γ(1) ÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ _γ(0) = ξ. üËÓÐÏÎÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ËÁÒÔÕ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÒÁÝÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ O(n).

úÁÄÁÞÁ 2. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ (Ô.Å. ÍÁÔÒÉÃÕ ñËÏÂÉ) ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xM ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ `^i_{jk}(0) ÏÂÒÁ- ÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

g_{ij} = δ_{ij} + 1 3 R_{iklj}x^kx^l + o(|x|^2), `^i_{jk}(x) = 1 3 (R^i_{jlk} + R^i_{klj})x^l + o(|x|). çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÎÅ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÞËÁ B ÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ A ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ŒÙÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ A, ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ B. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀÓ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÅŒÅÒÎÏÍÕ (ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ). ðÒÉ

26 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ Õ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ (ÉÌÉ ÄÌÉÎÙ) ÉÎÄÅËÓ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÄÉÎ (ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÅ ÔÏÞËÉ | ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ, ŒÁÒØÉÒÕÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. ðÕÓÔØ γ(t) | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ÏÔÎÅÓÅÎÎÁÑ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ, V (t) | ÐÏÌÅ ÅÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ðÏÌÅ J(t) ŒÄÏÌØ γ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ { ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ γ_λ(t), J =^{∂γ}_{∂λ} |_{λ=0}. œÓÑËÏÅ ÑËÏÂÉÅŒÏ ÐÏÌÅ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ -J − R(V, J)V = 0 , ÇÄÅ ÔÏÞËÁ | (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÐÏÌÑ J = ∂_λ É V = ∂_t ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ λ, t, ÐÏÜÔÏÍÕ

R(V, J)V = ∇_V ∇_J V − ∇_J ∇_V V = ∇_V ∇_V J 2

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ∇_V V ≡ 0 É ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ∇_J V = ∇_V J ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ). äÁÌÅÅ, ÒÁÚÌÏÖÉÍ J ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÉÅ. ïÂÅ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÑËÏÂÉÅŒÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÅÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, É J(t) = y(t)N, ÇÄÅ N | ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N(t), ËÁË É V (t), ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ŒÄÏÌØ γ, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, R(V, N)V = −kN, ÇÄÅ k | ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ. ïÔÓÀÄÁ -J − R(V, J)V = (-y + k(t)y)N, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ y(t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ -y + k(t)y = 0.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ -y + k(t)y = 0, k(t) 6 k_0 < 0, ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÎÕÌÉ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ -y + k(t)y = 0, k(t) ¿ k_0 > 0, ÏÔÓÔÏÑÔ ÎÅ ÄÁÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó k ≡ k_0, Ô.Å. ÎÁ π/ √ k_0.

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÉÈ. ðÕÓÔØ ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÌÎÏ, Ô.Å. ŒÓÑËÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁ. îÁ ÐÏÌÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ- ÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

Á) ÅÓÌÉ k 6 0, ÔÏ ÎÁ M ÎÅÔ ÐÁÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÁÑ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÁÑ M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ R^2 , É M ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÐÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

Â) ÅÓÌÉ k ¿ k_0 > 0, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÑ Œ R^3 . îÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒŒÁÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ŒÔÏÒÁÑ, É Ô.Ä. ëÒÉŒÁÑ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ n-ÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞ- ËÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-Í ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞËÉ x. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ñËÏÂÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ n-Í ÆÏËÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ŒÏÚŒÒÁÔÁ.

åÓÌÉ M |ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, Á x | ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, ÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ | ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀ, ŒÔÏÒÏÅ | ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ É Ô.Ä. üÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÉÌØÎÏ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, É ÐÏÓÌÅ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ (ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÎÅÊ) ËÁÖÄÏÅ

èáòáëôåòéóôéþåóëéå ëìáóóù 27

ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ËÒÉŒÕÀ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÔÁ. ìÏËÁÌØ- ÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÌÕÖÉÔ ÜŒÏÌÀÔÁ ËÒÉŒÏÊ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÓÍ. ÐÅÒŒÕÀ ÌÅËÃÉÀ).

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ n-Å ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅ- ÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ŒÏÚŒÒÁÔÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ, ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏŒ (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÑŒÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÜÌÌÉÐÔÉ- ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ).

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÅ- ÐÏÄŒÉÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ Á) ÓÆÅÒÙ Â) ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏÌ ËÏÎÕÓÁ x^2 + y^2 − z^2 = 0.

ðÌÏÓËÏÓÔØÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ z > 0 ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ z^2 − x^2 −y^2 = 1, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ dx^2 +dy^2 −dz^2. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0, 0, −1) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ L Œ ËÒÕÇ x^2 + y^2 < 1 (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ). äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ w = i(1 − z)/(1+ z), ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÒÕÇ |z|^2 < 1 Œ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Im w > 0 (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ).

úÁÄÁÞÁ 7. Á) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÍÏÄÅÌÑÈ. Â) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ. Œ) îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ. Ç) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ.

ìÅËÃÉÑ 10. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÅÇÏ ÓÌÏÑÈ ÚÁÄÁÎÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÂÁÚÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ J_x: E_x → E_x, x ∈ M, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ J^2 = −1. óÌÏÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (J ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ √ −1). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÂÁÚÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÉËÁËÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÅÞÅÎÉÊ, Ô.Å. ∇_ξJs = J∇_ξs ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s É ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ξ ÎÁ M. ïÐÅÒÁÔÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ R(ξ, η): E_x → E_x ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÄÅ-òÁÍÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ

0 −→ ˙^0(M)^d−→ ˙^1(M)^d−→ ˙^2(M)^d−→ · · · ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

H^k_{DR}(M) = Ker ( ˙^k(M)^d−→ ˙^{k+1}(M)^{) /} Im^(˙^{k−1}(M)^d−→ ˙^k(M)^) .

28 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ÉÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ω, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÂÁÚÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÉ) É ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÕÀ^1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ [ω] ∈ H^∗_{DR}(M) ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. åÓÌÉ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏ, É ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÆÏÒÍÙ ω, ÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ω(E) =^∫_M ω ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ: ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ. Á) ðÕÓÔØ E → M | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ (Ô.Å. ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, É ∇ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ R(ξ, η) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ E_x ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ω(ξ, η). ðÏÌÏÖÉÍ c_1 = −^ω_{2πi} . (2-ÆÏÒÍÁ c_1 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕ- ÅÔ ÅÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ; ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ.)

Â) ðÕÓÔØ E → M | ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÉ- ÍÁÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. íÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^{(0 −ω}_{ω 0}^). ðÏÌÏÖÉÍ c_1 = −^ω_{2π} .

Œ) ðÕÓÔØ W → M | S^1 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ S^1-ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÎÅÍ. 1-ÆÏÒÍÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ η = dφ + θ. ðÏÌÏÖÉÍ c_1 = −^ω_{2π} , ÇÄÅ ω = dθ.

œÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ 2-ÆÏÒÍÁ c_1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ þÖÅÎÑ ÉÌÉ ËÌÁÓÓÏÍ üÊÌÅÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÔÒÉ ÐÒÉÍÅÒÁ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ, ËÁË Œ Â).

Â);Á): ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ J ËÁË ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ π/2 Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ. ôÏÇÄÁ E ÐÒÅŒÒÁÝÁ-

ÅÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ.

Â);Œ): ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ W ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ E. ïÐÒÅÄÅ-

ÌÉÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ W ÕÓÌÏŒÉÅÍ: ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ŒÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÅÊ θR ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, 1 × 1 ÍÁÔÒÉÃÅÊ θC ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ É 1-ÆÏÒÍÏÊ θ_S1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. (ïÔŒÅÔ: θR =^{(0 −θS1}_{θS1 0}^), θC = iθ_S1 .)

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑÈ ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ M | ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, u_1, u_2 | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, É ÐÕÓÔØ [u_1, u_2] = α_1u_1 + α_2u_2. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 7 ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ

(∇_ξu_j, u_i) = − 1 2 ( ([u_j, ξ], u_i) + ([ξ, u_i], u_j) + ([u_j, u_i], ξ)^) , ξ = u_k ,

ÏÔËÕÄÁ ∇_{u1} u_1 = −α_1u_2, ∇_{u2} u_1 = −α_2u_2, ∇_{u1} u_2 = α_1u_1, ∇_{u2} u_2 = α_2u_1, ÔÏ ÅÓÔØ ∇_ξu_1 = θ(ξ)u_2, ∇_ξu_2 = −θ(ξ)u_1, ÇÄÅ θ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ S^1- ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ θ(u_1) = −α_1, θ(u_2) = −α_2.

1ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ ÎÅ ÅÓÔØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓËÒÙŒÁÅÍ ÏÔ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ, É ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÎÑÔÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

èáòáëôåòéóôéþåóëéå ëìáóóù 29

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÒÙ Á){Œ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ: ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ þÖÅÎÑ; ÔÅÏ- ÒÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ üÊÌÅÒÁ-ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ É ÔÅÏÒÉÉ ÇÌÁŒÎÙÈ G-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ É ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÏŒ Á){Œ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ĂÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏĄ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ U(1) ∼= SO(2) ∼= S^1.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c_1 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ, Ô.Å. ÞÔÏ 2-ÆÏÒÍÁ c_1 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÉ) ÆÏÒÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÕÀ. äÌÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ 1 × 1 ÍÁÔÒÉÃÅÊ θ ÉÚ 1-ÆÏÒÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ. åÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÁŒÎÁ dθ+θ∧θ = dθ, Ô.Å. c_1 = −^{dθ}_{2πi} . ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ θ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ a^{−1}da + a^{−1}θa = θ + d ln a, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ, c_1 ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ θ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ θ^′ = θ + α, ÇÄÅ α ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(T M, E^∗⊗E), Ô.Å. α ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1- ÆÏÒÍÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. ðÏÜÔÏÍÕ c_1 ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ c^′_1 = c_1 −d^α_{2πi} , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ôÁË ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÊ ËÌÁÓÓ c_1 ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ðÒÏŒÅÒËÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÅÎ ÍÅÔÒÉËÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ŒÙËÌÁÄÏË. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÅÎÓÁÃÉÉ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÍÅÔÒÉËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ M ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ c_1(E) = ∫ M c_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ Á){Œ) ÓÉÌÕ ÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 4). éÔÁË, M ÐÏËÒÙÔÏ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ U_α, ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ φ_α É ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÁÖÄÙÈ ÄŒÕÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ U_α ∩U_β ÚÁÄÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ u_{αβ} = −u_{βα} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ φ_β = φ_a + u_{αβ}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ U_{α1} , . . . , U_{αk} ÎÅÐÕ- ÓÔÏ, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ u_{α1α2} + · · · + u_{αk}�_{1αk} + u_{αkα1} ∈ 2πZ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÓÌÏÑ. S^1-ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ 1-ÆÏÒÍ θ_α ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ θ_β = θ_α − du_{αβ}. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2-ÆÏÒÍÁ c_1 = −^{dθα}_{2π} ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ.

òÁÚÏÂØÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ D_α É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U_α ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ D_α. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ` ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÍÎÏÇÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ D_α, É ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ `_{αβ}. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ ∫ M c_1 = −1 2π ∑ ∫ Dα dθ_α = −1 2π ∑ ∫ ∂Dα θ_α = −1 2π ∑ ± ∫ `_{αβ} (θ_α − θ_b) = −1 2π ∑ ± ∫ `_{αβ} du_{αβ} , ÇÄÅ ÚÎÁË ± ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ ÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ `_{αβ} ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÏŒ D_α É D_β Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ∂D_α ÉÌÉ ∂D_β ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÁ x ∈ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ D_{α1} , · · · , D_{αk} , ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ðÏÌÏÖÉÍ ind(x) =−^1_{2π} (u_{α1α2} + . . . + u_{αk}�_{1αk} + u_{αkα1} ) ∈ Z. åÝÅ ÒÁÚ

30 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

ÐÒÉÍÅÎÉŒ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ M c_1 = −1 2π ∑ ± ∫ `_{αβ} du_{αβ} = −1 2π ∑ ± ∫ ∂`_{αβ} u_{αβ} = ∑ x∈X ind(x) . 2

ðÕÓÔØ E | ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ É s | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (ÎÕÌÅÊ). îÕÌÉ ÓÅ- ÞÅÎÉÑ s ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÎÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏ É X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÅËÓ ind(x) ∈ Z ËÁÖÄÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÁË ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, ÓÏŒÅÒÛÁÅÍÙÈ ÓÅÞÅÎÉÅÍ s ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ x).

ôÅÏÒÅÍÁ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÓÏ- ÂÙÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ,

c_1(E) = ∫ M c_1 = ∑ x∈X ind(x) .

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ E | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÅÞÅÎÉÅ | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞ- ËÁÍÉ M_g ÒÁŒÎÏ ÅÅ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ

c_1(M) = ∫ Mg c_1 = χ(M) = 2 − 2g =

#ÇÒÁÎÅÊ − #ÒÅÂÅÒ + #ŒÅÒÛÉÎ = ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ .

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÅÏÒÅÍ. âÕ- ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ É ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇^′. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÑ u = fs, ÇÄÅ f | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M, ÐÏÌÏÖÉÍ ∇^{′′}u = df · s Ô.Å. ∇^{′′}_ξ u = ξf · s . üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. œ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÅ s ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (f ≡ 0), Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÅÅ ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

œÙÂÅÒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ĂÛÁÐÏÞËÕĄ ρ ÎÁ M, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ 0 6 ρ 6 1, ρ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U =^⋃ U_i ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X =^⋃{x_i}, É ρ ÒÁŒÎÏ 1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÝÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. ôÏÇÄÁ ∇ = ρ∇^′ + (1 − ρ)∇^{′′} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ M ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. üÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ∇^{′′} ŒÎÅ U, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ U É

c_1(E) = ∫ M c_1 = −1 2πi ∫ M ω = −1 2πi ∑ ∫ U_i ω .

èáòáëôåòéóôéþåóëéå ëìáóóù 31

œÙÂÅÒÅÍ Œ U_i ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÏÌØ ÓÅÞÅÎÉÅ e) É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ θ, θ^′, θ^{′′} 1-ÆÏÒÍÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ∇, ∇^′, ∇^{′′} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. óÅÞÅÎÉÅ s ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ s = he, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ h ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ ÔÏÞËÅ x_i. îÁÈÏÄÉÍ ∇^{′′}e = ∇^{′′}h^{−1}s = dh^{−1} s = − dh h^2 s = − dh h e , ÏÔËÕÄÁ θ^{′′} = −dh/h = −d ln h. ðÏÜÔÏÍÕ −1 2πi ∫ U_i ω = −1 2πi ∫ U_i dθ = −1 2πi ∫ ∂U_i θ = −1 2πi ∫ ∂U_i ρθ^′ + (1 − ρ)θ^{′′} = −1 2πi ∫ ∂U_i θ^{′′} = 1 2πi ∫ ∂U_i d ln h ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ h ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ x_i, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ i, ÔÏ ÅÓÔØ^∫_{∂Ui} d ln h = (2πi) ind(x_i). 2

úÁÄÁÞÁ 4. åÓÌÉ E É F | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÔÏ ÔÁËÏŒÙ ÖÅ É E^∗, E⊗C F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_1(E^∗) = −c_1(E); c_1(E⊗C F ) = c_1(E) · c_1(F ).

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M | ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ É ÓÅÞÅÎÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ (ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ?), ÔÏ ÉÎÄÅËÓ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ É ÒÁŒÅÎ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÅÊ h(z) = az^k + . . ., ÇÄÅ a ≠ 0, ÔÏ ind(0) = k.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ M = C P^n Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ [z_0 : z_1 : · · · : z_n], τ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ÆÏÒÍÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ τ ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÓÏÓÅÄÎÅÍ ÓÌÏÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ Œ C^{n+1} , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ||z||^2 =^∑ |z_i|^2).

ðÕÓÔØ H = τ^∗ | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ z_0 ÚÁÄÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ τ, ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏÑÈ, Ô.Å. ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ H. üÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ z_0 = 0. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ C ⊂ C P^2 | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_1(H)|_C = d.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ n+1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ H^{⊗d} ÎÁ C P^n , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ f = 0.

úÁÄÁÞÁ 9. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÚÕ: ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f = g = 0, ÇÄÅ f É g | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1 É d_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÍÅÅÔ d_1d_2 ÒÅÛÅÎÉÊ Œ C P^2 Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ c_1 ÐÏËÁÖÅÍ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ òÉÍÁÎÁ-çÕÒŒÉÃÁ g = (d − 1)(d − 2)/2, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÒÏÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ C P^2 ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÚÁÄÁÎÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ É ÅÇÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ⊂ E. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~^{max}E ∼= ~^{max}F ⊗~^{max}E/F , É ÚÎÁÞÉÔ, c_1(~^{max}E) = c_1(~^{max}F ) + c_1(~^{max}E/F ).

32 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

úÁÄÁÞÁ 11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ l ∈ C P^n ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l ⊂ C^{n+1} . äÏ- ËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Á) T_lC P^n ∼= Hom(l, C^{n+1} /l); Â) T C P^n ⊕ C ∼= H^{n+1}; Œ) ~^nT C P^n ∼= H^{⊗(n+1)}.

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ C ⊂ C P^2 | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ Á) c_1(~^2T_C C P^2 ) = c_1(T C) + c_1(N), ÇÄÅ N = T_C C P^2 /T C | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ; Â) c_1(N) = ÉÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (C, C) = d^2.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 2 − 2g = χ(C) = c_1(T C) = 3d − d^2, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ òÉÍÁÎÁ-çÕÒŒÉÃÁ. 2

úÁÄÁÞÁ 13. äÁÊÔÅ ÐÒÑÍÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ òÉÍÁÎÁ-çÕÒŒÉÃÁ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÚÁÞÅÔÁ

ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÎÁ ÚÁÞÅÔÅ ÐÏËÁÚÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ)

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ⊂ R^3 ÚÁÄÁÎÁ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ Oz ËÒÉŒÏÊ { x = A + B cos t z = B sin t

, 0 6 t < 2π ,^{A 5 3 6 9 21 8 16 45 15}

B 4 1 3 6 4 1 2 4 1

Á) ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ É ŒÔÏÒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (t, φ) (φ | ÕÇÌÏ- ŒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ);

Â) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ k_1, k_2 É ÇÁÕÓÓÏŒÕ ËÒÉŒÉÚÎÕ K; ÏÂÌÁÓÔÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞ- ÎÏÓÔÉ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ É ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÎÉÀ;

Œ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÆÏÒÍÕ ÏÂSSÅÍÁ dV . îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, Á ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ^∫_S KdV .

Ç) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ (ÍÁÔÒÉÃÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ | ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ);

Ä) ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ t = t_0;

Å) ÎÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ t = t_0;

Ö) ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ; Ú) ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ŒÉÄÁ t = const;

É) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÂÙÔØ ÇÏÔÏŒÙÍ ÒÅÛÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÚÁÞÅÔÅ)

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ É ËÒÕÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÙÈ Á) (t^3 + t, t^3 − t, √ 3t^2);

Â) 3x^2 + 15y^2 = 1, z = xy.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ M ⊂ R^3 É u_1, u_2 | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ M, É θ | 1-ÆÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ [u_1, u_2] = −θ(u_1)u_1 − θ(u_2)u_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ M, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ∇_ξu_1 = θ(ξ)u_2, ∇_ξu_2 = −θ(ξ)u_1, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÌÅÊ u_1, u_2.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÇÁÕÓÓÏŒÕ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÍÅÔÒÉËÉ A(x, y)^2dx^2 + B(x, y)^2dy^2, A > 0, B > 0. úÁÄÁÞÁ 5. ïÐÉÛÉÔÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ T M É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ T^∗M ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T G_{k,n} ∼= Hom(τ, ν) = τ^∗⊗ν, ÇÄÅ τ É ν | ÔÁŒÔÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏÑ E_x, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÙÍ ÏÂÎÏÓÏÍ ÐÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ εξ, εη, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ id − ε^2R(ξ, η) + o(ε^2).

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ σ: T^{∗⊗2}M → T^{∗⊗2}M | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∇^−ω = σ∇ω + dω ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ.

34 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ

(∇_{ξk} ξ_j, ξ_i) = 1 2 ( ξ_k(ξ_i, ξ_j) − ξ_i(ξ_j, ξ_k) + ξ_j(ξ_i, ξ_k) − ([ξ_j, ξ_k], ξ_i) + ([ξ_i, ξ_k], ξ_j) + ([ξ_i, ξ_j], ξ_k) ) . úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ R_{ijkl} = R_{klij} ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ.

úÁÄÁÞÁ 11. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÒÉ n = 2; 3; 4; ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 3 ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ òÉÞÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 13. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÔÏ- ÒÏÍ T^2.

üëúáíåî ÐÏ ËÕÒÓÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ 2-Ê ËÕÒÓ 4-ÓÅÍÅÓÔÒ 10 ÍÁÑ 1998 ÇÏÄÁ

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E → M, ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁ ÎÅÍ É ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ ξ, η ÎÁ M. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ R(ξ, η): E_x → E_x ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇ É R^∗(ξ, η): E^∗_x → E^∗_x ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇^∗?

úÁÄÁÞÁ 2. úÁÍËÎÕÔÁÑ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ C ⊂ R^2 ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ l. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ËÒÉŒÏÊ C_s, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÓÎÁÒÕÖÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ C É ÏÔÓÔÏÑÝÅÊ ÏÔ ÎÅÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ s.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÌÏÓÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÙÍÉ C É C_s.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ r ⊂ R^3 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, S | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÅ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÈ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Œ ÔÏÞËÁÈ ÅÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ S ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ r | ŒÉÎÔÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ r(t) = (cos t, sin t, t).

úÁÄÁÞÁ 4. Á) ðÕÓÔØ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ α. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ {u_i} ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

(∇_{uk} u_i, u_j) + (u_i, ∇_{uk} u_j) = α(u_i)α(u_j)α(u_k) .

Â) œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÕÎËÔÁ Á) ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ (∇_ξu, v) + (u, ∇_ξv) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ξ, u, v. úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ M | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ) ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ (u^t = u) 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ M ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ C^2 É Œ ÎÅÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E_1 → M, E_2 → M, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÁ þÖÅÎÑ c_1(E_1) É c_1(E_2).

36 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

òÅÛÅÎÉÅ ÜËÚÁÍÅÎÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ

úÁÄÁÞÁ 1. ïÔŒÅÔ: ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^∗(ξ, η) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ −R(ξ, η). òÅÛÅÎÉÅ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ R = dθ + θ ∧ θ, θ^∗ = −θ^⊤, R^∗ = dθ^∗ + θ^∗ ∧ θ^∗ = −dh^⊤ + θ^⊤ ∧ θ^⊤ = −R^⊤.

úÁÄÁÞÁ 2. ïÔŒÅÔ: Á) L = l + 2πs, Â) S = ls + πs^2.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ t | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, v, n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ _v = kn, _n = −kv, ÇÄÅ k(t) | ËÒÉŒÉÚÎÁ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ r(t) − sn(t) ÚÁÄÁÅÔ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ C_s ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ s = const. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ t, s ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ g_{11} = ( _r − s _n, _r − s _n) = (1 + ks)^2, g_{12} = g_{21} = ( _r − s _n, −n) = 0, g_{22} = (−n, −n) = 1, Ô.Å. g = (1 + ks)^2dt^2 + ds^2. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÉÎÙ É ÐÌÏÝÁÄÉ, ÚÁÂÙŒ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: L = ∫ s=const

(1 + ks) dt = l + s ∫ C k dt; S = ∫ ∫ 06σ6s (1 + kσ)dσ dt = ls + s^2 2 ∫ C k dt. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ k | ÓËÏÒÏÓÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ^∫ k dt = 2π, ÐÏÌÎÏÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ C.

úÁÄÁÞÁ 3. òÅÛÅÎÉÅ. Á) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ S ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ r(τ) + sv(τ), ÇÄÅ τ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒ. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ S ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ g_{11} = ( _r + s _v, _r + s _v) = 1 + s^2k^2, g_{12} = g_{21} = ( _r + s _v, v) = 1, g_{22} = (v, v) = 1, Ô.Å. g = (1 + s^2k^2) dτ^2 + 2dτ ds + ds^2.

íÅÔÒÉËÁ ÎÁ S ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ k(τ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÒÉŒÏÊ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØÀ k(τ) ËÒÉŒÉÚÎÁ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÔÏÊ ÖÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÌÏÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÚÎÁÞÉÔ, K ≡ 0.

Â) äÌÑ ŒÉÎÔÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ k =^{|[ _r,-r]|}_{( _r, _r)3/2} =^1_2 . ðÏÜÔÏÍÕ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ S ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 2. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

x = 2 cos(τ/2) − s sin(τ/2), y = 2 sin(τ/2) + s cos(τ/2),

ÇÄÅ τ = √ 2 t, Á t | ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ.

ðÒÏŒÅÒËÁ: dx = (− sin(τ/2) −^s_2 cos(τ/2)) dτ − sin(τ/2) ds, dy = (cos(τ/2) − s 2 sin(τ/2)) dτ + cos(τ/2) ds. ïÔÓÀÄÁ dx^2 + dy^2 = (1 +^{s2}_4 ) dτ^2 + 2dτ ds + ds^2.

úÁÄÁÞÁ 4. Á) òÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ! ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (∇_ξu, v) = (∇^{LC}_ξ u, v) + T (u, v, ξ), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ T ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ u, v, ξ, Á ∇^{LC} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÁÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉþÉŒÉÔÙ. õÓÌÏŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ∇ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÎÁ ÞÉÓÌÁ T (u_i, u_j, u_k) ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ ŒÉÄÁ T (u_i, u_j, u_k) = T (u_i, u_k, u_j), Á ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ T (u_i, u_j, u_k)+T (u_j, u_i, u_k) = α(u_i)α(u_j)α(u_k). üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ T (u_i, u_j, u_k) =^1_2 α(u_i)α(u_j)α(u_k), ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ

ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ É ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÎÚÏÒÁ T =^1_2 α⊗α⊗α. éÔÁË, ÉÓËÏÍÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(∇_ξu, v) = (∇^{LC}_ξ u, v) + 1 2 α(ξ)α(u)α(v). Â) éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, (∇_ξu, v) + (u, ∇_ξv) = ξ(u, v) + α(u)α(v)α(ξ).

úÁÄÁÞÁ 5. ïÔŒÅÔ: c_1(E_1) = −c_1(E_2) = ±1 Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ M. òÅÛÅÎÉÅ. üÒÍÉÔÏŒÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ 0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( a b − ic b + ic −a ) . åÅ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ −(a^2 + b^2 + c^2), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ M ÉÍÅÀÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ±1, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (ÜÒÍÉÔÏŒÏ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. é ÏÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ±1 É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÌÅÖÉÔ Œ M. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ C P^1 ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Œ C^2 , Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E^1 ÅÓÔØ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ (ÓÌÏÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ l ∈ C P^1 ÓÌÕÖÉÔ ÓÁÍÁ ÐÒÑÍÁÑ l ∼= C ) èÏÐÆÁ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ −1 (ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ C P^1 , ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ). œÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E_2 ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏÐÆÁ, ÏÄÎÁËÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ C P^1 → C P^1 , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÒÑÍÏÊ ÅÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ c_1(E_2) = 1.

38 œëí îíõ 2-Ê ËÕÒÓ IV ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ çåïíåôòéñ-1

áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ

II ÓÐÏÓÏÂ (ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ) ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 1. ðÕÓÔØ u É s | ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É E^∗ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (∇^∗_ξu)(s) = ξu(s) − u(∇_ξs), (∇^∗_η∇^∗_ξu)(s) = ηξu(s) − ξu(∇_ηs) − ηu(∇_ξs) + u(∇_ξ∇_ηs). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (∇^∗_ξ ∇^∗_ηu)(s) = ξηu(s) − ηu(∇_ξs) − ξu(∇_ηs) + u(∇_η∇_ξs), (∇^∗_{[ξ,η]}u)(s) = ξηu(s) − ηξu(s) − u(∇_{[ξ,η]}s), ÏÔËÕÄÁ (R^∗(ξ, η)u)(s) = (∇^∗_ξ∇^∗_ηu)(s) − (∇^∗_η∇^∗_ξ(u)(s) − (∇^∗_{[ξ,η]}u)(s) = u(∇_η∇_ξs − ∇_ξ∇_ηs + ∇_{[ξ,η]}s) = −u(R(ξ, η)s). II ÓÐÏÓÏÂ (ÐÒÑÍÏÊ) ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 3. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ŒÉÄÁ ÍÅÔÒÉËÉ g = (1+ s^2k^2) dτ^2 +2dτ ds + ds^2 ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÎÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ, ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ (ÉÈ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ K ≡ 0), ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ É ÎÁÊÔÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ (ÄÌÑ Ð. Á ÐÒÏ- ÝÅ ŒÓÅÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÕÂÅÄÔØÓÑ Œ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ II ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ). œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ËÁË ÎÁ ÑÚÙËÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÁË É ÎÁ ÑÚÙËÅ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, É ÔÏÔ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÂÓÕÖÄÁÌÓÑ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

Á) ðÒÉŒÅÄÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ: g = (ks dτ)^2 + (dτ + ds)^2. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÉÚ 1-ÆÏÒÍ u_1 = ks dτ, u_2 = dτ + ds | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ: e_1 =^1_{ks} (∂_τ −∂_s), e_2 = ∂_s. îÁÈÏÄÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [e_1, e_2] =^1_{ks2} (∂_τ − ∂_s) =^1_s e_1. úÎÁÞÉÔ, θ = −^1_s u_1 = −k dτ, ω = dθ = 0, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

Â) ðÕÓÔØ k = 1/2 (ËÁË ÄÌÑ ŒÉÎÔÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ). ïÂÝÅÅ (ËÏ)ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ e = cos φ e_1 + sin φ e_2 (u = cos φ u_1 + sin φ u_2), ÇÄÅ φ = φ(τ, s) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. õÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

dφ + θ = 0, Ô.Å. dφ =^1_2 dτ, ÉÌÉ φ =^τ_2 + const.

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÄŒÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ (const = 0,^π_2 ) ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ 1-ÆÏÒÍÙ

cos^τ_2 u_1 + sin^τ_2 u_2 = (^s_2 cos^τ_2 + sin^τ_2 ) dτ + sin^τ_2 ds = d(s sin^τ_2 − 2 cos^τ_2 ), − sin^τ_2 u_1 + cos^τ_2 u_2 = (−^s_2 sin^τ_2 + cos^τ_2 ) dτ + cos^τ_2 ds = d(s cos^τ_2 + 2 sin^τ_2 ). ( ∗) ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x = s sin^τ_2 − 2 cos^τ_2 , y = s cos^τ_2 + 2 sin^τ_2 ÏÔÌÉÞÁ- ÀÔÓÑ ÏÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÅÒŒÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (k = 1/4). g = ( 1 + s^2/4 1 1 1 ) , g^{−1} = 4 s^2 ( 1 −1 −1 1 + s^2/4 ) , gθ = 1 2 ( dg_{11}^{∂g11}_{∂s} dτ −^{∂g11}_{∂s} dτ 0 ) = ( s ds/4 s dτ/4 −s dτ/4 0 ) , θ = g^{−1}gθ = ( (ds + dτ)/s dτ/s −(ds + dτ)/s − s dτ/4 −dτ/s ) , −θ^∗ = θ^⊤ = ( (ds + dτ)/s −(ds + dτ)/s − s dτ/4 dτ/s −dτ/s ) .

õÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍÙ u = u_1 dτ + u_2 ds ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (du_1 du2 ) = −θ^{∗(u1}_{u2}^), ÉÌÉ { ∂u1 ∂s = (u_1−u_2)/s ∂u2 ∂s = 0 { ∂u1 ∂τ = (u_1−u_2)/s − su_2/4 ∂u2 ∂τ = (u_1−u_2)/s

éÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ u_2 = B(t), É d(u_1−u_2)/(u_1−u_2) = ds/s, Ô.Å. u_1−u_2 = A(t)s, u_1 = A(t)s + B(t). éÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ A, B ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ B^′ = A, A^′ = −B/4. òÅÛÁÑ ÉÈ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÅ ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (∗), ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ŒÙÛÅ.

II ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 5. œÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ 1 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ŒÅËÔÏÒÁÍ s_1 =^{(1+a}_{b+ic}^) É s_2 =^{(b−ic}_{1−a}^) = fs_1, ÇÄÅ f =^{b−ic}_{1+a} =^{1−a}_{b+ic} . œÅËÔÏÒ s_2 ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E_1, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÔÏÌØ- ËÏ Œ ÔÏÞËÅ (a, b, c) = (0, 0, 1), Á Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅ- ÍÏÊ ÓÅÞÅÎÉÅÍ s_1, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ f =^{b−ic}_{a+1} , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÈÏÄÉÔ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ŒÏËÒÕÇ ÎÕÌÑ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÏÂÈÏÄÉÔ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ (0, 0, 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓ ÎÕÌÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ −1 É c_1(E_1) = −1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ c_1(E_2) = 1.

III ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 5. íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ c_1(E_1), ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅÍ Œ C^2 Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ E_1. œÙÞÉÓÌÉÍ ŒÉÄ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ÅÅ ÆÏÒÍÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ Œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E_1, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÓÅÞÅÎÉÅÍ u =^{( 1}_{x+iy}^), ÇÄÅ x =^b_{1+a} , y =^c_{1+a} . ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇u =^{⟨du,u⟩}_{⟨u,u⟩} u, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1-ÆÏÒÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ∇u = θu. ðÏÜÔÏÍÕ θ = ⟨du, u⟩ ⟨u, u⟩ = (x − iy)(dx + idy) 1 + x^2 + y^2 = x dx + y dy 1 + x^2 + y^2 + x dy − y dx 1 + x^2 + y^2 i, dθ = 2(1 + x^2 + y^2) dx ∧ dy − 2(x dx + y dy) ∧ (x dy − y dx) (1 + x^2 + y^2)^2 i = 2i dx ∧ dy (1 + x^2 + y^2)^2 . ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x, y ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÀ ÓÆÅÒÕ M ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ (0, 0, −1), ÐÏÜÔÏÍÕ

c_1(E_1) = ∫ M c_1 = −1 2πi ∫ R^2 dθ = −1 π ∫ R^2 dx dy (1 + x^2 + y^2)^2 = −1 π ∫ R^2 ρ dρ dφ (1 + ρ^2)^2 = 1 1 + ρ^2 | | | ∞ 0 = −1.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ c_1(E_2) = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.