Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Šőŕőńőčĺ£, 2 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 1

Ś. Ś. Ăŋĺśőć^�

14 ťěćřăń£ 1998 č.

Łřăšłőě śőďěřęăŋĺě

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ řăğőąřăŋő ŋěśłőńĳłő łőŋłřěšŋżţ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ğăďăů. Őŕřěďěńěŋő ůĺśńő ćřăźěŋĺ£ ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŕő ğăňłŋşšőňş łőŋšşřş ŋă ŕńőśłőśšĺ. Ďőłăğăŋő śşźěśšćőćăŋĺě ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłĺ ŋěŕřěřżćŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ łřşčă ć śěą£ (šěőřěňă Ąřăş¡řă) ĺ śşźěśšćőćăŋĺě őśőąőľ šőůłĺ ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŋă śťěřě (šěőřěňă ő ěęě). Ďăŋő šőŕőńőčĺůěśłőě ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćŋőľ šěőřěňż ăńčěąřż. Ććěďěŋő ŕőŋ£šĺě şğńă ĺ ďőłăğăŋő, ůšő šřĺńĺśšŋĺł ŋě ¡łćĺćăńěŋšěŋ šřĺćĺăńĳŋőňş şğńş.

Ňż ŋăůŋěň ŋě ś ŕőńŋőčő ĺ ćśěőąžěňń¿źěčő őšćěšă ŋă ćőŕřőś \ůšő šăłőě šőŕőńőčĺ£", ă ś ŋěśłőńĳłĺţ łőŋłřěšŋżţ ŕřĺňěřőć. Ŕřĺňěř 1

Šěőřěňă 1 (Ąřăş¡ř) Ŕşśšĳ f : K → K | ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě łřşčă K ć śěą£. Šőčďă ş őšőąřă-

ęěŋĺ£ f śşźěśšćşěš ŋěŕőďćĺęŋă£ šőůłă, š.ě. šăłă£ šőůłă x, ůšő f(x) = x.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ šőůłě ů łřşčă K ćěłšőř v(x) = f(x)−x (š.ě. ğăďăďĺň ŋă K ćěłšőřŋőě

ŕőńě). Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ć łăęďőľ šőůłě x ŕřĺńőęěŋ ćěłšőř ś łőŋűőň f(x). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ş f ŋěš ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł. Šőčďă ćěłšőřŋőě ŕőńě v ŋě ĺňěěš ć K őśőążţ šőůěł , š. ě. šőůěł x, ć łőšőřżţ v(x) = 0.

Őŕřěďěńĺň ĺŋďěłś (ůĺśńő ćřăźěŋĺ£) ind_γ v ćěłšőřŋőčő ŕőń£ v ŕő őřĺěŋšĺřőćăŋŋőňş ğăňłŋşšőňş łőŋšşřş ‚ ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŋě śőďěřęăźěňş őśőążţ šőůěł ŕőń£. Ďń£ ¡šőčő őšňěšĺň ŋă ‚ šőůłş x_0 ĺ ğăśšăćĺň šőůłş x ŕřőąěčăšĳ łőŋšşř ‚ ć ŋşęŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ŋăůĺŋă£ ś x_0. Ŕřĺ ¡šőň ąşďěň śńěďĺšĳ ğă ŋăŕřăćńěŋĺěň ćěłšőřă v(x) ć ďăŋŋżľ ňőňěŋš (ŋăŕřăćńěŋĺě őŕřěďěńěŋő, ŕőśłőńĳłş v(x) ≠ 0).

Łőčďă šőůłă x ćěřŋěšś£ ć ĺśţőďŋőě ŕőńőęěŋĺě x_0, ćěłšőř v(x) šăłęě ŕřĺďěš ć ĺśţőďŋőě ŕőńőęěŋĺě. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ šőůłĺ x ćďőńĳ łőŋšşřă ‚ ćěłšőř śďěńăěš űěńőě ůĺśńő őąőřőšőć. İšő ůĺśńő ĺ ěśšĳ ind_g (v); őŋő śůĺšăěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň, ěśńĺ ćěłšőř ć űěńőň ŕőćěřŋşńś£ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ, ĺ őšřĺűăšěńĳŋżň, ěśńĺ ŕő.

Ğăďăůă Ŋăľďĺšě ĺŋďěłś ćřăźěŋĺ£ ćěłšőřŋőčő ŕőń£ v(z) = z^n, čďě z ∈ ′C, ŕő őłřşęŋőśšĺ |z| = 1, őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šěőřěňă ŋěćěřŋă | ŕőńě v ŋě ĺňěěš ŋşńěľ. Řăśśňőšřĺň śěňěľśšćő őłřşęŋőśšěľ ‚(r) ś űěŋšřőň O ĺ řăďĺşśőň r, 0 < r ≤ 1 (ňż śůĺšăěň, ůšő K | łřşč ěďĺŋĺůŋőčő řăďĺşśă ś űěŋšřőň O). Őąőğŋăůĺň n(r) = ind_{γ(r)} v. Šőčďă n(r) | ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕăřăňěšřă r, őŕřěďěńěŋŋă£ ŋă ćśěň ŕőńşĺŋšěřćăńě (0; 1]. Ŕőśłőńĳłş ćśěčďă n(r) ∈ ZZ, šő őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő n(r) = const.

Ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ r ŋă őłřşęŋőśšĺ ‚(r) ćśě ćěłšőřż v(x) ĺňě¿š ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő őďŋő ĺ šő ęě ŋăŕřăćńěŋĺě. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő n(r) = 0 ŕřĺ šăłĺţ r. Ŕőłăęěň, őďŋăłő, ůšő n(1) = 1 | ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ĺ ąşďěš ďőłăğăšěńĳśšćőň šěőřěňż.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă řăśśňőšřĺň ŕőńě w(x) ŋă @K, ŋăŕřăćńěŋŋőě ŕő ćŋěÿŋěľ ŋőřňăńĺ ł @K. Őůěćĺďŋő, ind_{∂K} w = 1. Řăśśňőšřĺň ŕőńě u_t(x)^{def}= (1 − t)v(x) − tw(x) ŕřĺ ćśěţ t ∈ [0; 1]. Ŕőśłőńĳłş ŋăŕřăćńěŋĺ£ v(x) ĺ w(x) řăğńĺůŋż ŕřĺ ń¿ąőň x, ŕőńě u_t(x) ŋĺčďě ŋă őłřşęŋőśšĺ @K ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ. İšő őğŋăůăěš, ůšő őŕřěďěńěŋő ůĺśńő m(t) = ind_{∂K} u_t. m(t) ğăćĺśĺš őš t ŋěŕřěřżćŋő, ĺ ŕő¡šőňş ŋě ğăćĺśĺš ćőćśě. Śńěďőćăšěńĳŋő, n(1) = ind_{∂K} v = ind_{∂K} u_0 = m(0) = m(1) = ind_{∂K} u_1 = ind_{∂K} w = 1. Ŕřĺňěř 2

Řăśśňőšřĺň ďćşňěřŋş¿ śťěřş S^2 ⊂ IR^3 ĺ ŋă ŋěľ | łăśăšěńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě v. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, śőŕőśšăćĺň łăęďőľ šőůłě x ∈ S^2 ćěłšőř v(x), łăśă¿źĺľś£ śťěřż ć šőůłě x.

Šěőřěňă 2 (\ő ěęě") Śşźěśšćşěš šőůłă x ∈ S^2, ć łőšőřőľ v(x) = 0.

�anisov@mccme.ru

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕřěďŕőńőęĺň őąřăšŋőě. Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřş¿ šőůłş x0 ∈ S^2 (\śěćěřŋżľ ŕőń¿ś") ĺ śšěřěőčřăťĺůěśłş¿ ŕřőěłűĺ¿ śťěřż ŋă ŕńőśłőśšĳ ĺğ ¡šőľ šőůłĺ. Ŕřĺ ¡šőň ŕřőěłšĺřş¿šś£ ŋě šőńĳłő šőůłĺ śťěřż x, ŋő ĺ ŕřĺńőęěŋŋżě ć ŋĺţ ćěłšőřă v(x). Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ ćěłšőřŋőě ŕőńě w, ŋě ĺňě¿źěě őśőążţ šőůěł (ŋşńěľ).

Ŋăřĺśşěň ŋă śťěřě ňăńěŋĳłĺľ łőŋšşř ‚, őţćăšżćă¿źĺľ śěćěřŋżľ ŕőń¿ś x_0. Ěčő ŕřőěłűĺ£ ŋă ŕńőśłőśšĳ | őůěŋĳ ąőńĳÿőľ łőŋšşř `. Ŋă łőŋšşřě ‚ ćěłšőř v(x) ŕőůšĺ ŋě ňěŋ£ěšś£, őšłşďă śńěďşěš, ůšő ĺŋďěłś ěčő śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ w ŋă łőŋšşřě ` řăćěŋ 2 (ŋăřĺśşľšě !). Őďŋăłő ěśńĺ ćŋşšřĺ łőŋšşřă ` ŕőńě w ŋě ĺňěěš őśőążţ šőůěł, šő, řăśśşęďă£, łăł ć ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Ąřăş¡řă, ŕőńşůĺň, ůšő ind_Γ w = 0. Ğŋăůĺš, őśőążě šőůłĺ ş w | ă, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ş v | ĺňě¿šś£.

Ŕřĺňěř 3

Šěőřěňă 3 (őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăńčěąřż) Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ P (z) = z^n + a_n�_1z^n�^1 + : : :+ a_1z + a_0 ĺňěěš

ţőš£ ąż őďĺŋ łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ.

Ń¿ąőŕżšŋő, ůšő ćśě ĺğćěśšŋżě ďőłăğăšěńĳśšćă \őśŋőćŋőľ šěőřěňż ăńčěąřż" ĺśŕőńĳğş¿š šăł ĺńĺ ĺŋăůě šőŕőńőčĺůěśłĺě (š.ě. ŋěăńčěąřăĺůěśłĺě) śőőąřăęěŋĺ£: : :

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăśśňőšřĺň ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ ′C ćěłšőřŋőě ŕőńě v(z) = P (z) (łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő P (z) ňż řăśśňăšřĺćăěň łăł ŕńőśłĺľ ćěłšőř; őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě, ůšő ğďěśĳ ňż, ć őšńĺůĺě őš ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Ąřăş¡řă, z ŋě ćżůĺšăěň). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šěőřěňă ŋěćěřŋă, ĺ ňŋőčőůńěŋ P (z) | ă, ğŋăůĺš, ĺ ŕőńě v | ŋşńěľ ŋě ĺňěěš. Šőčďă ćřăźěŋĺě ¡šőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŋă ń¿ąőľ őłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ďőńęŋő ążšĳ řăćŋő 0.

Ŕőłăęěň, őďŋăłő, ůšő ŋă őłřşęŋőśšĺ ‚(R) ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő řăďĺşśă R ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ¡šő ćřăźěŋĺě řăćŋő n. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň śěňěľśšćő ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ u_t(z) = z^n + t(a_n�_1z^n�^1 + : : : + a_1z + a_0) ďń£ ćśěţ t ∈ [0; 1]. Ěśńĺ řăďĺşś R ďőśšăšőůŋő ćěńĺł, šő ŕőń£ u_t ŋě ĺňě¿š ŋă ‚(R) őśőążţ šőůěł (ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ R > |a_0| + |a_1|+: : :+ |a_n�_1| | ŕőďşňăľšě, ŕőůěňş). Ŕő¡šőňş ćśěčďă őŕřěďěńěŋő ůĺśńő n(t) = ind_{γ(r)} u_t. Ć śĺńş şęě ĺğćěśšŋőčő ŋăň řăśśşęďěŋĺ£ ś ŋěŕřěřżćŋőśšĳ¿ n(t) ŋă śăňőň ďěńě őš t ŋě ğăćĺśĺš. Ŕő¡šőňş ind_{γ(R)} v = n(1) = n(0) = ind_{γ(R)}(z^n) = n ć śĺńş ğăďăůĺ, ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě.

Ŕřĺňěř 4

Şğńőň ć IR^3 ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňőě őšőąřăęěŋĺě » : S^1 → IR^3, őąńăďă¿źěě ďćşň£ śćőľśšćăňĺ:

1. ∀t ∈ S^1 (x0(t))^2 + (y0(t))^2 + (z0(t))^2 ≠ 0 (x; y; z | łőőřďĺŋăšż ć IR^3, »(t) = (x(t); y(t); z(t))).

2. Őąřăğż řăğńĺůŋżţ šőůěł t ∈ S^1 řăğńĺůŋż.

Ŕěřćőě şśńőćĺě őąěśŕěůĺćăěš \čńăďłőśšĳ" őąřăğă ć IR^3 (łőšőřżľ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňőč ąż ążšĳ ćěśĳňă ŋěŕřĺ£šŋżň), ă ćšőřőě şśńőćĺě őğŋăůăěš őšśşšśšćĺě śăňőŕěřěśěůěŋĺľ. Ďćă şğńă »_0 ĺ »_1 ŋăğżćă¿šś£ ĺğőšőŕŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš śěňěľśšćő şğńőć »_τ ; fi ∈ [0; 1] šăłőě, ůšő šőůłă »_τ (t) ∈ IR^3 ğăćĺśĺš őš fi ŋěŕřěřżćŋő ŕřĺ ń¿ąőň t ∈ S^1.

Ďĺăčřăňňőľ ‚ şğńă » ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłűĺ£ ěčő ŋă ŕńőśłőśšĳ, őąńăďă¿źă£ śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1. ‚ | čńăďłă£ łřĺćă£ (ć šőň ęě śňżśńě, ůšő ĺ ćżÿě).

2. ‚ ĺňěěš ŋě ąőńěě łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, ŕřĺůěň ć łăęďőľ ĺğ ŋĺţ ŕěřěśěłă¿šś£ šőńĳłő ďćě \ćěšćĺ" łřĺćőľ.

3. Łăśăšěńĳŋżě ł ďćşň \ćěšć£ň" ć šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŋě śőćŕăďă¿š.

Ŕřĺ řĺśőćăŋĺĺ ďĺăčřăňň ć łăęďőľ šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ şłăğżćă¿š, łăłă£ ĺğ ďćşţ ćěšćěľ ĺďěš ŋĺęě | ěě ŕřěřżćă¿š, ă ćěřţŋ¿¿ őśšăćń£¿š ŋěŕřěřżćŋőľ. Őśŋőćőľ šěőřĺĺ şğńőć £ćń£ěšś£ śńěďş¿źă£ šěőřěňă, łőšőřş¿ ňż ďőłăğżćăšĳ ŋě ąşďěň:

Šěőřěňă 4 (Řěľďěňěľśšěř) Ďń£ łăęďőčő şğńă śşźěśšćşěš ďĺăčřăňňă. Ń¿ążě ďćă şğńă ś őďŋőľ ĺ šőľ

ęě ďĺăčřăňňőľ ĺğőšőŕŋż. Ěśńĺ »_t | ĺğőšőŕĺ£, śőěďĺŋ£¿źă£ şğńż »_0 ĺ »_1, a ‚_0 ĺ ‚_1 | ĺţ ďĺăčřăňňż. Šőčďă ňőęŋő ćżąřăšĳ ďń£ łăęďőčő t ∈ [0; 1] ŕřőěłűĺ¿ ‚_t şğńă »_t šăł, ůšőąż

1. ‚_t ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺśěńă őš t.

2. Ďń£ ćśěţ t, łřőňě łőŋěůŋőčő ůĺśńă, ‚_t £ćń£ńăśĳ ąż ďĺăčřăňňőľ şğńă »_t.

3. Ć őśšăćÿĺţś£ (\ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżţ") ğŋăůěŋĺ£ţ t ŕřőĺśţőďĺńő ąż řőćŋő őďŋő ĺğ \ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Řěľďěňěľśšěřă", ŕőłăğăŋŋżţ ŋă řĺśşŋłě 1.

-œ -œ -œ -œ

-œ -œ

Řĺś. 1: Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Řěľďěňěľśšěřă

Řăśśňőšřĺň řăśłřăśłĺ ďĺăčřăňňż şğńă ć šřĺ űćěšă (łăęďş¿ ŋěŕřěřżćŋş¿ ďşčş ŋă ďĺăčřăňňě řăśłřăÿĺćăěň ć őďĺŋ űćěš). Ŋăğőćěň řăśłřăśłş ŕřăćĺńĳŋőľ, ěśńĺ ć łăęďőľ šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ šřĺ űćěšă ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ďşč ńĺąő ćśě řăğńĺůŋż, ńĺąő ćśě őďĺŋăłőćż.

Šěőřěňă 5 Ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ řăśłřăśőł ďĺăčřăňňż şğńă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ďĺăčřăňňż (ă šőńĳłő őš

śăňőčő şğńă) ĺ őďĺŋăłőćő ďń£ ĺğőšőŕŋżţ şğńőć.

Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă śőśšőĺš ć šőň, ůšő, śőčńăśŋő Šěőřěňě 4, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ řăśłřăśőł ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ Řěľďěňěľśšěřă. Řăśśňőšřĺň ŕěřćőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě (řőęďěŋĺě ŕěšńĺ). Ŕőśłőńĳłş ć šőůłě, ŕő£ćĺćÿěľś£ ŕőśńě řőęďěŋĺ£ ŕěšńĺ, śţőď£šś£ ŋě šřĺ řăğńĺůŋżţ ďşčĺ, ă šőńĳłő ďćě (ĺńĺ, ćőğňőęŋő, ďăęě őďŋă), šő ć ń¿ąőľ ŕřăćĺńĳŋőľ řăśłřăśłě ¡šĺ ďşčĺ ďőńęŋż ążšĳ řăśłřăÿěŋż őďĺŋăłőćő. Šőčďă łăęďőľ řăśłřăśłě ďĺăčřăňňż ąěğ ŕěšńĺ ňż őďŋőğŋăůŋő śőŕőśšăćĺň řăśłřăśłş ďĺăčřăňňż ś ŕěšńěľ | ďćě ćŋőćĳ ŕő£ćĺćÿĺţś£ ďşčĺ ŕřőśšő ŋăśńěďş¿š űćěš ďşčĺ, ŋă łőšőřőľ őąřăğőćăńăśĳ ŕěšń£. Őůěćĺďŋő, şśńőćĺě ŕřăćĺńĳŋőśšĺ řăśłřăśłĺ ŕřĺ ¡šőň ŋăřşÿĺšĳś£ ŋě ňőęěš, ĺ šăł ňż ŕőńşůĺň ćśě ćőğňőęŋżě ŕřăćĺńĳŋżě řăśłřăśłĺ. Ğŋăůĺš, ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ řăśłřăśőł ŕřĺ ŕěřćőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ Řěľďěňěľśšěřă ŋě ňěŋ£ěšś£. Ďń£ ďćşţ őśšăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Řěľďěňěľśšěřă řăśśşęďěŋĺě śšőńĳ ęě ¡ńěňěŋšăřŋő, ŋő ďńĺŋŋěě | ňż ŋě ąşďěň ŕřőćőďĺšĳ ěčő ŕőďřőąŋő.

Šěőřěňă 5 ŕőğćőń£ěš ďőłăğăšĳ, ůšő şğńż, ĺğőąřăęěŋŋżě ŋă řĺśşŋłě 2 (őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ šřĺćĺăńĳŋżň şğńőň ĺ šřĺńĺśšŋĺłőň), ŋě ĺğőšőŕŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ šřĺćĺăńĳŋőčő şğńă ůĺśńő ŕřăćĺńĳŋżţ řăśłřăśőł řăćŋő 3, ă ďń£ šřĺńĺśšŋĺłă | 9.

Řĺś. 2: Šřĺćĺăńĳŋżľ şğěń ĺ šřĺńĺśšŋĺł