Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Šőŕőńőčĺ£, 2 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 2

Ś. Ś. Ăŋĺśőć^�

20 ťěćřăń£ 1998 č.

Łřăšłőě śőďěřęăŋĺě

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ őąśşęďă¿šś£ ŕőŋ£šĺ£ šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă, čőňěőňőřťĺğňă ĺ čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ňŋőęěśšćő X ŋăğżćăěšś£ šőŕőńőčĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň, ěśńĺ ć ŋěň ğăďăŋ ŋăąőř ŕőďňŋőęěśšć T (ŋăğżćăěňżľ šőŕőńőčĺěľ, ă ŕőďňŋőęěśšćă ć ŋěčő ćţőď£źĺě, ŋăğżćă¿šś£ őšłřżšżňĺ), őąńăďă¿źĺľ śńěďş- ¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1. Őąžěďĺŋěŋĺě ń¿ąőčő ŋăąőřă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő: ěśńĺ ∀α ∈ A V_α ∈ T , šő S_{α∈A} V_α ∈ T (ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć A).

2. Ŕěřěśěůěŋĺě łőŋěůŋőčő ŋăąőřă őšłřżšżţ ňŋőęěśšć őšłřżšő: ěśńĺ V_1, . . ., V_n ∈ T , šő T^n_{i=1} V_i ∈ T .

3. Ŕşśšőě ňŋőęěśšćő ĺ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő X őšłřżšż: ∅ ∈ T , X ∈ T .

Őšőąřăęěŋĺě šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć f : X → Y ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň, ěśńĺ ŕřőőąřăğ łăęďőčő őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă őšłřżš: ∀V ∈ T_Y f^{−1}(V ) ∈ T_X .

Ŕřĺňěř 1 Ć IR őšłřżšżňĺ £ćń£¿šś£ ŕőďňŋőęěśšćă V , őąńăďă¿źĺě šăłĺň śćőľśšćőň: ∀x ∈ V ∃ϵ > 0 : (x −

ϵ, x + ϵ) ⊂ V . Őšőąřăęěŋĺě (ťşŋłűĺ£) f : IR → IR ŋěŕřěřżćŋő, ěśńĺ ďń£ łăęďőčő a ∈ IR : lim_{x→a} f(x) = f(a).

Ŕřĺňěř 2 Ćś£łőě ŕőďňŋőęěśšćő Y ŕřőĺğćőńĳŋőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ěśšěśšćěŋŋő ŋăďěń£- ěšś£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ šőŕőńőčĺěľ: ŕőďňŋőęěśšćő V ⊂ Y śůĺšăěšś£ őšłřżšżň ć ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ šőŕőńőčĺĺ, ěśńĺ ŋăľďěšś£ ŕőďňŋőęěśšćő U ⊂ X, őšłřżšőě ć ĺśţőďŋőľ šőŕőńőčĺĺ ĺ šăłőě, ůšő V = U ∩ Y .

Šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ Y ŋăğżćă¿šś£ čőňěőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ ŋăľďěšś£ ŋěŕřěřżćŋőě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě f : X → Y šăłőě, ůšő őąřăšŋőě őšőąřăęěŋĺě f^{−1} : Y → X šăłęě ŋěŕřěřżćŋő.

Ğăďăůă Ŕřĺďşňăľšě ŕřĺňěř, ŕőłăğżćă¿źĺľ, ůšő ąěğ ŕőśńěďŋěčő şśńőćĺ£ ŋěńĳğ£ őąőľšĺśĳ | őšőąřăęěŋĺě

f^{−1} ňőęěš ŋě őłăğăšĳś£ ŋěŕřěřżćŋżň, ďăęě ěśńĺ śşźěśšćşěš.

Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő őšŋőÿěŋĺě čőňěőňőřťŋőśšĺ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć £ćń£ěšś£ őšŋőÿěŋĺěň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ: łăęďőě ŕřőśšřăŋśšćő čőňěőňőřťŋő śăňőňş śěąě; ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő A čőňěőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş B, šő B čőňěőňőřťŋő A, ĺ ďćă ŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőğŋĳ čőňěőňőřťŋżě šřěšĳěňş, čőňěőňőřťŋż ňěęďş śőąőľ. Čőňěőňőřťŋżě ŕřőśšřăŋśšćă šőŕőńőčĺůěśłĺ ŋěőšńĺůĺňż. Őďŋăłő šőŕőńőčĺůěśłĺě ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő ğăďăćăšĳ ŕő-řăğŋőňş, ĺ ĺŋőčďă ďőłăğăšěńĳśšćő čőňěőňőřťŋőśšĺ | ŋěšřĺćĺăńĳŋă£ ğăďăůă.

Ŕřĺňěř 3 Ŕřőśšřăŋśšćă ′CP^1 ĺ S^2 čőňěőňőřťŋż (şšőůŋĺšě, ć łăłőľ šőŕőńőčĺĺ. . .). Őšőąřăęěŋĺě

f : ′CP^1 → S^2 śšăćĺš ć śőőšćěšśšćĺě ¡ńěňěŋšş S^2, š.ě. šřőľłě ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń x, y, z, ść£ğăŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺěň x^2 + y^2 + z^2 = 1, ¡ńěňěŋš ′CP^1, š.ě. ŕăřş łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń [u : v], őŕřěďěńěŋŋżţ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ, ŕő śńěďş¿źěľ ťőřňşńě: u = x + iy, v = 1 + z. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő śőőšćěšśšćĺě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő ĺ ŋěŕřěřżćŋő. Ćżŕĺÿĺšě ťőřňşńş ďń£ őąřăšŋőčő őšőąřăęěŋĺ£, ĺ ŕřőćěřĳšě, ůšő őŋő šőęě ŋěŕřěřżćŋő.

Ŕřĺňěř 4 Čřşŕŕă GL(n, IR) čőňěőňőřťŋă ňŋőęěśšćş ąăğĺśőć ć IR^n. Ďń£ şśšăŋőćńěŋĺ£ čőňěőňőřťĺğňă ćżąěřěň ć IR^n łăłőľ-ŋĺąşďĳ śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś e_1, . . . , e_n. Šěŕěřĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A ∈ GL(n, IR) ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ąăğĺś f_1 = Ae_1, . . . , f_n = Ae_n. Šăł ęě ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő őřšőčőŋăńĳŋă£ čřşŕŕă O(n) čőňěőňőřťŋă ňŋőęěśšćş őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć ć IR^n.

Ŕřĺňěř 5 Řăśśňőšřĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ ÿăřŋĺřŋżľ ňěţăŋĺğň, śőśšő£źĺľ ĺğ šřěţ ęěśšłĺţ śšěřęŋěľ ďńĺŋż 1, śőěďĺŋěŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ÿăřŋĺřăňĺ. Ćŋěÿŋĺě łőŋűż ďćşţ łřăľŋĺţ śšěřęŋěľ ğăłřěŕńěŋż ć šőůłăţ a ĺ b ŋă řăśśšő£ŋĺĺ, ŋěňŋőčő ňěŋĳÿěň 3. Ňŋőęěśšćő ćőğňőęŋżţ ŕőńőęěŋĺľ ¡šőčő ÿăřŋĺřŋőčő ňěţăŋĺğňă

�anisov@mccme.ru

£ćń£ěšś£ šőŕőńőčĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň (şšőůŋĺšě šőŕőńőčĺ¿. . .). Ŕőłăęěň, ůšő őŋő čőňěőňőřťŋő őłřşęŋőśšĺ.

Ňŋőęěśšćő ćőğňőęŋżţ ŕőńőęěŋĺľ ŋěğăłřěŕńěŋŋőčő łőŋűă łřăľŋěčő ńěćőčő śšěřęŋ£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ďşčş őłřşęŋőśšĺ: şčőń φ, őąřăğşěňżľ ¡šĺň śšěřęŋěň ś őšřěğłőň ab, ĺğňěŋ£ěšś£ őš −φ_0 ďő φ_0, čďě ćěńĺůĺŋă φ_0 ğăćĺśĺš őš řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş a ĺ b ĺ ďń£ ğăďăůĺ ŋěśşźěśšćěŋŋă. Łăęďőňş ğŋăůěŋĺ¿ φ ∈ (−φ_0, φ_0) őšćěůă¿š ďćă śőśšő£ŋĺ£ ÿăřŋĺřŋőčő ňěţăŋĺğňă: ďćă őśšăćÿĺţś£ śšěřęŋ£ ňőčşš őąřăğőćżćăšĳ şčőń \ćěřÿĺŋőľ ććěřţ" ĺńĺ \ćěřÿĺŋőľ ćŋĺğ". Łăęďőňş ĺğ ğŋăůěŋĺľ φ = φ_0 ĺ φ = −φ_0 őšćěůăěš őďŋő śőśšő£ŋĺě ňěţăŋĺğňă | ďćă őśšăćÿĺţś£ śšěřęŋ£ ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Śőőšćěšśšćĺě f ňěęďş śőśšő£ŋĺ£ňĺ ňěţăŋĺğňă ĺ šőůłăňĺ őłřşęŋőśšĺ S^1 = {(x, y) | x^2 + y^2 = 1} ňż őŕřěďěńĺň šăł. Ŕőńőęěŋĺ¿ ňěţăŋĺğňă ś φ = φ_0 śőŕőśšăćĺň šőůłş (1, 0), ŕőńőęěŋĺ¿ φ = −φ_0 | šőůłş (−1, 0). Ŕőńőęěŋĺ¿ ś φ ∈ (−φ_0, φ_0) \ćěřÿĺŋőľ ććěřţ" śőŕőśšăćĺň šőůłş x = φ/φ_0, y > 0 (šăłă£ šőůłă řőćŋő őďŋă), ă ŕőńőęěŋĺ¿ ś šěň ęě φ \ćěřÿĺŋőľ ćŋĺğ" | šőůłş x = φ/φ_0, y < 0 (šăłă£ šőůłă šőęě řőćŋő őďŋă). Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕőńşůěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ čőňěőňőřťĺğňőň.

Ďćă ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺ£ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć f_0, f_1 : X → Y ŋăğżćă¿šś£ čőňőšőŕŋżňĺ, ěśńĺ ĺţ ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ŋěŕřěřżćŋżň śěňěľśšćőň őšőąřăęěŋĺľ f_t : X → Y, t ∈ [0, 1]. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ śěňěľśšćă őğŋăůăěš, ůšő ¡ńěňěŋš f_t(x) ∈ Y ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺśĺš łăł őš x ∈ X, šăł ĺ őš t ∈ [0, 1] (šőůŋěě, ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺśĺš őš ŕăřż (x, t)). Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő čőňőšőŕŋőśšĳ őšőąřăęěŋĺľ | őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ŕřĺňěř 6 Šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě f_1 = id : IR^n → IR^n čőňőšőŕŋő őšőąřăęěŋĺ¿ f_0, ŕěřěćőď£źěňş ćśě

IR^n ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Čőňőšőŕĺ£ őůěćĺďŋă: f_t(x) = tx.

Ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ Y ŋăğżćă¿šś£ čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćş¿š ŋěŕřěřżćŋżě őšőąřăęěŋĺ£ f : X → Y ĺ g : Y → X šăłĺě, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ g ∘ f : X → X čőňőšőŕŋă šőęďěśšćěŋŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿ X ć śěą£, ă łőňŕőğĺűĺ£ f ∘ g : Y → Y | šőęďěśšćěŋŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿ Y ć śěą£. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő čőňěőňőřťŋżě ŕřőśšřăŋśšćă čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż (ŋő őąřăšŋőě ŋěćěřŋő), ĺ ůšő čőňőšőŕĺůěśłă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšć | őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ŕřĺňěř 7 Ŕřőśšřăŋśšćő IR^n čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő ŕřőśšřăŋśšćş pt, śőśšő£źěňş ĺğ őďŋőľ šőůłĺ. Ŕăřă őšőąřăęěŋĺľ f ĺ g šăłőćă: f : IR^n → pt ŕěřěćőďĺš ćśě ¡ńěňěŋšż IR^n ć ěďĺŋśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš ŕřőśšřăŋśšćă pt (ďřşčĺţ őšőąřăęěŋĺľ IR^n → pt ŕřőśšő ĺ ŋě śşźěśšćşěš), ă őšőąřăęěŋĺě g : pt → IR^n ŕěřěćőďĺš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋš ŕřőśšřăŋśšćă pt ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Łőňŕőğĺűĺ£ g ∘ f £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň őšőąřăęěŋĺěň pt → pt (ďřşčĺţ őšőąřăęěŋĺľ pt → pt ŕřőśšő ĺ ŋě śşźěśšćşěš), ă łőňŕőğĺűĺ£ f ∘g : IR^n → IR^n ¡šő őšőąřăęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě ćśě IR^n ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš | śőčńăśŋő ŕřěďżďşźěňş ŕřĺňěřş, ¡šő őšőąřăęěŋĺě čőňőšőŕŋő šőęďěśšćěŋŋőňş.

Ŕřĺňěř 8 Čřşŕŕż GL(n, IR) ĺ O(n) čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Śőčńăśŋő ŕřĺňěřş 4 ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő V (n, n) ćśěţ ąăğĺśőć ć IR^n čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő ŕřőśšřăŋśšćş V_O(n, n) ćśěţ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ććěďěň ćśŕőňőčăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V_N (n, n), śőśšő£źěě ĺğ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ (ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ) ąăğĺśőć. Ďőłăęěň čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ V ∼ V_N ĺ V_N ∼ V_O.

Őšőąřăęěŋĺě f : V_N → V | ěśšěśšćěŋŋőě ćńőęěŋĺě (łăęďőňş ąăğĺśş śőŕőśšăćń£ěšś£ őŋ śăň, ŋő şęě łăł ¡ńěňěŋš V ). Őšőąřăęěŋĺě g : V → V_N : ąăğĺśş f_1, . . . , f_n śőőšćěšśšćşěš ŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś f_1/ |f_1| , . . . , f_n/ |f_n|. Őšőąřăęěŋĺě g ∘ f : V_N → V_N | šőęďěśšćěŋŋőě; őšőąřăęěŋĺě f ∘ g : V → V čőňőšőŕŋő šőęďěśšćěŋŋőňş: čőňőšőŕĺ£ ĺňěěš ćĺď u_t : (f_1, . . . , f_n) → (f_1 ∗ (t/ |f_1| + 1 − t), . . . , f_n ∗ (t/ |f_n| + 1 − t)).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ V_N ∼ V_O ććěďěň űěŕőůłş ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć V_N = W_0 ⊃ W_1 ⊃ . . . ⊃ W_n = V_O ĺ ďőłăęěň űěŕőůłş čőňőšőŕĺůěśłĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšěľ W_0 ∼ W_1 ∼ . . . ∼ W_n. Ŕřőśšřăŋśšćő W_k śőśšőĺš ĺğ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć f_1, . . . , f_n, ć łőšőřżţ łăęďżľ ĺğ ćěłšőřőć f_1, . . . , f_k őřšőčőŋăńěŋ ŕřőśšřăŋśšćş, ŋăš£ŋşšőňş ŋă őśšăńĳŋżě ćěłšőřż. Ďőłăęěň, ŋăŕřĺňěř, ůšő W_0 ∼ W_1. Őšőąřăęěŋĺě f : W_1 → W_0 | ěśšěśšćěŋŋőě ćńőęěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě g : W_0 → W_1 şśšřőěŋő šăł: g(f_1, . . . , f_n) = (f_1 − (f_1, f_2)f_2 − . . . − (f_1, f_n)f_n, f_2, . . ., f_n) (ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ Čřăňă). Łőňŕőğĺűĺ£ g ∘ f | šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě, łőňŕőğĺűĺ£ f ∘ g čőňőšőŕŋă šőęďěśšćěŋŋőľ (ŕřĺďşňăľšě čőňőšőŕĺ¿ !). Őśšăńĳŋżě čőňőšőŕĺůěśłĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ W_k ∼ W_{k+1} şśšăŋăćńĺćă¿šś£ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň.