Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Šőŕőńőčĺ£, 2 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 4

Ś. Ś. Ăŋĺśőć^�

6 ňăřšă 1998 č.

Łřăšłőě śőďěřęăŋĺě

Ĺğşůăěšś£ ŕőŋ£šĺě ŋăłřżšĺ£ ĺ ěčő ćğăĺňőőšŋőÿěŋĺ£ ś ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕőľ.

Őŕřěďěńěŋĺě Őšőąřăęěŋĺě šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć p : T → X ŋăğżćăěšś£ ŋăłřżšĺěň, ěśńĺ ş łă-

ęďőľ šőůłĺ x ∈ X śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ U ⊂ X šăłă£, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő ďĺśłřěšŋőčő ňŋőęěśšćă G śşźěśšćşěš čőňěőňőřťĺğň φ : U × G → p^{−1}(U ) šăłőľ, ůšő p(φ(x, g)) = x ďń£ ćś£łőčő x ∈ U ĺ ćś£łőčő g ∈ G.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŕřőőąřăğ p^{−1}(U ) ⊂ T ďőśšăšőůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ U ŕřőĺğćőńĳŋő ćğ£šőľ šőůłĺ x ∈ X čőňěőňőřťěŋ ďĺśłřěšŋőňş őąžěďĺŋěŋĺ¿ ŋěśłőńĳłĺţ ¡łğěňŕń£řőć (ćőğňőęŋő, ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă) őłřěśšŋőśšĺ U , ŕřĺůěň łăęďżľ ¡łğěňŕń£ř čőňěőňőřťŋő ŕřőěłšĺřşěšś£ ŋă X őšőąřăęěŋĺěň p. Ĺŋőčďă ŋăłřżšĺěň ŋăğżćă¿š ćś¿ šřőľłş (T, X, p), ć ¡šőň śńşůăě X | ąăğă ŋăłřżšĺ£, T | ŋăłřżćă¿źěě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ p | ŕřőěłűĺ£. Ňőźŋőśšĳ ňŋőęěśšćă G ŋăğżćă¿š ůĺśńőň ńĺśšőć ŋăłřżšĺ£. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřőőąřăğ p^{−1}(x) ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ x ∈ X čőňěőňőřťěŋ G (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ďĺśłřěšěŋ).

Ŕřĺňěřż ŋăłřżšĺľ:

1. Šřĺćĺăńĳŋőě ŋăłřżšĺě: T = X × G, p(x, g)^{def}= x.

2. T = IR, X = S^1 ⊂ ′C, p(t) = e^{πit}. İšő ŋěšřĺćĺăńĳŋőě śůěšŋőńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě.

3. T = S^n, X = IRP^n, p őšŋőśĺš šőůłě śťěřż S^n ⊂ IR^{n+1} ŕř£ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ¡šş šőůłş ĺ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. İšő ŋăłřżšĺě ďćşńĺśšŋő.

4. Ŕřőěłűĺ£ ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ć IR^2 ŋă łőőřďĺŋăšŋş¿ őśĳ ŋăłřżšĺěň ŋě £ćń£ěšś£: ć šőůłăţ x = ±1 şśńőćĺě ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ŋě ćżŕőńŋěŋő.

Őąőğŋăůĺň K_n^{def}= [0, 1]^n ěďĺŋĺůŋżľ n-ňěřŋżľ łşą. Őśŋőćŋżň šěţŋĺůěśłĺň śřěďśšćőň ŕřĺ řăąőšě ś ŋăłřżšĺ£ňĺ śńşęĺš

Šěőřěňă 1 (ő ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ) Ŕşśšĳ p : T → X | ŋăłřżšĺě, ĺ f : Kn → X | ŋěŕřěřżćŋőě

őšőąřăęěŋĺě. Őąőğŋăůĺň x = f(0, . . . , 0). Šőčďă ďń£ łăęďőľ šőůłĺ y ∈ T šăłőľ, ůšő p(y) = x, śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő őšőąřăęěŋĺě F : K_n → T (ŕőďŋ£šĺě őšőąřăęěŋĺ£ f) šăłőě, ůšő F (0, . . ., 0) = y ĺ f = p ∘ F .

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćőďĺšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő n. Ąăğă n = 0 őůěćĺďŋă. Ĺŋďşłűĺőŋŋżľ ÿăč ňż ŕřőćěďěň

ŋă ŕřĺňěřě ŕěřěţőďă ł n = 1; \őąźĺľ" ĺŋďşłűĺőŋŋżľ ÿăč ŋě őšńĺůăěšś£ ŋĺůěň, łřőňě ąőńěě čřőňőğďłĺţ őąőğŋăůěŋĺľ.

Ĺšăł, ďăŋő őšőąřăęěŋĺě (ŕşšĳ) f : [0, 1] → X šăłőě, ůšő f(0) = x. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő A, śőśšő£źěě ĺğ a ∈ [0, 1] šăłĺţ, ůšő ŕőďžěň F (t) śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋ ŕřĺ t ∈ [0, a]. Ňŋőęěśšćő A ŋěŕşśšő: 0 ∈ A. Ďőłăęěň, ůšő őŋő őšłřżšő. Ŕşśšĳ a ∈ A; řăśśňőšřĺň ďń£ šőůłĺ f(a) őłřěśšŋőśšĳ U ⊂ X, őąńăďă¿źş¿ śćőľśšćăňĺ, şłăğăŋŋżňĺ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋăłřżšĺ£. Ŕřőőąřăğ p^{−1}(a) čőňěőňőřťěŋ ďĺśłřěšŋőňş śěňěľśšćş šăłĺţ ęě őłřěśšŋőśšěľ. Ćżąěřěň šş ĺğ ŋĺţ, łőšőřőľ ŕřĺŋăďńěęĺš F (a), őąőğŋăůĺň ěě V ⊂ T . Šőčďă őčřăŋĺůěŋĺě p|_V : V → U £ćń£ěšś£, ŕő şśńőćĺ¿, čőňěőňőřťĺğňőň, ĺ ňż ňőęěň ŕőńőęĺšĳ ďń£ t ∈ U ŕřőśšő F (t)^{def}= ( p|_V )^{−1} (f(t)). Šěň śăňżň ŕőďŋ£šĺě F ŕőśšřőěŋő ŋăď ćśěľ őłřěśšŋőśšĳ¿ U . Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ őůěćĺďŋă. Ŕő¡šőňş U ⊂ A, ĺ A őšłřżšő.

Ďőłăęěň, ůšő A ğăňłŋşšő. Ŕşśšĳ a | ŕřěďěńĳŋă£ šőůłă A. Řăśśňőšřĺň ďń£ a šăłş¿ ęě őłřěśšŋőśšĳ U šőůłĺ f(a), łăł ĺ ŕřěęďě. Ŕřőőąřăğ W = f^{−1}(U ) ⊂ [0, 1] őšłřżš (ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ f) ĺ ŕő¡šőňş śőďěřęĺš ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő šőůěł a_i ∈ A. Ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ F ćśě F (a_i) ∈ T ńěęăš ć őďŋőľ ĺ šőľ ęě ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšě V ŕřőőąřăğă p^{−1}(U ) (řăśśşęďěŋĺě, ć śşźŋőśšĺ, šăłőě ęě łăł ĺ ćżÿě. . . ). Šěŕěřĳ ŕőńőęĺň F (a) = ( p|_V )^{−1} (f(a)) | £śŋő, ůšő šěŕěřĳ F ŋěŕřěřżćŋă ĺ ć šőůłě a, ĺ ůšő ďřşčőčő ćăřĺăŋšă ŋěš. Ŕő¡šőňş a ∈ A, ĺ A ğăňłŋşšő. Őšłřżšőě, ğăňłŋşšőě ĺ ŋěŕşśšőě ŕőďňŋőęěśšćő A ⊂ [0, 1] śőćŕăďăěš śő ćśěň [0, 1].

�anisov@mccme.ru

Šěőřěňă 2 Ŕşśšĳ p : T → X | ŋăłřżšĺě, ĺ ŕřőśšřăŋśšćő T ńĺŋěľŋő ść£ğŋő. Šőčďă őšőąřăęěŋĺě p∗ :

π_1(T ) → π_1(X) £ćń£ěšś£ ňőŋőňőřťĺğňőň (ćńőęěŋĺěň, š.ě. ĺňěěš šřĺćĺăńĳŋőě £ďřő). Ĺŋďěłś ŕőďčřşŕŕż p_∗(π_1(T )) ć čřşŕŕě π_1(X) řăćěŋ ůĺśńş ńĺśšőć ŋăłřżšĺ£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕşśšĳ ŕěšń£ γ : [0, 1] → T ś ŋăůăńĳŋőľ šőůłőľ γ(0) = y0 ŕřőěłšĺřşěšś£ ć śš£čĺćăěňş¿

ŕěšń¿ p∘γ : [0, 1] → X ś ŋăůăńĳŋőľ šőůłőľ p(y_0)^{def}= x_0. Čőňőšőŕĺ¿ f_τ (t), t, τ ∈ [0, 1], śš£čĺćă¿źş¿ ŕěšń¿ p∘γ ć šőůłş, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě f : [0, 1]^2 → X, ďń£ łőšőřőčő f_0(t) = p(γ(t)) ĺ f_1(t) = x_0. Ŕő šěőřěňě 1 ¡šő őšőąřăęěŋĺě ňőęŋő ŕőďŋ£šĳ ďő őšőąřăęěŋĺ£ F : [0, 1]^2 → T šăłőčő, ůšő p ∘ F = f. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő F £ćń£ěšś£ čőňőšőŕĺěľ, śš£čĺćă¿źěľ ŕěšń¿ γ ć šőůłş y_0. Śńěďőćăšěńĳŋő, £ďřő čőňőňőřťĺğňă p_∗ šřĺćĺăńĳŋő.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕěšń¿ ϱ(t) ć ŕřőśšřăŋśšćě X ś ŋăůăńőň ć šőůłě ϱ(0) = x_0. Ŕőďŋĺňěň ěě (ŕő šěőřěňě 1) ďő ŕşšĺ σ(t) ć ŕřőśšřăŋśšćě T ś ŋăůăńĳŋőľ šőůłőľ σ(0) = y_0. Ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ŕěšńě ϱ šőůłş σ(1) ∈ p^{−1}(x_0). Čőňőšőŕŋżň ŕěšń£ň śőőšćěšśšćşěš őďŋă ĺ šă ęě šőůłă: ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺ čőňőšőŕĺĺ ŕěšńĺ ϱ šőůłă σ(1) ďőńęŋă ĺğňěŋ£šĳś£ ŋěŕřěřżćŋő, ŋő ňŋőęěśšćő p^{−1}(x_0) ďĺśłřěšŋő, ĺ ŕő¡šőňş őŋă śšőĺš ŋă ňěśšě. Šěň śăňżň ŕőśšřőěŋő őšőąřăęěŋĺě π_1(X) → p^{−1}(x_0). Ĺğ ńĺŋěľŋőľ ść£ğŋőśšĺ T śńěďşěš, ůšő ¡šő | őšőąřăęěŋĺě ŋă. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ŕěšń£ň ϱ_1 ĺ ϱ_2 ŕőśšăćńěŋă ć śőőšćěšśšćĺě őďŋă ĺ šă ęě šőůłă. Šőčďă ŕěšń£ ϱ_1ϱ^{−1}_2 £ćń£ěšś£ őąřăğőň ŕěšńĺ σ_1σ^{−1}_2 ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ p, ĺ ŕő¡šőňş ŕřĺŋăďńěęĺš őąřăğş čőňőňőřťĺğňă p_∗. Šěň śăňżň ŕőśšřőěŋő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş šőůłăňĺ ňŋőęěśšćă p^{−1}(x_0) ĺ śňěęŋżňĺ łńăśśăňĺ π_1(X) ŕő p_∗(π_1(T )).

Śńěďśšćĺě π1(IRP^n) = ZZ 2 ŕřĺ n > 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăśśňőšřĺň ďćşńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě p : S^n → IRP^n, şłăğăŋŋőě ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ. Ŕřĺ n > 1

π_1(S^n) = 1. Ŕőďčřşŕŕă p_∗(π_1(S^n)) šřĺćĺăńĳŋă; ŕő šěőřěňě 2 őŋă ĺňěěš ĺŋďěłś 2 ć π_1(IRP^n). Śńěďőćăšěńĳŋő, π_1(IRP^n) śőśšőĺš ĺğ 2 ¡ńěňěŋšőć.

Ŋăğőćěň šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ţőřőÿĺň, ěśńĺ ć ŋěň ń¿ążě ďćă ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺţ ŕşšĺ čőňőšőŕŋż. Łńăśś ţőřőÿĺţ ŕřőśšřăŋśšćő ćěśĳňă ÿĺřőł | ŋăŕřĺňěř, šăłőćż ćśě ňŋőčőőąřăğĺ£, ąşłěšż ĺ ćőőąźě ćśě řăśśňăšřĺćăćÿĺěś£ ŋăňĺ ďő śĺţ ŕőř ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕřĺňěřőň ŕńőţőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£, ŋăŕřĺňěř, ňŋőęěśšćő šőůěł ŕńőśłőśšĺ, ş łőšőřżţ ţőš£ ąż őďŋă łőőřďĺŋăšă ĺřřăűĺőŋăńĳŋă (şąěďĺšěśĳ !).

Šěőřěňă 3 Ŕşśšĳ X | ńĺŋěľŋő ść£ğŋőě ţőřőÿěě ŕřőśšřăŋśšćő. Šőčďă ŋăď X śşźěśšćşěš ŋăłřżšĺě

p : T → X, ć łőšőřőň ŋăłřżćă¿źěě ŕřőśšřăŋśšćő T | ńĺŋěľŋő ść£ğŋőě ĺ őďŋőść£ğŋőě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Őšňěšĺň ć X šőůłş x0. Ŋăğőćěň ďćă ŕşšĺ f1 ĺ f2 c ŋăůăńőň ć šőůłě x0 ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ,

ěśńĺ f_1(1) = f_2(1) ĺ ŕěšń£ f_1f^{−1}_2 śš£čĺćăěňă. Šěŕěřĳ ćőğĳňěň ć łăůěśšćě T ŕřőśšřăŋśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕşšěľ. Šőŕőńőčĺ¿ ć T őŕřěďěńĺň őůěćĺďŋżň őąřăğőň. Őšőąřăęěŋĺě p : T → X śőŕőśšăćń£ěš ŕşšĺ f ∈ T ěčő łőŋěůŋş¿ šőůłş p(f)^{def}= f(1) ∈ X. Šőš ťăłš, ůšő šřőľłă (T, X, p) őąřăğşěš ŋăłřżšĺě, ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ţőřőÿěčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ďőłăğăšěńĳśšćő őďŋőść£ğŋőśšĺ T | şŕřăęŋěŋĺě ŋă ŕřĺňěŋěŋĺě šěőřěňż 1.

Ŋěąőńĳÿőľ ňőďĺťĺłăűĺěľ šěőřěňż 3 ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ąőńěě őąźěě şšćěřęďěŋĺě:

Šěőřěňă 3^′ Ŕşśšĳ X | ńĺŋěľŋő ść£ğŋőě ţőřőÿěě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă π1(X).

Šőčďă śşźěśšćşěš ŋăłřżšĺě p : T → X, ć łőšőřőň T ńĺŋěľŋő ść£ğŋő ĺ šăłőćő, ůšő p_∗(π_1(T )) = G.

Ŋăłřżšĺě p : T → X ś őďŋőść£ğŋżň T ŋăğżćă¿š şŋĺćěřśăńĳŋżň. Ŕřĺůĺŋőľ šăłőčő ŋăğćăŋĺ£ £ćń£ěšś£ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě:

Šěőřěňă 4 Ŕşśšĳ p : T → X | şŋĺćěřśăńĳŋőě ŋăłřżšĺě ŋăď ţőřőÿĺň ŕřőśšřăŋśšćőň, ă p^′ : T^′ → X |

ŕřőĺğćőńĳŋőě ŋăłřżšĺě ś ńĺŋěľŋő ść£ğŋżň ŋăłřżćă¿źĺň ŕřőśšřăŋśšćőň T^′. Šőčďă śşźěśšćşěš ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě f : T → T^′ šăłőě, ůšő p = f ∘ p^′.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŕřőĺğćőńĳŋőě ŋăłřżšĺě ŕőńşůăěšś£ \ťăłšőřĺğăűĺěľ" şŋĺćěřśăńĳŋőčő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ğăťĺłśĺřşěň šőůłş y0 ∈ T ĺ ćżąěřěň ć łăůěśšćě f(y0) ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş y^′_0 ∈ (p^′)^{−1}(p(y0)).

Ďń£ ń¿ąőľ ďřşčőľ šőůłĺ y ∈ T ŕőśšşŕĺň šăł. Śőěďĺŋĺň y ś y_0 ŕşšěň γ | ¡šő ćőğňőęŋő, ŕőśłőńĳłş T ńĺŋěľŋő ść£ğŋő. Śŕřőěłšĺřşěň γ ŋă X, ă ŕőńşůĺćÿĺľś£ ŕşšĳ p ∘ γ ŕőďŋĺňěň (ŕő šěőřěňě 1) ďő ŕşšĺ γ^′ ć T^′ ś ŋăůăńőň y^′_0. Łőŋěű γ^′(1) ¡šőčő ŕşšĺ ĺ ćőğĳňěň ć łăůěśšćě f(y). Ŕőśłőńĳłş T őďŋőść£ğŋő, ŕşšĳ γ őŕřěďěńěŋ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő šőůłă f(y) = γ^′(1) šăłęě őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő. Ŕřőćěřłă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕőśšřőěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ f ĺ řăćěŋśšćă p = f ∘ p^′ šřĺćĺăńĳŋă.