Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Šőŕőńőčĺ£, 2 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 5

Ś. Ś. Ăŋĺśőć^�

13 ňăřšă 1998 č.

Łřăšłőě śőďěřęăŋĺě

Őŕřěďěń£ěšś£ ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ŕőćěřţŋőśšĺ.

Čřăť ` ŋăğżćăěšś£ ćńőęěŋŋżň ć ďćşňěřŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ S (ś łřăěň ĺńĺ ąěğ łřă£), ěśńĺ ěčő řěąřă ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ ŋěŕřěřżćŋżě łřĺćżě, ŕěřěśěłă¿źĺěś£ šőńĳłő ć ćěřÿĺŋăţ, ă łşśłĺ (\čřăŋĺ"), ŋă łőšőřżě ŕőćěřţŋőśšĳ S řăğąĺšă řěąřăňĺ, čőňěőňőřťŋż őšłřżšżň łřşčăň.

Ŕřĺňěřż ćńőęěŋŋżţ čřăťőć:

1. S | śťěřă; ` | ¡łćăšőř, ŋă łőšőřőň őšňěůěŋă 1 šőůłă (ćěřÿĺŋă).

2. S | šőř; ` śőśšőĺš ĺğ ŕăřăńńěńĺ ĺ ňěřĺďĺăŋă.

3. S | łřşč; ` śőśšőĺš ĺğ n šőůěł ŋă čřăŋĺűě ĺ řěąěř, őąřăğş¿źĺţ ŋěłőšőřş¿

šřĺăŋčşń£űĺ¿ n-şčőńĳŋĺłă.

4. S | ńĺśš Ňěąĺşśă, čřăť ` ĺğőąřăęěŋ ŋă řĺśşŋłě 1.

5. S | řşůłă (šőř ś ďżřłőľ), čřăť ` ĺğőąřăęěŋ ŋă řĺśşŋłě 2.

6
      ?

u u

? ?

     -

     -

nu u Řĺś. 2

Řĺś. 1

Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ (ňż ŋě ąşďěň ¡šőčő ďěńăšĳ), ůšő ć ŕőćěřţŋőśšĳ S ňőęŋő ćńőęĺšĳ łőŋěůŋżľ čřăť šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă łőňŕăłšŋă.

Őśŋőćŋżň řěğşńĳšăšőň ďăŋŋőľ ńěłűĺĺ £ćń£ěšś£

Šěőřěňă 1 Ŕşśšĳ ` | ść£ğŋżľ čřăť, ćńőęěŋŋżľ ć ŕőćěřţŋőśšĳ S. Őąőğŋăůĺň V ůĺśńő ćěřÿĺŋ čřăťă `, E

| ůĺśńő ěčő řěąěř, ă F | ůĺśńő čřăŋěľ, ŋă łőšőřżě S řăğąĺšă řěąřăňĺ. Šőčďă ćěńĺůĺŋă χ(S) = V − E + F ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă čřăťă ` ĺ ěčő ćńőęěŋĺ£ ć ŕőćěřţŋőśšĳ S, ă ğăćĺśĺš šőńĳłő őš śăňőľ ŕőćěřţŋőśšĺ.

Ůĺśńő χ(S) ŋăğżćăěšś£ ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ŕőćěřţŋőśšĺ S.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1 ňż ŕřőćěďěň ć ŋěśłőńĳłő ¡šăŕőć. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő űĺłńőň ć čřăťě ŋăğżćăěšś£

ğăňłŋşšżľ ŕşšĳ, ŕřőţőď£źĺľ ŕő ěčő řěąřăň, ŕřĺůěň ŋĺ ŕő łăłőňş řěąřş ŋě ŕřőţőď£źĺľ ďćăęďż. Čřăť ŋăğżćăěšś£ ďěřěćőň, ěśńĺ őŋ ść£ğŋżľ ĺ ŋě ĺňěěš űĺłńőć.

İšăŕ 1. S | śťěřă, ` | ďěřěćő. Ŕăřăńńěńĳŋő ś ďőłăğăšěńĳśšćőň ňż ćżůĺśńĺň ¡ľńěřőćş ţăřăłšěřĺśšĺłş śťěřż | őŋă řăćŋă 2. Łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ďń£ ďěřěćă V = E + 1 (ďőłăğăšěńĳśšćő ŋěśńőęŋőľ ĺŋďşłűĺěľ ŕő ůĺśńş ćěřÿĺŋ), ĺ šřěąşěšś£ ńĺÿĳ ďőłăğăšĳ, ůšő F = 1, š.ě., ďőŕőńŋěŋĺě ł ďěřěćş ŋă ŕńőśłőśšĺ ńĺŋěľŋő ść£ğŋő. Łăł ŕřőćőďĺšĳ łřĺćş¿, śőěďĺŋ£¿źş¿ ďćě ŕřőĺğćőńĳŋżě šőůłĺ a ĺ b, ćĺďŋő ĺğ řĺśşŋłă 3: śŋăůăńă a ĺ b śőěďĺŋ£¿šś£ ś šőůłăňĺ, ńěęăźĺňĺ őůěŋĳ ąńĺğłő őš čřăťă, ă ¡šĺ ŕőśńěďŋĺě śőěďĺŋ£¿šś£ łřĺćőľ, ĺďşźěľ ćśě ćřěň£ ř£ďőň ś řěąřăňĺ | ďń£ ďěřěćă ŋěšřşďŋő őŕĺśăšĳ, łăł ĺňěŋŋő.

s

s

a

b

Řĺś. 3

İšăŕ 2. S | śťěřă, ` | ŕřőĺğćőńĳŋżľ čřăť. Ďń£ ¡šőčő śńşůă£ ňż ĺśŕőńĳğşěň śńěďş¿źěě łńăśśĺůěśłőě şšćěřęďěŋĺě (ďőłăğżćăšĳ łőšőřőě ŋě ąşďěň):

Ńěňňă (Ęőřďăŋă) Ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ďćşňěřŋőľ śťěřż, čőňěőňőřťŋőě őłřşęŋőśšĺ, řăğąĺćăěš śťěřş ŋă

2 ůăśšĺ, čőňěőňőřťŋżě őšłřżšżň łřşčăň.

Ćżďěńĺň šěŕěřĳ ć čřăťě ` ňăłśĺňăńĳŋőě ďěřěćő, š.ě. ść£ğŋş¿ śőćőłşŕŋőśšĳ řěąěř, ŋě śőďěřęăźş¿ űĺłńőć ĺ šăłş¿, ůšő ďőąăćńěŋĺě ł ŋěľ ŕřőĺğćőńĳŋőčő řěąřă γ ŕřĺćőďĺš ł ŕő£ćńěŋĺ¿ űĺłńă. Řăśśňőšřĺň šăłőě řěąřő (\ŕěřěňżůłş") ĺ şďăńĺň ěčő ĺğ čřăťă. Ŕřĺ ¡šőň čřăť őśšăŋěšś£ ść£ğŋżň, ŕőśłőńĳłş řěąřő γ ćţőďĺš

�anisov@mccme.ru

ć ŋěłőšőřżľ űĺłń Z. Ůĺśńő V ćěřÿĺŋ ŋě ĺğňěŋĺšś£, ůĺśńő E řěąěř şňěŋĳÿĺšś£ ŋă ěďĺŋĺűş. Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ĺğ ńěňňż Ęőřďăŋă, ŕřĺňěŋěŋŋőľ ł űĺłńş Z, śńěďşěš, ůšő ś ďćşţ śšőřőŋ őš řěąřă γ ŋăţőď£šś£ šőůłĺ, ŕřĺŋăďńěęăźĺě ďćşň řăğńĺůŋżň čřăŋ£ň. Ŕőśńě şďăńěŋĺ£ γ ¡šĺ čřăŋĺ śőńĳ¿šś£, ĺ šěň śăňżň F šăłęě şňěŋĳÿĺšś£ ŋă ěďĺŋĺűş, ă ůĺśńő V − E + F ŋě ĺğňěŋĺšś£. Şďăń££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśě ŕěřěňżůłĺ, śćěďěň şšćěřęďěŋĺě ł śńşůă¿ ďěřěćă, łőšőřżľ ňż řăğąĺřăńĺ ćżÿě. Šěň śăňżň ďń£ śťěřż šěőřěňă ďőłăğăŋă.

İšăŕ 3. S | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőćěřţŋőśšĳ. Řăśśňőšřĺň ŋă ŋěľ ďćă ćńőęěŋŋżţ čřăťă, `_1 ĺ `_2, ĺ ďőłăęěň, ůšő V_1 − E_1 + F_1 = V_2 − E_2 + F_2. Ŕőÿěćěńĺć čřăť `_2, ňż ňőęěň ďőąĺšĳś£, ůšőąż řěąřă `_1 ĺ `_2 ŕěřěśěłăńĺśĳ ńĺÿĳ ć łőŋěůŋőň ůĺśńě šőůěł (ŋő ŕěřěśěłăńĺśĳ !). Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ čřăť `, ŕőńşůă¿źĺľś£ \őąžěďĺŋěŋĺěň" `_1 ĺ `_2 | ěčő ćěřÿĺŋăňĺ ąşďşš ćěřÿĺŋż őąőĺţ čřăťőć ĺ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ĺţ řěąěř. Ňż ďőłăęěň, ůšő V_1 − E_1 + F_1 = V − E + F = V_2 − E_2 + F_2.

Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ čřăŋĳ A čřăťă `_1. Ŕşśšĳ ŋă ěě čřăŋĺűě ŋăţőďĺšś£ n ćěřÿĺŋ čřăťă ` (ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, n řěąěř), ă ćŋşšřĺ | v ćěřÿĺŋ, e řěąěř ĺ f čřăŋěľ. Čřăŋĳ A čőňěőňőřťŋă ďĺśłş, ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő řăćŋă 1 | ¡šő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺţ şęě ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż ŕřő śťěřş. Ŕő¡šőňş (n + v) − (n + e) + f = v − e + f = 1. Ěśńĺ ňż şďăńĺň ĺğ ` ćśě ćěřÿĺŋż ĺ řěąřă, ńěęăźĺě ćŋşšřĺ A, šő čřăť őśšăŋěšś£ ść£ğŋżň. Ůĺśńő řěąěř şňěŋĳÿĺšś£ ŋă e, ůĺśńő ćěřÿĺŋ | ŋă v, ĺ ůĺśńő čřăŋěľ | ŋă f − 1 (ążńő f čřăŋěľ, őśšăńăśĳ őďŋă | A. Ŋő f − 1 = e − v, ĺ ŕő¡šőňş ćěńĺůĺŋă V − E + F ŋě ĺğňěŋĺšś£. Ďěľśšćş£ ŕőďőąŋżň őąřăğőň, ňż ňőęěň, ŋě ĺğňěŋ££ V − E + F , \őůĺśšĺšĳ" ćśě čřăŋĺ čřăťă `_1, š.ě. ŕőńşůĺšĳ čřăť, őšńĺůă¿źĺľś£ őš `_1 šőńĳłő šěň, ůšő ŋă ŋěłőšőřżţ řěąřăţ ŕőśšăćńěŋż ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ćěřÿĺŋż. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő şďăńěŋĺě šăłĺţ ćěřÿĺŋ ŋě ćńĺ£ěš ŋă V − E + F . Ŕő¡šőňş V − E + F = V_1 − E_1 + F_1. Řăćěŋśšćő V − E + F = V_2 − E_2 + F_2 ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Śćőľśšćă ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ:

Śćőľśšćő 1 Ŕşśšĳ ŕőćěřţŋőśšĳ S ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ŕőćěřţŋőśšěľ A ĺ B. Šőčďă χ(A ∪ B) = χ(A) + χ(B) − χ(A ∩ B). Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋşęŋő ćńőęĺšĳ ć S čřăť šăł, ůšőąż őŋ őłăğăńś£ ćńőęěŋ ć A∩B, A \ B ĺ B \ A (ůěřšă őğŋăůăěš ğăňżłăŋĺě). İšő ćőğňőęŋő, ěśńĺ ¡šĺ ňŋőęěśšćă łőňŕăłšŋż. Ğăňěšĺň, ůšő ¡šő śćőľśšćő őğŋăůăěš, ůšő ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋěůšő ćřőďě \ňěřż" (ŕńőźăďĺ) ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ.

Śćőľśšćő 2 Ŕşśšĳ A ĺ B | ŕőćěřţŋőśšĺ ś łřăěň, ă ŕőćěřţŋőśšĳ S ŕőńşůěŋă ĺţ śłńěĺćăŋĺěň ŕő łăłőľ-

ŋĺąşďĳ łőňŕőŋěŋšě ść£ğŋőśšĺ łřă£. Šőčďă χ(S) = χ(A) + χ(B).

Łőňŕőŋěŋšă ść£ğŋőśšĺ łřă£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őłřşęŋőśšĳ. Řăśśňőšřĺň čřăťż, ćńőęěŋŋżě ć A ĺ B. Šőčďă ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ S ćőğŋĺłăěš ść£ğŋżľ čřăť, £ćń£¿źĺľś£ ĺţ őąžěďĺŋěŋĺěň. Śćőľśšćő šěŕěřĳ śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ŋă őłřşęŋőśšĺ śłńěľłĺ ńěęĺš śšőńĳłő ęě ćěřÿĺŋ, śłőńĳłő ĺ řěąěř. Ğăňěšĺň, ůšő śćőľśšćő 2 ňőęŋő ążńő ąż śůĺšăšĳ ůăśšŋżň śńşůăěň śćőľśšćă 1, ěśńĺ ŕőńőęĺšĳ ¡ľńěřőćş ţăřăłšěřĺśšĺłş őłřşęŋőśšĺ řăćŋőľ ŋşń¿. İšőľ ďěľśšćĺšěńĳŋő šăł: śşźěśšćşěš śŕőśőą őŕřěďěńĺšĳ ¡ľńěřőćş ţăřăłšěřĺśšĺłş ŋě šőńĳłő ďń£ ŕőćěřţŋőśšĺ, ć łőšőřş¿ ňőęŋő ćńőęĺšĳ čřăť, ŋő ĺ ďń£ śşźěśšćěŋŋő ąőńěě ÿĺřőłőčő łńăśśă šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć | ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ ćśěţ łőňŕăłšŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ŕřĺ ¡šőň śőţřăŋ£ěšś£ śćőľśšćő 1 ĺ őłăğżćăěšś£, ůšő χ(S^1) = 0.

Śńěďśšćĺě 1 Ŕşśšĳ ŕőćěřţŋőśšĳ S ŕőńşůěŋă ĺğ ŕőćěřţŋőśšĺ S^0 ćżřěğăŋĺěň ňăńěŋĳłőľ ďżřłĺ. Šőčďă

χ(S) = χ(S^0 ) − 1. Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă śťěřż ś n ďżřłăňĺ řăćŋă 2 − n.

İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ňăńěŋĳłă£ ďżřłă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łřşč, ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă łőšőřőčő řăćŋă 1.

Śńěďśšćĺě 2 İľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă śťěřż ś n + g ďżřłăňĺ, g ĺğ łőšőřżţ ğăłńěěŋż řşůłăňĺ (\śťěřă

ś g řşůłăňĺ ĺ n ďżřłăňĺ"), řăćŋă 2 − 2g − n.

İľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă řşůłĺ (šőřă ś ďżřłőľ) řăćŋă −1 | śň. řĺś. 2.

Śńěďśšćĺě 3 İľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ńĺśšă Ňěąĺşśă řăćŋă 0, ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ 1, ąşšżńłĺ

Łńěľŋă 0.

İľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ńĺśšă Ňěąĺşśă ćĺďŋă ĺğ řĺś. 1. Ŕřőěłšĺćŋă£ ŕńőśłőśšĳ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńĺśš Ňěąĺşśă ĺ łřşč, śłńěěŋŋżě ŕő őąźěľ čřăŋĺűě | őłřşęŋőśšĺ. Ąşšżńłă Łńěľŋă | ďćă ńĺśšă Ňěąĺşśă, śłńěěŋŋżţ ŕő čřăŋĺűě.

Ŋă śăňőň ďěńě śńěďśšćĺ£ 1, 2 ĺ 3 ŕőğćőń£¿š ŋăľšĺ ¡ľńěřőćş ţăřăłšěřĺśšĺłş ń¿ąőľ łőňŕăłšŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ (ś łřăěň ĺńĺ ąěğ łřă£), ććĺďş śńěďş¿źěľ łńăśśĺťĺłăűĺőŋŋőľ šěőřěňż, łőšőřş¿ ňż őśšăćĺň ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă:

Šěőřěňă 2 Ń¿ąőě łőňŕăłšŋőě ďćşňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě (ćőğňőęŋő, ś łřăěň) čőňěőňőřťŋő ńĺąő śťěřě ś g

řşůłăňĺ ĺ n ďżřłăňĺ, ńĺąő ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ ś řşůłăňĺ ĺ ďżřłăňĺ, ńĺąő ąşšżńłě Łńěľŋă ś ďżřłăňĺ.

Śńěďş¿źă£ šěőřěňă őŕĺśżćăěš ŕőćěďěŋĺě ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŕřĺ ŋăłřżšĺ£ţ.

Šěőřěňă 3 Ŕşśšĳ p : S^0 → S | n-ńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě. Šőčďă χ(S^0 ) = nχ(S).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ćńőęĺň ć ŕőćěřţŋőśšĳ S čřăť ` ś V ćěřÿĺŋăňĺ ĺ E řěąřăňĺ, ĺ řăśśňőšřĺň ěčő ŕřőőąřăğ

`^0 ⊂ S^0 ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ p. Őůěćĺďŋő, `^0 | čřăť ś nV ćěřÿĺŋăňĺ. Őčřăŋĺůěŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ p ŋă ŕřőőąřăğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő řěąřă α (ąěğ łőŋűőć) ŕřěďśšăćń£ěš śőąő¿ n-ńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě ŋăď α. Ŕőśłőńĳłş π_1(α) = 0 (α čőňěőňőřťŋő ĺŋšěřćăńş, š.ě. śš£čĺćăěňő), ¡šő ŋăłřżšĺě šřĺćĺăńĳŋő. Ŕő¡šőňş ŕřőőąřăğ łăęďőčő řěąřă śőśšőĺš ĺğ n řăğńĺůŋżţ řěąěř, ĺ őąźěě ůĺśńő řěąěř čřăťă `^0 řăćŋő nE. Ăŋăńőčĺůŋő, ŕřőőąřăğ łăęďőľ čřăŋĺ (ąěğ čřăŋĺűż), ŋă łőšőřżě ` řăğąĺćăěš S, čőňěőňőřťěŋ ŋěść£ğŋőňş őąžěďĺŋěŋĺ¿ n łřşčőć. Ŕő¡šőňş čřăť `^0 ćńőęěŋ ć ŕőćěřţŋőśšĳ S^0 (ćśě čřăŋĺ čőňěőňőřťŋż łřşčăň), ĺ ůĺśńő čřăŋěľ řăćŋő nF , čďě F | ůĺśńő čřăŋěľ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ S. Őšś¿ďă χ(S^0 ) = nV − nE + nF = nχ(S).