Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Łĺšăěć; ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

10 ńěłűĺ£ (16/04/98)

Łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż (ŕřőďőńęěŋĺě)

Ŕő ŕőćőďş řăśśłăğăŋŋőčő ć ŕřőÿńżľ řăğ ăńčőřĺšňă ćőğŋĺłăěš ř£ď ěśšěśšćěŋŋżţ ćőŕřőśőć. Ŋăůŋěň ś őšćěšőć ŋă ŋĺţ.

| Ňőęŋő ńĺ ŋăţőďĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ďřşčĺţ őŕěřăšőřőć šăł ęě, łăł ć ăńčőřĺšňě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕěřĺőďă?

Ňőęŋő ŋăţőďĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă šăłĺţ őŕěřăšőřőć U, ďń£ łőšőřżţ U|0⟩ = |0⟩ ĺ ěśšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ śţěňă řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřă ~(U). Ěśńĺ ďń£ śăňőčő őŕěřăšőřă U ěśšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ śţěňă, šő ďń£ őŕěřăšőřă ~(U) ěě šăłęě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ¡ńěňěŋš Ťřěďłĺŋă | şŕřăćń£ěňżľ őąňěŋ ąĺšăňĺ. İńěňěŋš Ťřěďłĺŋă ğăďăěšś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ |a, b, c⟩ → { |0, b, c⟩ ěśńĺ a = 0 |1, c, b⟩ ěśńĺ a = 1 Ŋă ćřěğłě ŕőłăğăŋő, łăł ĺğ śţěňż ďń£ U, śőţřăŋ£¿źěčő |0⟩, ŕőśšřőĺšĳ śţěňş ďń£ ~(U). Ć ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăţ ŕřőĺśţőďĺš şŕřăćń£ěňżľ őąňěŋ q-ąĺšăňĺ (ŕăřăńńěńĳŋő ďěľśšćşěš ŋşęŋőě łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć Ťřěďłĺŋă). Ěśńĺ şŕřăćń£¿źĺľ q-ąĺš řăćěŋ |1⟩, šő ŋă ćţőď śţěňż, ćżůĺśń£¿źěľ U ąşďěš ŕőďăŋ |ξ⟩, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě | |0⟩.

Šőůŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă ŋěćěńĺłă, ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ğăćĺśĺš őš řăğňěřă śţěňż. Ěśńĺ ňőęŋő ¡ťťěłšĺćŋő ćżůĺśń£šĳ śšěŕěŋĺ őŕěřăšőřă (łăł ĺ ążńő ć řăśśňőšřěŋŋőň ć ŕřőÿńżľ řăğ ăńčőřĺšňě), šő šőůŋőśšĳ ňőęŋő śďěńăšĳ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőľ.

| Łăłĺě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ňż ŋăţőďĺň?

Ňż ŋăţőďĺň ğŋăůěŋĺě śńşůăľŋő ćżąřăŋŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ůĺśńă. Řăśŕřěďěńěŋĺěň ŕő ňŋőęěśšćş ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ňőęŋő şŕřăćń£šĳ, ćżąĺřă£ ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě (ć ăńčőřĺšňě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕěřĺőďă | |1⟩). Ćğ£ć ŋăůăńĳŋżň śőśšő£ŋĺě, ğăďăćăěňőě ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ŕńőšŋőśšĺ ρ =^1_t ∑ a |a⟩⟨a| =^1_t ∑ k |ξ_k⟩⟨ξ_k| (čďě |ξ_k⟩ ŕřőąěčăěš ňŋőęěśšćő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć

U), ŕőńşůĺň řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń. Ć ăńčőřĺšňě ŋăţőęďěŋĺ£ ŕěřĺőďă ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě ćżąĺřăńőśĳ ĺŋăůě: ňż ćżąĺřăńĺ šăłőľ ćěłšőř, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă śőąśšćěŋŋżţ ůĺśńăţ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ őŕřěďěńěŋŋőľ őřąĺšě, őśšăńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋě ŕőřőęďăńĺśĳ.

| Łăłĺě ěźě ŕřĺňěřż łćăŋšőćżţ ăńčőřĺšňőć ĺğćěśšŋż?

İšő ţőřőÿĺľ ćőŕřőś. Ŋă śăňőň ďěńě, šăłĺţ ăńčőřĺšňőć ĺğćěśšŋő ďőćőńĳŋő ňăńő. Ťăłšĺůěśłĺ, ěśšĳ šřĺ śşźěśšćěŋŋő řăğńĺůŋżţ śńşůă£:

1) ğăďăůă ő ŕőśšřőěŋĺĺ śšăąĺńĺğăšőřă ďěľśšćĺ£ ăąěńěćőľ čřşŕŕż (őŋă ćłń¿ůăěš ć śěą£ ĺ ğăďăůş ő ćżůĺśńěŋĺĺ ŕěřĺőďă, ĺ ğăďăůş ŋăţőęďěŋĺ£ ďĺśłřěšŋőčő ńőčăřĺťňă);

2) ňőďěńĺřőćăŋĺě łćăŋšőćő-ňěţăŋĺůěśłĺţ śĺśšěň;

3) őąźă£ ŕěřěąőřŋă£ ğăďăůă (ć őřăłşńĳŋőľ ŕőśšăŋőćłě).

Řăśśňőšřĺň ćśě ¡šĺ šřĺ śńşůă£.

Őąźă£ ŕěřěąőřŋă£ ğăďăůă (łćăŋšőćżľ ŕőĺśł)

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ şśšřőľśšćő, łőšőřőě ŕő ćţőďăň x ĺ y őŕřěďěń£ěš ğŋăůěŋĺě ŋěłőšőřőčő ŕřěďĺłăšă A(x, y) (őŋő ĺğőąřăęěŋő ŋă ćřěğłě). Ŋăś ĺŋšěřěśşěš ŕřěďĺłăš F (x) = ∃ yA(x, y). İšő ŕőţőęě ŋă őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP, ŋő śěľůăś ŋăň ŋěďőśšşŕŋă ćŋşšřěŋŋ££ śšřşłšşřă şśšřőľśšćă, ćżůĺśń£¿źěčő ŕřěďĺłăš A. Ćżůĺśńĺšĳ ć šăłĺţ şśńőćĺ- £ţ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă F (x) ŋă łńăśśĺůěśłőň łőňŕĳ¿šěřě ŋěńĳğ£ ążśšřěě ůěň ğă K = 2^n ÿăčőć (n | łőńĺůěśšćő ąĺš ć ğăŕĺśĺ y).

Őłăğżćăěšś£, ůšő ŋă łćăŋšőćőň łőňŕĳ¿šěřě ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă F (x) ĺ ďăęě ŋăľšĺ y, ŋă łőšőřőň ćżŕőńŋěŋő A(x, y), ğă ćřěň£ O( √ K). Ŕőńşůěŋż šăłęě ĺ ŋĺęŋĺě őűěŋłĺ (ŕő ŕőř£ďłş šăłĺě ęě), ŕőłăğżćă¿źĺě, ůšő ć ¡šőľ ŕőśšăŋőćłě łćăŋšőćżě şśšřőľśšćă ďă¿š ńĺÿĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě şśłőřěŋĺě ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś łńăśśĺůěśłĺňĺ.

Ć łćăŋšőćőľ ŕőśšăŋőćłě ğăďăůă ćżčń£ďĺš šăł. Ćţőď x ŕő-ŕřěęŋěňş łńăśśĺůěśłĺľ, ŋő śăň \ůěřŋżľ £źĺł" | łćăŋšőćőě şśšřőľśšćő, ĺ ćţőď y (ćăřĺăŋšż őšćěšă) ňż ąşďěň śůĺšăšĳ łćăŋšőćżň. Ŕő¡šőňş ŋăÿ őřăłşń (ĺńĺ \ůěřŋżľ £źĺł") ğăďăěš őŕěřăšőř U_x, ďěľśšćş¿źĺľ ŕő ŕřăćĺńş U_x|y⟩ = { |y⟩ ěśńĺ A(x, y) = 0 −|y⟩ ěśńĺ A(x, y) = 1 . Ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě F (x) ĺ ŋăľšĺ \őšćěš" y (ŕřĺ łőšőřőň ćżŕőńŋěŋ A(x, y)).

Řěğşńĳšăšż, ő łőšőřżţ şęě şŕőňĺŋăńőśĳ, ťőřňşńĺřş¿šś£ šăł: Śşźěśšćş¿š ďćě łőŋśšăŋšż C_1 ĺ C_2 šăłĺě, ůšő ěśšĳ śţěňă řăğňěřă ≤ C_1 √ K, řěÿă¿źă£ ń¿ąş¿ ğăďăůş şłăğăŋŋőčő ćĺďă;

ă ďń£ ń¿ąőľ śţěňż řăğňěřă ≤ C_2 √ K śşźěśšćşěš ğăďăůă, łőšőřă£ ŋě řěÿăěšś£ ŋě ¡šőľ śţěňě (šő ěśšĳ śţěňă ďăěš ŋěŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ > 2/3.

Ňż řăğąěřěň şŕřőźěŋŋş¿ ŕőśšăŋőćłş: śůĺšăěň, ůšő \őšćěš" śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋ, őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ y_0; ŋşęŋő ŋăľšĺ y_0. Śţěňă, łőšőřş¿ ňż ďń£ ¡šőčő ŕőśšřőĺň, ąşďěš ŕřĺňěřőň \ŕř£ňőčő" łćăŋšőćőčő ćżůĺśńěŋĺ£; őŋă ąşďěš őŕĺśăŋă ć šěřňĺŋăţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć.

Řăśśňőšřĺň ďćă őŕěřăšőřă:

U = I − 2|y_0⟩⟨y_0| ĺ ěźě őďĺŋ V = I − 2|ξ⟩⟨ξ| čďě |ξ⟩ = 1 √ K ∑ y |y⟩, šăł ůšő V =

1 −^2_K . . . −^2_K . . ... . . −^2_K . . . 1 −^2_K . Őŕěřăšőř U ŋăň ğăďăŋ (¡šő őřăłşń), ŕőśšřőĺň łćăŋšőćş¿ śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ V . Ďěľśšćőćăšĳ ąşďěň šăł: ŕěřěćěďěň |ξ⟩ ć |0⟩, ă ğăšěň řěăńĺğşěň ăŋăńőčĺůŋő U, ŋő ś ĺğćěśšŋżň y_0 = 0.

Śŋăůăńă ŕőśšřőĺň őŕěřăšőř W , łőšőřżľ ŕěřěćőďĺš |ξ⟩ ć |0^n⟩ (ŋăŕőňŋĺň, ůšő K = 2^n). İšő ŕřőśšő, W = S ⊗ S ⊗ · · · ⊗ S nřăğ

, čďě S =^1√_2 ( 1 1 1 −1 ) . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, |ξ⟩ =^1√_{2n} (|0⟩ + |1⟩)^{⊗n}, ă

S :^{1√}_2 (|0⟩ + |1⟩) → |0⟩.

Ŋăň ŕőšřěąşěšś£ řěăńĺğăűĺ£ őŕěřăšőřă Y = I − 2|0^n⟩⟨0^n|. Ůšőąż ěě ŕőśšřőĺšĳ, ĺśŕőńĳğşěň őąřăšĺňş¿ (łńăśśĺůěśłş¿) śţěňş, řěăńĺğş¿źş¿ őŕěřăšőř Z : {0, 1}^{n+1} → {0, 1}^{n+1}, Z|a_0, . . ., a_n⟩ = |a_0 ⊕ f(a_1, a_2, . . ., a_n), a_1, . . ., a_n⟩; f(a_1, . . ., a_n) = { 1, ěśńĺ a_1 = · · · = a_n = 0, 0, ěśńĺ ∃ i : a_i ≠ 0 .

(Ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ, ććěďěŋŋżţ ŋă ŕěřćőľ ńěłűĺĺ, Z = ^f_⊕). Ŕőśłőńĳłş f ĺňěěš ňăńş¿ śţěňŋş¿ śńőęŋőśšĳ (ć őążůŋőň śňżśńě), ŕő őąźěľ šěőřěňě, ďőłăğăŋŋőľ řăŋěě, ďń£ śşźěśšćşěš ŋěąőńĳÿă£ śţěňă, ćżůĺśń£¿źă£ Z, ć łőšőřőľ \ąěřşšś£ ŋăŕřőłăš" ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě řěčĺśšřż ś 0.

Šěŕěřĳ ňőęŋő ĺğőąřăğĺšĳ śţěňş, řěăńĺğş¿źş¿ őŕěřăšőř V . Űěŋšřăńĳŋă£ ůăśšĳ, ćłń¿ůă¿-

źă£ ć śěą£ Z, σ^z ĺ Z, řěăńĺğşěš őŕěřăšőř Y . Ć śţěňě ĺśŕőńĳğşěšś£ őŕěřăšőř σ^z = ( 1 0 0 −1 ) . Ťĺğĺůěśłĺ σ^z śőőšćěšśšćşěš ďěľśšćĺ¿ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£, ŋăŕřăćńěŋŋőčő ćďőńĳ őśĺ z.

Ğăňěšĺň, ůšő W^2 = id, Z^2 = id ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă ćěłšőřăţ ś ŋşńěćżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ąĺšőć, ćğ£šżţ ŋăŕřőłăš. Ŕő¡šőňş řěÿă¿źěě ďěľśšćĺě őłăğżćăěš őŕěřăšőř σ^z, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă q-ąĺš, łőšőřżľ šăłęě ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕőśńě ćśěčő ćżůĺśńěŋĺ£.

Ŋě ŋşęŋő śňşźăšĳś£ šěň, ůšő σ^z ďěľśšćşěš šőńĳłő ŋă \şŕřăćń£ěňżľ" q-ąĺš, ă ňěŋ£ěšś£ ć řěğşńĳšăšě ćěśĳ ćěłšőř. Ćőőąźě, řăğńĺůĺě ňěęďş \ůšěŋĺěň" ĺ \ğăŕĺśĳ¿" ć łćăŋšőćőň śńşůăě ŋěăąśőń¿šŋő ĺ ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă. Ŕřĺćěďěň śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕřĺňěř. Ŋăŕĺÿěň ňăšřĺűş ~(σ^x) : |a, b⟩ → |a, a ⊕ b⟩ ć ąăğĺśě^1√_2 (|0⟩ ± |1⟩) ďń£ łăęďőčő ĺğ ąĺš. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ğăŕĺÿěň ňăšřĺűş ďń£ őŕěřăšőřă X = (S ⊗ S) ~(σ^x) (S ⊗ S). Śţěňă ďń£ ¡šőčő őŕěřăšőřă ĺğőąřăęěŋă ŋă ćřěğłě. Ćżůĺśńěŋĺě ąşďěň ŕřőĺğćőďĺš ŕőśńěďőćăšěńĳŋő X|a, b⟩ =^1_2 (S ⊗ S) ~(σ^x) ∑ c,d (−1)^{ac+bd}|c, d⟩. Ŕőśłőńĳłş ~(σ^x)|c, d⟩ = |c, c ⊕ d⟩, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ X|a, b⟩ = 1 2 (S ⊗ S) ∑ c,d (−1)^{ac+bd}|c, c ⊕ d⟩ = 1 4 ∑ α,β,c,d (−1)^{αc+β(c+d)}(−1)^{ac+bd}|α, β⟩ = 1 4 · 2δ_{b,β} · 2δ_{a,(α+β)} ∑ α,β |α, β⟩ = |a ⊕ b, b⟩. Ĺšăł, ć ¡šőň ąăğĺśě şŕřăćń£¿źĺľ ĺ şŕřăćń£ěňżľ ąĺšż ŕőňěŋ£ńĺśĳ ňěśšăňĺ. Łăłőľ ąĺš \şŕřăćń£¿źĺľ", ĺńĺ łăłőľ \ůĺšăěšś£", ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă. Řăğşňěěšś£, šăłőě ŕőńőęěŋĺě ďěń ŕřőšĺćőřěůĺš ŋăÿěľ łńăśśĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ. Šřşďŋő ŕřěďśšăćĺšĳ, łăł ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş łćăŋšőćżľ ŕřĺŋšěř ćďřşč śšăŋőćĺšś£ łćăŋšőćżň śłăŋŋěřőň.

Ğăďăůă. Ůšő ąşďěš, ěśńĺ ĺğňěŋĺšĳ ąăğĺś šőńĳłő ć őďŋőň ąĺšě?

Ŋăŕřĺňěř, łăł ąşďěš ćżčń£ďěšĳ ňăšřĺűă őŕěřăšőřă, śţěňă łőšőřőčő ĺğőąřăęěŋă ŋă ćřěğłě? Ňőęŋő šăłęě ŕőňěŋ£šĳ ąăğĺś ć ďřşčőň ąĺšě.

Ćěřŋěňś£ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śţěňż ďń£ şŋĺćěřśăńĳŋőľ ŕěřěąőřŋőľ ğăďăůĺ. Őřăłşń U = I−2|y_0⟩⟨y_0| ŋăň ğăďăŋ, ĺ ňż řěăńĺğőćăńĺ őŕěřăšőř V = I − 2|ξ⟩⟨ξ|. Šěŕěřĳ ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ ďćşţ őŕěřăšőřőć ŕőśšřőĺň ĺğ ćěłšőřă |ξ⟩ = W |0^n⟩ ĺśłőňżľ ćěłšőř |y_0⟩. Ďń£ ¡šőčő ąşďěň ŕőőůěřěďŋő ďěľśšćőćăšĳ őŕěřăšőřăňĺ V, U: . . . V U V U |ξ⟩ = (V U)^s|ξ⟩. Ůšő ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěšś£? Čěőňěšřĺůěśłĺ őąă őŕěřăšőřă ěśšĳ őšřăęěŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřŕńőśłőśšĺ. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L = (|ξ⟩, |y_0⟩) ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő őąőĺţ őŕěřăšőřőć, ă, ğŋăůĺš, ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő V U. Ŕőśłőńĳłş ňż śšăřšşěň ĺğ ćěłšőřă, ŕřĺŋăďńěęăźěčő ¡šőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, őčřăŋĺůĺňś£ ďěľśšćĺěň V U ŋă ŋěň.

Łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ őšřăęěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ ŕř£ňżţ ěśšĳ ŕőćőřőš ŋă şďćőěŋŋżľ şčőń ňěęďş ¡šĺňĺ ŕř£ňżňĺ. Şčőń ńěčłő ćżůĺśńĺšĳ, ⟨ξ|y_0⟩ = 1√ K = sin φ 2 . Š. ě. ¡šĺ ŕř£ňżě ŕőůšĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż, ŕő¡šőňş ňőęŋő

ŋăŕĺśăšĳ V U = −R, čďě R | ŕőćőřőš ŋă ňăńżľ şčőń φ. Ŋő šőčďă (V U)^s = (−1)^sR^s, čďě R^s { ŕőćőřőš ŋă şčőń sφ. Ğŋăł ŋăś ŋě ĺŋšěřěśşěš (ťăğőćżľ ňŋőęĺšěńĳ ŋě ĺğňěŋĺš ćěřő£šŋőśšěľ, ŕőśłőńĳłş őŋ ŕő ňőďşń¿ řăćěŋ 1). Ŕřĺ ąőńĳÿĺţ K φ ∼ 2√ K . Šőčďă ŕőśńě s ≈ π 4 √ K ĺšěřăűĺľ ĺśţőďŋżľ

ćěłšőř ŕőćěřŋěšś£ ŋă şčőń sφ ≈ π 2 ĺ śšăŋěš ąńĺğőł ł ĺśłőňőňş ćěłšőřş.

Ěśńĺ řěÿăěšś£ őąźă£ ŕěřěąőřŋă£ ğăďăůă (š. ě. őšćěšőć ňőęěš ążšĳ ŋěśłőńĳłő, ă ňőęěš ŋě ążšĳ ćőőąźě), šřěąş¿šś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě šěţŋĺůěśłĺě şţĺźřěŋĺ£. Ůĺśńő ÿăčőć ďń£ ŕőćőřőšă őš ĺśţőďŋőčő ćěłšőřă ł łăłőňş-ŋĺąşďĳ ćěłšőřş ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęďěŋŋőčő ćěłšőřăňĺ őšćěšőć, őąřăšŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő łőřŋ¿ ĺğ ůĺśńă řěÿěŋĺľ. Ğăňěšĺň, ůšő šőůŋőśšĳ (ćěńĺůĺŋă şčńă φ) ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ ůĺśńă řěÿěŋĺľ ŕăďăěš.

Şŋĺćěřśăńĳŋă£ łćăŋšőćă£ śţěňă ĺ łćăŋšőćżě ăńčőřĺšňż

\Ňőďěńĺřőćăŋĺě łćăŋšőćőňěţăŋĺůěśłĺţ śĺśšěň" | ŋěůěšłő ŕőśšăćńěŋŋă£ ğăďăůă, šăł łăł ąőńĳÿş¿ řőńĳ ć ŋěľ ĺčřăěš ćżąőř łőŋłřěšŋőľ śĺśšěňż ĺ ćżďěńěŋĺě \śşźěśšćěŋŋżţ" śšěŕěŋěľ śćőąőďż. Ś ňăšěňăšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ňőęŋő čőćőřĺšĳ ő ňőďěńĺřőćăŋĺĺ łćăŋšőćżţ śţěň.

Łćăŋšőćżě śţěňż ĺňě¿š łőŋśšřşłšĺćŋőě őŕĺśăŋĺě, ěśńĺ şłăğăšĳ šőůŋőśšĳ, ś łőšőřőľ ĺğćěśšŋż ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż őŕěřăšőřőć, ćţőď£źĺţ ć śţěňş. Ŕşśšĳ ěśšĳ őŕĺśăŋĺě łćăŋšőćőľ śţěňż Z, řăğňěřă ≤ L ĺ šőůŋőśšĺ δ. Őąőğŋăůĺň őŕěřăšőř, řěăńĺğşěňżľ ¡šőľ śţěňőľ, ůěřěğ Op(Z).

Ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ şŋĺćěřśăńĳŋş¿ łćăŋšőćş¿ śţěňş řăğňěřă poly(L, log^1_δ ), řěăńĺğş¿źş¿ őŕěřăšőř U śő śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: | |U(|Z⟩ ⊗ |ξ⟩) − |Z⟩ ⊗ Op(Z)|ξ⟩ | | ≤ cLδ. Ďő śĺţ ŕőř ş ŋăś ążńĺ ŋěőďŋőřőďŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ (ćżůĺśń£ńĺśĳ ąşńěćż ťşŋłűĺĺ), ŋşęŋő šăłęě ĺňěšĳ ćőğňőęŋőśšĳ ćżůĺśń£šĳ ťşŋłűĺĺ ŋă śńőćăţ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ďńĺŋż (ăńčőřĺšňż). Őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőčő ăńčőřĺšňă ňőęŋő ďăšĳ, ĺśŕőńĳğş£ şęě ććěďěŋŋżě łćăŋšőćżě śţěňż. Ŕşśšĳ ěśšĳ ťşŋłűĺ£ P : {0, 1}^∗ → {0, 1}^∗, ďńĺŋă řěğşńĳšăšă | ŕőńĺŋőň őš ďńĺŋż ćţőďă. Ěľ śőŕőśšăćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ (őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă ćţőďż ďńĺŋż n) F_n : {0, 1}^n → {0, 1}^{m(n)}. Łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ P | ¡šő őďŋőřőďŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śţěň, ćżůĺśń£- ¿źĺţ F_n. \Őďŋőřőďŋă£" őğŋăůăěš, ůšő ŕő n ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ őŕĺśăŋĺě śőőšćěšśšćş¿źěľ śţěňż ŋă őążůŋőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă.

Ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łćăŋšőćş¿ ňăÿĺŋş Šĳ¿řĺŋčă ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő (ŕěřćőŋăůăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě Deutsch’ă ążńő ĺňěŋŋő šăłĺň), ůěřěğ śşŕěřŕőğĺűĺĺ řăğńĺůŋżţ śőśšő£ŋĺľ ńěŋšż ŇŠ. Ŋăÿě őŕřěďěńěŋĺě őłăğżćăěšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżň.

Ğăďăůă őą ăąěńěćőň śšăąĺńĺğăšőřě

Ŕşśšĳ ŋă łőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě M ďěľśšćşěš čřşŕŕă Z^k. Ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ŕő g = (m_1, . . ., m_k) ∈ Z^k ĺ x ∈ M řěğşńĳšăš ďěľśšćĺ£ F (g, x) ∈ M ćżůĺśńĺň ğă ćřěň£ poly(log |M| + ∑ j log(|m_j| + 1)). Ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő M = {0, 1}^n. Ěśšěśšćěŋŋő, ťşŋłűĺ£ F şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ F (g_1, F (g_2, x)) = F (g_1 + g_2, x).

Śšăąĺńĺğăšőřőň ¡ńěňěŋšă a ∈ M ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő E = St_F (a) = {g ∈ Z^k : F (g, a) = a}. İšő ŕőďčřşŕŕă łőŋěůŋőčő ĺŋďěłśă ≤ |M| ≤ 2^n ć Z^k. Śńěďőćăšěńĳŋő, śšăąĺńĺğăšőř St_F (a) ĺğőňőřťěŋ Z^k ĺ ĺňěěš ąăğĺś {g_1, . . . , g_k} ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő řăğňěřă.

Ğăďăůă őą ăąěńěćőň śšăąĺńĺğăšőřě śőśšőĺš ć ŋăţőęďěŋĺĺ łăłőčő-ŋĺąşďĳ ĺğ ąăğĺśőć śšăąĺńĺğăšőřă ğăďăŋŋőčő ¡ńěňěŋšă a.

Ğăďăůă ő ćżůĺśńěŋĺĺ ŕěřĺőďă £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ğăďăůĺ ő śšăąĺńĺğăšőřě. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő per_q(a) = min{t ≥ 1 : a^t ≡ 1 (mod q)}. Ŕşśšĳ M = {0, . . ., q − 1}, F (a, x) = a^mx (mod q). Šőčďă ŕěřĺőď | ¡šő őąřăğş¿źă£ St_F (1).

Ğăďăůă ő ćżůĺśńěŋĺĺ ďĺśłřěšŋőčő ńőčăřĺťňă šăłęě ňőęěš ążšĳ śćěďěŋă ł ğăďăůě ő ćżůĺśńěŋĺĺ śšăąĺńĺğăšőřă, šăň ŋşęŋő şęě řăśśňăšřĺćăšĳ ďěľśšćĺě Z^2.

Őŕĺÿěň łőřőšłő łćăŋšőćżľ ăńčőřĺšň řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ő śšăąĺńĺğăšőřě. Őŋ ăŋăńőčĺůěŋ ăńčőřĺšňş ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕěřĺőďă. Řăśśňăšřĺćă¿šś£ őŕěřăšőřż U_1, . . ., U_k, śőőšćěšśšćş¿źĺě ďěľśšćĺ¿ őąřăğş¿źĺţ Z^k: g_1 = (1, 0, . . ., 0), . . ., g_k = (0, . . ., 0, 1). İšĺ őŕěřăšőřż łőňňşšĺřş¿š, ŕő¡šőňş ş ŋĺţ ěśšĳ őąźĺľ ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺ, ğŋăůĺš, ňőęŋő őŕřěďěń£šĳ ĺţ śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őďŋőćřěňěŋŋő. Ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń λ_1, . . ., λ_k ďń£ ¡šĺţ őŕěřăšőřőć ğăďăěš ţăřăłšěř čřşŕŕż Z^k, š. ě. őšőąřăęěŋĺě λ : Z^k → U(1) šăłőě, ůšő g = (m_1, . . ., m_k) → λ^{m1}_1 · . . . · λ^mk_k ∈ U(1) (ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ŕő ňőďşń¿ řăćŋż 1).

Ěśńĺ g ∈ St_F (a), šő λ(g) = 1. Ŕő¡šőňş ŕřőűěďşřă ĺğňěřěŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń ŕőřőęďăěš śńşůăľŋżľ ţăřăłšěř ďń£ čřşŕŕż E = Z^k/ St_F (a), ĺňě¿źĺľ ćĺď (e^{2πiφ1} , . . ., e^{2πiφk} ). Ćżůĺśńěŋĺě φ_j ŕřőĺğćőďĺšś£ šăł ęě, łăł ĺ ć ăńčőřĺšňě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕěřĺőďă. Ŋăąřăć ďőśšăšőůŋő ňŋőčő šőůěł, ňż ś ąőńĳÿőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŕőřőďĺň ćś¿ čřşŕŕş ţăřăłšěřőć H = E^∗. Ŋăľšĺ ŕőśńě ¡šőčő St_F (a) ňőęŋő śšăŋďăřšŋżň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň ăńčőřĺšňőň.