Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Łĺšăěć; ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

11 ńěłűĺ£ (23/04/98)

Łőďż: łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě

Ěśńĺ ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć U_1, . . ., U_L ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřĺąńĺęěŋĺľ ~U_1, . . ., ~U_L, ‖ ~U_j − U_j‖ < δ, šő ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő ‖ ~U_L · · · · · ~U_1 − U_L · · · · · U_1‖ < Lδ. Ć őąźěň śńşůăě ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ŋěşńşůÿăěňő. Ŕő¡šőňş ŕřĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőň ŕřĺňěŋěŋĺĺ ŕřĺąńĺęěŋŋżţ řěăńĺğăűĺľ őŕěřăšőřőć, śőśšăćń£¿źĺţ łćăŋšőćş¿ śţěňş, ŕőśšěŕěŋŋő šěř£ěšś£ šőůŋőśšĳ. Ćőğŋĺłăěš ćăęŋżľ ćőŕřőś, ĺňě¿źĺľ ŕř£ňőě őšŋőÿěŋĺě ł ťĺğĺůěśłőľ řěăńĺğăűĺĺ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă: ňőęŋő ńĺ ŕřőĺğćőďĺšĳ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£ ąěğ ŋăłőŕńěŋĺ£ őÿĺąőł?

Őšćěš ŋă ¡šőš ćőŕřőś ŕőńőęĺšěńĳŋżľ. Ĺďě£ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ğăňěŋĺšĳ łăęďżľ q-ąĺš, ĺśŕőńĳğş¿źĺľś£ ć ćżůĺśńěŋĺ£ţ, ŋěśłőńĳłĺňĺ. Ć ŕřőśšřăŋśšćě B^{⊗n} ćżďěńĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M, dim M = 2, śőőšćěšśšćş¿źěě őďŋőňş q-ąĺšş, B → B^{⊗n} .

Őŕěřăšőřş U : B → B śőŕőśšăćń£ěšś£ łćăŋšőćă£ śţěňă ^U, ĺ řěğşńĳšăš ěě ŕřĺňěŋěŋĺ£ śőŕőśšăćń£ěšś£ ŕřĺňěŋěŋĺ¿ őŕěřăšőřă U ł ğăłőďĺřőćăŋŋőňş ąĺšş.

Łőŋśšřşłűĺĺ, ŋěőąţőďĺňżě ďń£ őřčăŋĺğăűĺĺ ćżůĺśńěŋĺľ ąěğ ŕőšěřĺ šőůŋőśšĺ, ďőćőńĳŋő śńőęŋż, ŕő¡šőňş ňż őčřăŋĺůĺňś£ ąőńěě ŕřőśšżň ćőŕřőśőň: łăł śőţřăŋ£šĳ ŋěőčřăŋĺůěŋŋő ďőńčő ğăďăŋŋőě łćăŋšőćőě śőśšő£ŋĺě? (Ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő ¡šő | ůăśšŋżľ śńşůăľ ŕřěďżďşźěčő ćőŕřőśă, łőčďă řěăńĺğşěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šőęďěśšćěŋŋżţ őŕěřăšőřőć.)

Őŕřěďěńěŋĺě. Łćăŋšőćżľ łőď šĺŕă (n, m) | ¡šő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M ⊆ B^{⊗n} řăğňěřŋő-

śšĺ m.

Őÿĺąłĺ, ćőğŋĺłă¿źĺě ŕřĺ ţřăŋěŋĺĺ ĺŋťőřňăűĺĺ, ąşďşš ŕřĺćőďĺšĳ ł šőňş, ůšő śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ąşďěš ćżţőďĺšĳ ğă M. Ŕő¡šőňş ŋěőąţőďĺňő ŋăşůĺšĳś£ ćőśśšăŋăćńĺćăšĳ śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ŕőśńě ćőğďěľśšćĺ£ őÿĺąőł őŕřěďěńěŋŋőčő šĺŕă.

Łńăśśĺůěśłĺě łőďż

Ćŋăůăńě řăğąěřěň śńşůăľ łńăśśĺůěśłĺţ łőďőć. Łńăśśĺůěśłĺľ łőď | ¡šő ŕőďňŋőęěśšćő M ⊆ {0, 1}^n. Ğăďăůă ĺśŕřăćńěŋĺ£ őÿĺąőł ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě ťőřňşńĺřşěšś£ šăł.

Ěśšĳ: ćţőďż | śńőćă ĺğ M; łăŋăń ść£ğĺ, łőšőřżľ £ćń£ěšś£ \őšőąřăęěŋĺěň" {0, 1}^n → {0, 1}^{n′}, ąőńěě šőůŋő, łăŋăń ść£ğĺ ğăďăěšś£ şśńőćŋżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ p(y|x) ŕřĺěňă śńőćă y ŕřĺ ŕěřěďăůě śńőćă x.

Ěśšěśšćěŋŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňőďěńĳ ŋěğăćĺśĺňő řăśŕřěďěńěŋŋżţ őÿĺąőł, šőčďă

p(y|x) = p^{d(x,y)}_0 p^{n−d(x,y)}_1 , čďě p_1 = 1−p_0, d(x, y) | řăśśšő£ŋĺě Ţ¡ňňĺŋčă (ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ąĺš).

Őďŋăłő ďń£ ăŋăńĺğă čőřăğďő ŕřőźě ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ŋěŋşńěćżě ćěřő£šŋőśšĺ ąşďşš šőńĳłő ŕřĺ şśńőćĺĺ d(x, y) ≤ k, čďě k ğăďăěš ĺŋšěřěśş¿źĺľ ŋăś ŕőřőč šőůŋőśšĺ, ĺ ćśě šăłĺě őÿĺąłĺ śůĺšăšĳ řăćŋőćěřő£šŋżňĺ.

Ććěďěň őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕşśšĳ N = {0, 1}^n | ňŋőęěśšćő ćţőďőć; N^′ = {0, 1}^{n′} | ňŋőęěśšćő ćżţőďőć; ňŋőęěśšćő ŕěřěţőďőć (őŋő ęě | ňŋőęěśšćő őÿĺąőł) E ⊆ N × N^′. Őąőğŋăůĺň E(n, k) = {(x, y)|d(x, y) ≤ k}. Őŕřěďěńěŋĺě. Łőď M ĺśŕřăćń£ěš őÿĺąłĺ ĺğ ňŋőęěśšćă E, ěśńĺ ĺğ (x_1, y) ∈ E ĺ (x_2, y) ∈ E

śńěďşěš x_1 = x_2.

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ ¡šő şśńőćĺě ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: ďń£ ń¿ążţ ŕăř (x_1, y_1), (x_2, y_2), ŕřĺŋăďńěęăźĺţ E, ĺğ x_1 ≠ x_2 śńěďşěš y_1 ≠ y_2.

Ďőŕőńŋĺň őŕřěďěńěŋĺě: ěśńĺ E = E(n, k), šő čőćőř£š, ůšő łőď ĺśŕřăćń£ěš k őÿĺąőł.

Ŕřĺňěř 1. Łőď, őśŋőćăŋŋżľ ŋă ŕőćšőřěŋĺĺ. M = {(0, 0, 0), (1, 1, 1)} ⊆ {0, 1}^3.

Šăłőľ łőď ĺśŕřăćń£ěš őďŋş őÿĺąłş.

Őůěćĺďŋőě őąőąźěŋĺě ŕřĺňěřă 1 ŕřĺćőďĺš ł łńăśśĺůěśłĺň łőďăň, ĺśŕřăćń£¿źĺň ń¿ąőě łőńĺůěśšćő őÿĺąőł. Ŕőśšřőĺň ąőńěě ĺŋšěřěśŋżě ŕřĺňěřż łńăśśĺůěśłĺţ łőďőć. Ďń£ ŋăůăńă ďăďĺň ěźě őďŋő śšăŋďăřšŋőě őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě | d(M) = min{d(x_1, x_2) : x_1, x_2 ∈ M; x_1 ≠ x_2}.

Ć ŕřĺňěřě 1 d(M) = 3. Ĺňěěšś£ őůěćĺďŋőě şšćěřęďěŋĺě.

Şšćěřęďěŋĺě. Łőď ĺśŕřăćń£ěš k őÿĺąőł šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă d(M) > 2k.

Ŕřĺňěřż łńăśśĺůěśłĺţ łőďőć

1) M_n šĺŕă (n, 2), d(M_n) = n. M_n = {(0, . . ., 0 n ); (1, . . ., 1 n )}. İšő śăňă£ ŕřőśšă£ śţěňă łőďĺřőćăŋĺ£. Ŕőćšőř£ěň łăęďżľ ąĺš ňŋőčő řăğ, ă ŕőśńě łăęďőľ őŕěřăűĺĺ ćőśśšăŋăćńĺćăěň łőďőćőě śńőćő, ğăňěŋ££ ğŋăůěŋĺ£ ąĺšőć ŋă šő, łőšőřőě ćśšřěůăěšś£ ć ąőńĳÿĺŋśšćě.

İšă śěřĺ£ łőďőć, łăł ąşďěš ŕőłăğăŋő ŋĺęě, ŋě őąőąźăěšś£ ŋă łćăŋšőćżľ śńşůăľ.

2) Ŕřőćěřłă ŋă ůěšŋőśšĳ. Łőď M^{(2)}n , šĺŕă (n, 2^{n−1}), d(M) = 2. Śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ůěšŋżţ śńőć, š. ě. śńőć, śőďěřęăźĺţ ůěšŋőě ůĺśńő ěďĺŋĺű.

3) Łőď Ţ¡ňňĺŋčă H_r. Ůĺśńő łőďőćżţ ąĺš n = 2^r − 1. Łőď šĺŕă (n, 2^{n−r}). Ćśě łőďőćżě ąĺšż ňőęŋő ğăŋşňěřőćăšĳ ŋěŋşńěćżňĺ ďćőĺůŋżňĺ śńőćăňĺ ďńĺŋż r. (Ŋă ćřěğłě ŕőłăğăŋ ŕřĺňěř ś r = 3.) Łăęďőňş śńőćş ĺğ {0, 1}^n šőčďă śőŕőśšăćń£¿šś£ ěśšěśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ğŋăůěŋĺ£ x_α ąĺšőćżţ ŕěřěňěŋŋżţ: x_α ŕőłăğżćăěš ğŋăł ŋă α-ň ňěśšě. Ććěďěň ňŋőęěśšćő łőŋšřőńĳŋżţ śşňň μ_j(x) = ∑ α:α_j=1 x_α. Śşňňĺřőćăŋĺě ğďěśĳ ŕőŋĺňăěšś£ ŕő ňőďşń¿ 2. Ŋă ćřěğłě őąćěďěŋż ąĺšż, ćţőď£źĺě ć šřĺ łőŋšřőńĳŋżě śşňňż (ŕőńěğŋő şćĺďěšĳ ć ¡šőľ łăřšĺŋłě šřěţňěřŋżľ łşą). Řăćěŋśšćă łőŋšřőńĳŋżţ śşňň 0 ğăďă¿š ňŋőęěśšćő śńőć łőďă Ţ¡ňňĺŋčă (őŋő £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŕő ňőďşń¿ 2). Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ łőďă Ţ¡ňňĺŋčă d = 3.

Łćăŋšőćżě łőďż

Ąşďěň ďăćăšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ ăŋăńőčĺůŋő łńăśśĺůěśłőňş śńşůă¿. Őÿĺąłĺ šěŕěřĳ őąřăğş¿š ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő E ⊆ L(N , N^′). Łăęďă£ őÿĺąłă ŕěřěćőďĺš ćěłšőř |ξ⟩ ∈ N ć ćěłšőř |η⟩ ∈ N^′. Ěśšĳ ĺ ŕř£ňőľ ăŋăńőč ňŋőęěśšćă E(n, k). Řăśśňőšřĺň N = N^′ = B^{⊗n} . Ůěřěğ E[A] őąőğŋăůĺň šě őÿĺąłĺ, łőšőřżě ďěľśšćş¿ ŋă q-ąĺšăţ ĺğ ňŋőęěśšćă A ĺ ŋě ďěľśšćş¿š ŋă őśšăńĳŋżţ ąĺšăţ. Š. ě. E[A] = L(B^{⊗A} ) ⊗ I_B⊗\A . Šőčďă ŕőńăčăěň E(n, k) = ∑ |A|≤k E[A]. (Ğďěśĳ śšőĺš ŕřőśšő śşňňă ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋě ŕř£ňă£.)

Ňż řăśśňăšřĺćăěň šăłőľ őąźĺľ ćĺď őÿĺąőł, ůšőąż ĺňěšĳ ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋş¿ ćőğňőęŋőśšĳ ăŋăńĺğĺřőćăšĳ ĺ şśšőľůĺćőśšĳ őąźĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ł őÿĺąłăň.

Śćőľśšćă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ ąşďşš ďăŋż ć łăůěśšćě ğăďăů ďń£ śăňőśšő£- šěńĳŋőčő řěÿěŋĺ£, ğďěśĳ ŋăň ŕőšřěąşěšś£ śşźěśšćőćăŋĺě ŋőřňż ŋă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ, śőčńăśőćăŋŋőľ ś šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. İšş ŋőřňş ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ‖ · ‖_♦.

Řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăšřĺű ŕńőšŋőśšĺ T = (T_1)^{⊗n}, čďě ‖T_1 − I‖_♦ < δ. (Ŕőńăčăěň, ůšő ŋă ćśě ąĺšż ďěľśšćşěš őďŋő ĺ šőęě ňăńőě ćőğňşźěŋĺě.) Ğăŕĺÿěň T_1 = I + R_1, ‖R_1‖_♦ < δ ĺ ŕěřěŕĺÿěň ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ćżřăęěŋĺě ďń£ T

T = (I + R_1)^{⊗n} = I + ∑ |A|≤k R^{⊗A}_1 ⊗ I_{\A} + ∑ |A|>k R^{⊗A}_1 ⊗ I_{\A} P .

Ŕőśńěďŋĺľ ůńěŋ őűěŋĺň ŕő ŋőřňě ‖P ‖_♦ = O(δ^k), ĺň ąşďěň ŕřěŋěąřěčăšĳ. Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ R^{⊗A}_1 ĺňě¿š ćĺď R^{⊗A}_1 ρ = ∑ i X_iρY^†_i , čďě X_i, Y_i ∈ E(A); śĺňćőńĺůěśłĺ ¡šő ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ šăł: R^{⊗A}_1 ∈

E(A) · E^†(A). Śşňňă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ∑ |A|≤k R ⊗A 1 ⊗ I_{\A} ńěęĺš ć E(n, k) · E^†(n, k).

Ćśě őŕěřăšőřż šăłőčő ćĺďă ąşďěň şůĺšżćăšĳ šőůŋő. Šăłĺň őąřăğőň, ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łőďż, şśšőľůĺćżě ł őÿĺąłăň ĺğ E(n, k) · E^†(n, k).

Ć ŕőśńěďş¿źěň ĺğńőęěŋĺĺ ňż ŋě ąşďěň łăśăšĳś£ ćőŕřőśă ő řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřőć ĺśŕřăćńěŋĺ£ őÿĺąőł, ¡šő őąńěčůăěš ďěńő.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łćăŋšőćżľ łőď (ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M ⊆ N ) ĺśŕřăćń£ěš őÿĺąłĺ ĺğ E ⊆ L(N , N^′)

ěśńĺ ∀ |ξ_1⟩, |ξ_2⟩ ∈ M ∀ X, Y ∈ E (⟨ξ_2|ξ_1⟩ = 0) =⇒ ( ⟨ξ_2|Y^†X|ξ_1⟩ = 0 ) . İšő őŕřěďěńěŋĺě ťĺłśĺřşěš ťőřňăńĳŋő šřěąőćăŋĺě \řăğńĺůŋżě śőśšő£ŋĺ£ ŕěřěţőď£š ć řăğńĺůŋżě śőśšő£ŋĺ£". Łőŋěůŋő, ŋşęŋő ěźě ŕřěďž£ćĺšĳ ĺ ŕřőűěďşřş ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ śőśšő£ŋĺ£, ŋő ¡šő ňż śěľůăś řăśśňăšřĺćăšĳ ŋě ąşďěň.

Ŕřĺňěř 2. Řăśśňőšřĺň łćăŋšőćżľ ăŋăńőč łőďă ś ŕőćšőřěŋĺěň. M = (|0, . . ., 0⟩, |1, . . ., 1⟩). Řăś-

śňőšřĺň ďćă śőśšő£ŋĺ£ |ξ_1⟩ = |0, . . ., 0⟩ + |1, . . ., 1⟩ ĺ |ξ_2⟩ = |0, . . ., 0⟩ − |1, . . ., 1⟩. Őÿĺąłĺ ćżąěřěň šăł: X = id, Y = σ^z[1]; ćĺďŋő, ůšő X, Y ∈ E(n, 1). Šăłĺň őąřăğőň, Y |ξ_2⟩ = |ξ_1⟩, ć ŕř£ňőň ŕřőšĺćőřěůĺĺ ś őŕřěďěńěŋĺěň łőďă, ĺśŕřăćń£¿źěčő őÿĺąłĺ. Ňż ćĺďĺň, ůšő łőď ś ŕřőĺğćőńĳŋő ąőńĳÿĺň ŕőćšőřěŋĺěň ŋě ğăźĺźăěš ďăęě őš őďŋőľ őÿĺąłĺ.

Őÿĺąłĺ ćĺďă σ^x[1], čďě σ^{x def}= ( 0 1 1 0 ) , ŋăğżćă¿šś£ łńăśśĺůěśłĺňĺ, ă őÿĺąłĺ ćĺďă σ^z[1] ŋăğż-

ćă¿šś£ ťăğőćżňĺ.

Łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě

Ć őŕřěďěńěŋĺĺ łćăŋšőćőčő łőďă, ĺśŕřăćń£¿źěčő őÿĺąłĺ, řěůĳ ÿńă šőńĳłő ő ŕăřăţ őřšőčőŋăńĳŋżţ śőśšő£ŋĺľ. Ďăćăľšě ŕőśňőšřĺň, ůšő ŕőńşůăěšś£ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŕăřăţ. Őłăğżćăěšś£, ůšő ∀ |ξ_1⟩, |ξ_2⟩ ⟨ξ_2|Y^†X|ξ_1⟩ = c(Y^†X)⟨ξ_2|ξ_1⟩. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ |η_1⟩, . . ., |η_m⟩ | őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś M, őąőğŋăůĺň Z = Y^†X. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łőďă, ĺśŕřăćń£¿źěčő őÿĺąłĺ, ⟨η_j|Z|η_k⟩ = 0 ŕřĺ j ≠ k. Ă ⟨η_j|Z|η_j⟩ = c (ŋě ğăćĺśĺš őš j), šăł łăł ⟨η_j|Z|η_j⟩ − ⟨η_k|Z|η_k⟩ = ⟨η_j − η_k|Z|η_j + η_k⟩ + ⟨η_k|Z|η_j⟩ − ⟨η_j|Z|η_k⟩ = 0. (Ćśě šřĺ śńăčăěňżţ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă řăćŋż ŋşń¿, šăł łăł ćţőď£źĺě ć ŋĺţ ŕăřż ćěłšőřőć őřšőčőŋăńĳŋż).

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ X, Y ∈ E(n, k), šő Z = Y^†X ∈ E(n, 2k).

Őŕřěďěńěŋĺě. Łőď M ğăňěůăěš őÿĺąłĺ ĺğ E^′ ⊆ L(N ), ěśńĺ ∀ |ξ_1⟩, |ξ_2⟩ ∈ M ∀ Z ∈ E^′ ⟨ξ_2|Z|ξ_1⟩ = c(Z)⟨ξ_2|ξ_1⟩. Łőďőćżň řăśśšő£ŋĺěň ŋăğżćăěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěě ůĺśńő d = d(M), ŕřĺ łőšőřőň łőď ŋě ğăňěůăěš őÿĺąłĺ ĺğ E(n, d).

Šăłĺň őąřăğőň, łőď ĺśŕřăćń£ěš k őÿĺąőł, ěśńĺ 2k < d(M).

Ŕřĺňěř 3 (łőď Ÿőřă). Őŕĺÿěň śěřĺ¿ łőďőć śő śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺň łőďőćżň řăśśšő£ŋĺěň.

İšĺ łőďż ĺśŕőńĳğş¿š n = r^2 łőďőćżţ ąĺš, łőďĺřş¿š őďĺŋ ąĺš, š. ě. m = dim M = 2, ĺ d = r.

Ŕőśłőńĳłş łőńĺůěśšćő ąĺš { šőůŋżľ łćăďřăš, şďőąŋő ğăďăćăšĳ ąăğĺśŋżě śőśšő£ŋĺ£ ć šăłőň łőďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ć ćĺďě ňăšřĺűż. Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ łőď Ÿőřă ŕőřőęďăěšś£ ćěłšőřăňĺ |ξ_α⟩ = ∑ y_1,...,yr∈{0,1}^r (−1)^α P^{ri=1 yi} | | | y1 : : : : : : y1 y2 : : : : : : y2 : : : : : : : : : : : : : : : : : yr : : : : : : yr

⟩ .

Ďń£ ăŋăńĺğă łőďă Ÿőřă ŋăň ŕőšřěąşěšś£ łńăśśĺťĺłăűĺ£ őŕěřăšőřőć ś ŕőňőźĳ¿ ňăšřĺű Ŕăşńĺ. Ĺţ, ćőőąźě čőćőř£, šřĺ, ŋő ůěšćěřšőľ ňăšřĺűěľ Ŕăşńĺ ąşďěň śůĺšăšĳ ěďĺŋĺůŋş¿. Ććěďěň šăłęě ŋěśłőńĳłő ŋěśšăŋďăřšŋş¿ ĺŋďěłśăűĺ¿ ňăšřĺű Ŕăşńĺ:

σ_{00} = ( 1 0 0 1 ) ; σ_{01} = ( 1 0 0 −1 ) = σ^z; σ_{10} = ( 0 1 1 0 ) = σ^x; σ_{11} = ( 0 −i i 0 ) = σ^y. Ňăšřĺűż Ŕăşńĺ ğăňěůăšěńĳŋż, ŋăŕřĺňěř, šěň, ůšő őŋĺ ¡řňĺšőćż ĺ şŋĺšăřŋżě őďŋőćřěňěŋŋő. Ććěďěŋŋă£ ĺŋďěłśăűĺ£ ŕőğćőń£ěš şďőąŋő ğăŕĺśżćăšĳ łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ňăšřĺűăňĺ Ŕăşńĺ σ_{αβ}σ_α′_β′ = (−i)^{αβ′−α′β}σ_{α⊕α}′_{,β⊕β}′ σ_{αβ}σ_α′_β′ = (−1)^{αβ′−α′β}σ_α′_β′ σ_{αβ}. Ňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć őąřăğşěš čřşŕŕş G = Z_2 ⊕ Z_2 ĺńĺ 2-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň F_2.

Ňăšřĺűż Ŕăşńĺ őąřăğş¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă L(B):

L(B) = (σ_{00}) ⊕ (σ_{01}) ⊕ (σ_{10}) ⊕ (σ_{11}).

Ŋă ŕřőśšřăŋśšćě B^{⊗n} ąşďěš şęě 4^n ąăğĺśŋżţ őŕěřăšőřőć. Ććěďěň őąőğŋăůěŋĺě σ(f) = σ(α_1, β_1, α_2, β_2, . . ., α_n, β_n)^{def}= σ_{α1,β1} ⊗ σ_{α2,β2} ⊗ · · · ⊗ σ_{αn,βn}. Ğďěśĳ f ∈ G^n = F^{2n}_2 .

Ĺśŕőńĳğş£ łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£, ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őąźěčő ťăğőćőčő ňŋőęĺšěń£, σ(f) = cσ(f^{(x)}) · σ(f^{(z)}), čďě f^{(x)} = (α_1, 0, α_2, 0, . . .), ŋăğżćăěšś£ łńăśśĺůěśłőľ őÿĺąłőľ, ă f^{(z)} = (0, β_1, 0, β_2, . . .) | ťăğőćőľ őÿĺąłőľ.

Šěŕěřĳ ŕřőăŋăńĺğĺřşěň łőď Ÿőřă. Ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ďőśšăšőůŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ ĺğşůěŋĺěň ąăğĺśŋżţ őÿĺąőł. Ŕşśšĳ Z ∈ E(r^2, k), (k < r); ŕřěďśšăćĺň Z = σ(f) = cσ(f^{(x)})σ(f^{(z)}). Ŕőśłőńĳłş |f| ≤ k (|f| | ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ ŕěřěňěŋŋżţ ć f), šő |f^{(x)}|, |f^{(z)}| ≤ k < r.

Ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ⟨ξ_1|Z|ξ_0⟩ = 0, ⟨ξ_1|Z|ξ_1⟩ = ⟨ξ_0|Z|ξ_0⟩. Řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£.

1) Łńăśśĺůěśłă£ śőśšăćń£¿źă£ őšńĺůŋă őš 0. Ć ¡šőň śńşůăě łăęďőě ąăğĺśŋőě śőśšő£ŋĺě | | | y1 : : : : : : y1 y2 : : : : : : y2 : : : : : : : : : : : : : : : : : yr : : : : : : yr

⟩

ĺğňěŋ£ěšś£ ŕőď ďěľśšćĺěň Z ć ŋěłőšőřżţ e ąĺšăţ, 0 < e < r. Ŕő¡šőňş ć śłăń£řŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ ćśě śńăčăěňżě ąşďşš řăćŋż 0.

2) f^{(x)} = 0. Őÿĺąłă ůĺśšő ťăğőćă£: Z = (σ^z)^{β11} ⊗ · · · ⊗ (σ^z)^{βrr} , ∑ β_{ij} < r. Őąőğŋăůĺň λ_i = ∑ j β_{ij}. Šőčďă (śň. ťőřňşńş ďń£ ćěłšőřőć |ξ_α⟩)

Z|ξ_α⟩ = ∑ y_1,...,yr (−1)P^{i(λi+α)yi} | | | y1 : : : : : : y1 y2 : : : : : : y2 : : : : : : : : : : : : : : : : : yr : : : : : : yr

⟩

Ŋăś ĺŋšěřěśş¿š ğŋăůěŋĺ£ λ_j ŕő ňőďşń¿ 2. Ćőğňőęŋż 3 śńşůă£:

ă) (λ_1, . . . , λ_r) = (0, . . . , 0) (mod 2).

ą) (λ_1, . . . , λ_r) = (1, . . . , 1) (mod 2).

ć) (λ_1, . . . , λ_r) ≠ (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) (mod 2).

Śńşůăľ (ą), ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ, řěăńĺğőćăšĳś£ ŋě ňőęěš, šăł łăł ∑ i λ_i ≤ k < r. Ć śńşůăě (ă) ćśě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őąřăźă¿šś£ ć ŋőńĳ, Z⟨ξ_α|Z|ξ_α′⟩ = 0. Ć śńşůăě (ć) Z|ξ_α⟩ = |ξ_α⟩, šő ěśšĳ Z ďěľśšćşěš ŋă łőďőćőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě šőęďěśšćěŋŋżň őąřăğőň. (Šăłă£ őÿĺąłă, ŕő śşźěśšćş, ŋě £ćń£ěšś£ őÿĺąłőľ, ŕőśłőńĳłş ŋĺůěčő ŋě ŕőřšĺš). Śńěďőćăšěńĳŋő, Z⟨ξ_α|Z|ξ_α′ ⟩ = ⟨ξ_α|ξ_α′ ⟩. Ĺšăł, łőď Ÿőřă ğăňěůăěš r − 1 őÿĺąłş; łőďőćőě řăśśšő£ŋĺě řăćŋő r.

Ğăňěůăŋĺě. Łőď Ÿőřă őśŋőćăŋ ŋă ďşăńĳŋőśšĺ ňěęďş łńăśśĺůěśłĺňĺ ĺ ťăğőćżňĺ őÿĺąłăňĺ,

łőšőřă£ ćżřăęăěšś£ řăćěŋśšćőň σ^z = Sσ^xS^†. Ćŋşšřĺ łăęďőľ śšřőłĺ y_i, . . . , y_i řěăńĺğőćăŋ őążůŋżľ ŕőćšőřĺšěńĳŋżľ łőď, ĺśŕřăćń£¿źĺľ łńăśśĺůěśłĺě őÿĺąłĺ. Śšřőłĺ őřčăŋĺğőćăŋż ć ăŋăńőčĺůŋżľ łőď, őšńĺůă¿źĺľś£ ğăňěŋőľ ąăğĺśă ć łăęďőň q-ąĺšě: ∑ y_1,... ,yr (−1) α(P_{i yi)|y1, . . . , yr⟩ =} (S ⊗ · · · ⊗ S)|α, . . . , α⟩. İšőš łőď ĺśŕřăćń£ěš ťăğőćżě őÿĺąłĺ.