Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Ÿěŋĳ (ćř.ĺ.ő. Ă. Łĺšăěćă); ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

2 ńěłűĺ£ (19/02/98)

Łřăšłőě śőďěřęăŋĺě ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ

Ŋă ŕěřćőľ ńěłűĺĺ ążńĺ ďăŋż őŕřěďěńěŋĺ£ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă (ŇŠ), ćżůĺśńĺňőľ ťşŋłűĺĺ, řăğřěÿĺňőčő ŕřěďĺłăšă^{1)}, ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňőľ ťşŋłűĺĺ ĺ ŕřěďĺłăšă, řăśŕőğŋăćăěňőčő ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.

Ążńĺ ććěďěŋż łńăśśż P | ťşŋłűĺľ, ćżůĺśńĺňżţ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£, ĺ PSPACE | ťşŋłűĺľ, ćżůĺśńĺňżţ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕăň£šĺ.

. . . . . . yi := x_5 ∨ x_7 yi_{+1} := yi_{−1} ∧ x_3 yi_{+2} := ¬y_2 . . . . . .

Ążńă šăłęě őŕřěďěńěŋă ěź-ě őďŋă ňőďěńĳ ćżůĺśńěŋĺľ | śţěňż. Śţěňă | ¡šő śŕőśőą ćżůĺśńĺšĳ ąşńěćş¿ (š. ě. ŕřĺŋĺňă¿źş¿ ğŋăůěŋĺ£ 0 ĺńĺ 1) ťşŋłűĺ¿ őš łőŋěůŋőčő ůĺśńă ąşńěćżţ ăřčşňěŋšőć. Ŕőňĺňő ğŋăůěŋĺľ ăřčşňěŋšőć x_1, . . ., x_n śţěňă ĺśŕőńĳğşěš ŋěłőšőřőě łőńĺůěśšćő ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ y_1, . . ., y_s ĺ ŋěłőšőřżľ ŋăąőř (ąăğĺś) ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ. Śţěňă ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ŕřĺśćăĺćăŋĺľ Y_1, . . ., Y_s. Łăęďőě ŕřĺśćăĺćăŋĺě Yi ĺňěěš ćĺď yi := fj (uk_1 , . . ., ukr), čďě fj (·) | őďŋă ĺğ ąăğĺśŋżţ ťşŋłűĺľ, ă ŕěřěňěŋŋă£ ukm ńĺąő řăćŋă ŋěłőšőřőňş ăřčşňěŋšş ĺśţőďŋőľ ťşŋłűĺĺ u_km = x_l, ńĺąő őďŋőľ ĺğ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ś ňěŋĳÿĺň ŋőňěřőň u_km = y_l, l < i. Ěśńĺ ŕřĺśćőĺšĳ ğŋăůěŋĺ£ ćśěň ăřčşňěŋšăň, šő, ćżŕőńŋ££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśě şłăğăŋŋżě ŕřĺśćăĺćăŋĺ£, ŕőńşůĺň ğŋăůěŋĺ£ ďń£ ćśěţ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Řěğşńĳšăšőň ćżůĺśńěŋĺ£ śůĺšăěšś£ ğŋăůěŋĺě ŕőśńěďŋěľ ŕěřěňěŋŋőľ y_s. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ śţěňă ćżůĺśń£ěš ťşŋłűĺ¿ f, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ğŋăůěŋĺľ ăřčşňěŋšőć ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő y_s = f(x_1, . . ., x_n).

Ŋă ćřěğłě śńěćă ŕřĺćěďěŋ ťřăčňěŋš śţěňż ć ąăğĺśě {¬, ∨, ∧}. Ążńő ďőłăğăŋő, ůšő ć ¡šőň ąăğĺśě śşźěśšćşěš śţěňă ćżůĺśńěŋĺ£ ďń£ ń¿ąőľ ąşńěćőľ ťşŋłűĺĺ.

Ůĺśńő s (łőńĺůěśšćő ŕřĺśćăĺćăŋĺľ ć śţěňě) ŋăğżćăěšś£ řăğňěřőň śţěňż. Řăğňěř śţěňż ĺňěěš šőš ęě śňżśń, ůšő ĺ łőńĺůěśšćő ÿăčőć ćżůĺśńěŋĺľ ŋă ňăÿĺŋě Šĳ¿řĺŋčă. Ňĺŋĺňăńĳŋżľ řăğňěř śţěňż, ćżůĺśń£¿źěľ ťşŋłűĺ¿ f, ŋăğżćăěšś£ (śţěňŋőľ) śńőęŋőśšĳ¿ ťşŋłűĺĺ f ĺ őąőğŋăůăěšś£ c(f).

Łăęďżľ ŕřěďĺłăš f őŕřěďěń£ěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ąşńěćżţ ťşŋłűĺľ f_n, f_n : B^n → B śńěďş¿źĺň őąřăğőň: f_n(x_1, x_2, . . ., x_n) = f(x_1x_2 . . .x_n). Ŕřěďĺłăš ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş_{non−uniform}P ěśńĺ, ĺ šőńĳłő ěśńĺ, śşźěśšćşěš šăłőľ ŕőńĺŋőň p(x), ůšő c(f_n) ≤ p(n).

Ŕěřěţőď őš őďŋőčő (ŕőńŋőčő) ąăğĺśă ł ďřşčőňş (ŕőńŋőňş) ąăğĺśş ňěŋ£ěš śţěňŋş¿ śńőęŋőśšĳ ťşŋłűĺľ, ŋő ¡šő ĺğňěŋěŋĺě őčřăŋĺůěŋő ŋěłőšőřżň ťĺłśĺřőćăŋŋżň ňŋőęĺšěńěň (ğăćĺś£źĺň őš řăśśňăšřĺćăěňőľ ŕăřż ąăğĺśőć). Ŕő¡šőňş łńăśś_{non−uniform}P ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă.

Šěőřěňă. P ⊂_{non−uniform}P.

1)Ŕřěďĺłăš řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł ťşŋłűĺ£, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ďćă ğŋăůěŋĺ£ 0 (ńőęĳ) ĺ 1 (ĺśšĺŋă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ŇŠ řăąőšăěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőě ćřěň£, šő őŋă ć śőśšő£ŋĺĺ

ĺśŕőńĳğőćăšĳ ńĺÿĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőě łőńĺůěśšćő £ůěěł ŋă ŕřěďőśšăćńěŋŋőľ ěľ ąěśłőŋěůŋőľ ńěŋšě. t = T . . . t = j + 1` t = j `^′ń `^′ `^′ŕ . . . t = 1 t = 0 `_0;_2

S £ůěěł

Ŕő¡šőňş ćěśĳ ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ ŋă ćţőďŋőň śńőćě x ďńĺŋż n ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ šăąńĺűěľ T × S, čďě T, S ≤ poly(n) (śň. ćřěğłş śńěćă). Śĺňćőńż `j;k, ğăŕĺśăŋŋżě ć šăąńĺűě, ğăďă¿š śőśšő£ŋĺě k-šőľ £ůěľłĺ ć j-ľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ (śĺňćőń, ğăŕĺśăŋŋżľ ć £ůěľłě, ŋăţőďĺšś£ ńĺ ŋăď ¡šőľ £ůěľłőľ śůĺšżćă¿źă£ čőńőćłă, ĺ ěśńĺ ďă, šő ć łăłőň śőśšő£ŋĺĺ ŕřěążćăěš ć ďăŋŋżľ ňőňěŋš ŇŠ). Ďń£ őŕřěďěń-ěŋŋőśšĺ śůĺšăěň, ůšő ěśńĺ ćżůĺśńěŋĺě ğăłăŋůĺćăěšś£ ŕřĺ ŋěłőšőřőň ćţőďě ążśšřěě, ůěň ğă T ÿăčőć, šő ćżÿěńěęăźĺě śšřőłĺ śšřőłĺ šăąńĺűż ŕőćšőř£¿š ŕőśńěďŋěě śőśšő£ŋĺě ńěŋšż (ĺ ňăÿĺŋż).

Ůšőąż őąž£śŋĺšĳ, łăł ŕőśšřőĺšĳ śţěňş, ćżůĺśń£¿- źş¿ ğŋăůěŋĺ£ ŕřěďĺłăšă ŋă śńőćăţ ďńĺŋż n, śďěńăěň ŋěśłőńĳłő ğăňěůăŋĺľ. Śőśšő£ŋĺě łăęďőľ £ůěľłĺ šăąńĺűż ňőęŋő ğăłőďĺřőćăšĳ łőŋěůŋżň (ŋě ğăćĺś£źĺň őš n) ůĺśńőň ąşńěćżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ěśšĳ ńőłăńĳŋżě ŕřăćĺńă śőčńăśőćăŋĺ£, š. ě. śőśšő- £ŋĺě łăęďőľ łńěšłĺ ` ć śšřőłě ćżÿě ŕěřćőľ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śőśšő£ŋĺ£ňĺ łńěšőł ć ŕřěďżďşźěľ śšřőłě, ńěęăźĺţ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕőď ďăŋŋőľ (`^′), ńěćěě ďăŋŋőľ (`^′_ń) ĺ ŕřăćěě ďăŋŋőľ (`^′_ŕ). Łăęďă£ ŕěřěňěŋŋă£, łőďĺřş¿źă£ śőśšő£ŋĺě łńěšłĺ `, ěśšĳ ťşŋłűĺ£ őš ŕěřěňěŋŋżţ, łőďĺřş¿źĺţ śőśšő£ŋĺ£ łńěšőł `^′_∗. Ćśě ¡šĺ ťşŋłűĺĺ ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż śţěňăňĺ łőŋěůŋőčő řăğňěřă. Őąžěďĺŋ££ ¡šĺ śţěňż, ŕőńşůĺň śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ ćśě ŕěřěňěŋŋżě, łőďĺřş¿źĺě śőśšő£ŋĺ£ łńěšőł šăąńĺűż; řăğňěř ¡šőľ śţěňż ąşďěš O(ST ) = O(n^{O(1)}).

Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ŕěřěňěŋŋżě, łőďĺřş¿źĺě ůăśšĳ łńěšőł 0-ľ śšřőłĺ őŕřěďěń£¿šś£ ćţőďŋżň śńőćőň, ă ŕěřěňěŋŋżě, łőďĺřş¿źĺě őśšăńĳŋżě łńěšłĺ £ćń£¿šś£ łőŋśšăŋšăňĺ. Ůšőąż şğŋăšĳ řěğşńĳšăš ćżůĺśńěŋĺ£, ŋşęŋő őŕřěďěńĺšĳ, ć łăłőň ĺğ ďćşţ ťĺŋăńĳŋżţ śőśšő£ŋĺľ őśšăŋőćĺńăśĳ ňăÿĺŋă: ŕřĺŋĺňă¿źěň ĺńĺ őšćěřčă¿źěň. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő śőśšő£ŋĺ£ łőďĺřş¿šś£ šăł, ůšő őďŋă ĺğ łőďĺřş¿źĺţ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋă 1 šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă śőśšő£ŋĺě ňăÿĺŋż | ŕřĺŋĺňă¿źěě. Ć ¡šőň śńşůăě ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ďĺğž¿ŋłűĺ¿ šăłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ŕő ćśěň £ůěľłăň śšřőłĺ t = T , őŋă ĺ ąşďěš řěğşńĳšăšőň ćżůĺśńěŋĺ£. İšő şćěńĺůĺš řăğňěř śţěňż ŋě ąőńěě, ůěň ŋă S. �

Ğăňěůăŋĺě 1. Łńăśś_{non−uniform}P ÿĺřě łńăśśă P. Ń¿ąőľ ąşńěćőľ ťşŋłűĺĺ őš ŋăšşřăńĳŋőčő ăř-

čşňěŋšă φ(n) ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ŕřěďĺłăš f_’ ŕő ŕřăćĺńş f_’(x) = φ(|x|), čďě |x| őąőğŋăůăěš ďńĺŋş śńőćă x. Őčřăŋĺůěŋĺ£ šăłőčő ŕřěďĺłăšă ŋă śńőćă ďńĺŋż n ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋżľ 0 ĺńĺ šőęďěśšćěŋŋă£ 1, śńőęŋőśšĳ šăłĺţ ťşŋłűĺľ őčřăŋĺůěŋă łőŋśšăŋšőľ. Ŕő¡šőňş ćśě šăłĺě ŕřěďĺłăšż ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕřĺŋăďńěęăš_{non−uniform}P, ţőš£ śřěďĺ ŋĺţ ěśšĳ ĺ ŋěřăğřěÿĺňżě ŕřěďĺłăšż.

Śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě şśĺńěŋĺě šěőřěňż.

Šěőřěňă. f ŕřĺŋăďńěęĺš P šőčďă, ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćżŕőńŋěŋż ďćă şśńőćĺ£:

1) f ∈_{non−uniform}P;

2) śşźěśšćşěš ŇŠ, łőšőřă£ ŕő ůĺśńş n ğă ćřěň£ poly(n) śšřőĺš śţěňş ćżůĺśńěŋĺ£ f_n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. =⇒ Šő őŕĺśăŋĺě, łőšőřőě ďăŋő ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż, ŋě-

šřşďŋő ŕřěćřăšĺšĳ ć ŇŠ, řăąőšă¿źş¿ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ŕő n ćřěň£ (ŕőůšĺ ćśě ďěľśšćĺ£ śőśšő£ńĺ ć ňŋőčőłřăšŋőň, ŋő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőň, ŕřĺňěŋěŋĺĺ ńőłăńĳŋżţ ŕřăćĺń śőčńăśőćăŋĺ£).

⇐= Šăł ęě ŕřőśšő. Ĺśłőňă£ ňăÿĺŋă ďőńęŋă ćżůĺśńĺšĳ řăğňěř śńőćă, ĺśŕőńĳğőćăšĳ şłăğăŋŋş¿ ć 2) ňăÿĺŋş ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ŕő ¡šőňş řăğňěřş śţěňż ćżůĺśńěŋĺ£ f_{|x|}, ă ğăšěň ŕőďăšĳ x ĺ ŕőńşůěŋŋş¿ śţěňş Y_{|x|} ŋă ćţőď ňăÿĺŋż, ĺŋšěřŕřěšĺřş¿źěľ śţěňż. �

1. Łńăśś NP

Őąźěĺğćěśšŋő, ůšő ŕőňĺňő şęě řăśśňőšřěŋŋőčő łńăśśă P ěśšĳ ěź-ě łńăśś NP | ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ. Šěřňĺŋ ÀŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżľÁ ŋěşďăůŋżľ, ŋő őŋ şęě śšăń śšăŋďăřšŋżň.

Łńăśś NP őŕřěďěń-ěŋ šőńĳłő ďń£ ŕřěďĺłăšőć. Čőćőř£š, ŋăŕřĺňěř, ůšő Àśćőľśšćő čřăťă \ĺňěšĳ čăňĺńĳšőŋőć űĺłń" ŕřĺŋăďńěęĺš NPÁ.

Ňż ďăďĺň ŋěśłőńĳłő őŕřěďěńěŋĺľ ¡šőčő łńăśśă. Ŕěřćőě ĺśŕőńĳğşěš ŕőŋ£šĺě ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă. Şśšřőľśšćő ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ ňăÿĺŋż (ŊŇŠ) šăłőě ęě, łăł ĺ őążůŋőľ (ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőľ), ğă őďŋĺň ĺśłń¿ůěŋĺěň. Ş ŊŇŠ ěśšĳ őśőążě ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżě śőśšő£ŋĺ£. Ĺğ šăłőčő śőśšő£ŋĺ£ q ŊŇŠ ňőęěš ŕěřěľšĺ ć őďŋő ĺğ ďćşţ ďřşčĺţ śőśšő£ŋĺľ. Ĺŋăůě ňőęŋő śłăğăšĳ šăł: ć šăąńĺűě ŕěřěţőďőć ŊŇŠ ďń£ łăęďőčő śőśšő£ŋĺ£ ňăÿĺŋż (ćŋşšřěŋŋěě śőśšő£ŋĺě ĺ šěłşźĺľ śĺňćőń ŋă ńěŋšě) ćňěśšő ěďĺŋśšćěŋŋő ćőğňőęŋőčő ćăřĺăŋšă ďěľśšćĺľ (ĺğňěŋěŋĺě ćŋşšřěŋŋěčő śőśšő£ŋĺ£, ğăŕĺśĳ śĺňćőńă ŋă ńěŋšş, śďćĺč ůĺšă¿źěľ čőńőćłĺ) ĺňěěšś£ ŋăąőř ćőğňőęŋżţ ďěľśšćĺľ.

Ŕşšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŊŇŠ őŕřěďěń£ěšś£ ćżąőřőň őďŋőčő ĺğ ćőğňőęŋżţ ŕěřěţőďőć ŋă łăęďőň ÿăčě. Ŋěőŕřěďěń-ěŋŋőśšĳ ŕřĺćőďĺš ł šőňş, ůšő ŕşšěľ ćżůĺśńěŋĺ£ ďń£ ŊŇŠ, řăąőšă¿źěľ ŋă ďăŋŋőň ćţőďŋőň śńőćě, őłăğżćăěšś£ ňŋőčő.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕřěďĺłăš L ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş NP, ěśńĺ śşźěśšćş¿š ŊŇŠ M ĺ ŕőńĺŋőň

p(n) šăłĺě, ůšő L(x) = 1 =⇒ śşźěśšćşěš ŕşšĳ ćżůĺśńěŋĺ£, ďă¿źĺľ őšćěš \ďă" ĺ šřěąş¿źĺľ ćřě- ňěŋĺ ≤ p(|x|); L(x) = 0 =⇒ (1 ćăřĺăŋš) ŋěš şłăğăŋŋőčő ćżÿě ŕşšĺ; (2 ćăřĺăŋš) ŋă ń¿ąőň ŕşšĺ ćżůĺśńěŋĺ£ őšćěšă \ďă" ŋě ŕőńşůăěšś£.

Ğăňěůăŋĺě 2. Ćăřĺăŋšż őŕřěďěńěŋĺ£ (1) ĺ (2) ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ůšőąż ĺśłń¿ůĺšĳ ćőğňőęŋőśšĳ

őšćěšőć \ďă" ŋă ďńĺŋŋżţ ŕşš£ţ ćżůĺśńěŋĺ£, ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ŊŇŠ, ĺňĺšĺřş¿źş¿ ĺśţőďŋş¿ ŊŇŠ ĺ ŕőďśůĺšżćă¿źş¿ łőńĺůěśšćő śďěńăŋŋżţ ĺśţőďŋőľ ŊŇŠ ÿăčőć. Łőčďă ůĺśńő ÿăčőć ŕřěćżÿăěš p(|x|), ňăÿĺŋă őśšăŋăćńĺćăěšś£.

Ğăňěůăŋĺě 3. Ć ŕřěďżďşźěň řăśśşęďěŋĺĺ ďőŕşźěŋă őďŋă šőŋłă£ őÿĺąłă. Ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋĺ-

ůěčő ŋě śłăğăŋő ő ňŋőčőůńěŋě p(n), łřőňě ťăłšă ěčő śşźěśšćőćăŋĺ£. Ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă ŋěćżůĺśńĺňż, ňőčşš ćőğŋĺłŋşšĳ ŕřőąńěňż ś şłăğăŋŋżň ćżÿě śŕőśőąőň śćěďěŋĺ£ őďŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ł ďřşčőňş (ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ňŋőčőůńěŋă). Ůšőąż ć ďăńĳŋěľÿěň ĺğąěčăšĳ ¡šőľ śńőęŋőśšĺ, ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ćżřăęěŋĺě Àśşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋÁ ŕőŋĺňăěšś£ łőŋśšřşłšĺćŋő: ŕřěďž£ćńěŋż łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă ć ďěś£šĺůŋőľ ğăŕĺśĺ.

Ćšőřőě őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP ŕřěďśšăćń£ěšś£ ąőńěě ěśšěśšćěŋŋżň. Őŋő ĺśŕőńĳğşěš ŕőŋ£šĺě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňőčő ŕřěďĺłăšă őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕřěďĺłăš R(x, y) ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş P ěśńĺ őŋ ćżůĺśńĺň ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš řăğňěřă ćţőďă ćřěň£. Ŕőď řăğňěřőň ćţőďă ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ |x| + |y| ĺńĺ max(|x|, |y|) | ŕőńşůăšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżě őŕřěďěńěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Łńăśś NP őąřăğş¿š ŕřěďĺłăšż, ŕřěďśšăćĺňżě ć ťőřňě Q(x) = ∃y ( (|y| < q(|x|)) ∧ (R(x, y)) ) , čďě q(·) | ňŋőčőůńěŋ, ă R(·, ·) ∈ P.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ R(x, y) = À y ěśšĳ čăňĺńĳšőŋőć űĺłń ć čřăťě xÁ (ąőńěě šőůŋőě ćżřăęěŋĺě:

Ày, x | ďćőĺůŋżě łőďż čăňĺńĳšőŋőćă űĺłńă ĺ čřăťă, šăłĺě ůšő . . . Á). Ćőğĳň-ěň q(n) = n. Šőčďă Q(x) ąşďěš ć šőůŋőśšĺ őğŋăůăšĳ, ůšő ć čřăťě ŋăľď-ěšś£ čăňĺńĳšőŋőć űĺłń.

Šěőřěňă. Ďăŋŋżě ćżÿě őŕřěďěńěŋĺ£ 1 ĺ 2 ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. (1) =⇒ (2) Ŕşśšĳ ěśšĳ ŊŇŠ M ĺ ŕőńĺŋőň p(·) ĺğ ŕěřćőčő őŕřěďěńěŋĺ£.

Řăśśňőšřĺň ŕřěďĺłăš R(x, y) = Ày ěśšĳ ŕřőšőłőń řăąőšż M ŋă ćőğňőęŋőň ŕşšĺ ćżůĺśńěŋĺ£ śő ćţőďőň x, ďń£źěčőś£ ŋě ąőńěě p(|x|), ğăłăŋůĺćă¿źěčőś£ őšćěšőň \ďă"Á. Ďńĺŋă šăłőčő ŕřőšőłőńă ŕřĺ řăğşňŋőň łőďĺřőćăŋĺĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺš őš ďńĺŋż ćżůĺśńěŋĺ£ (ă ěśńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ć łăůěśšćě ŕřőšőłőńă őŕĺśăŋŋş¿ ćżÿě šăąńĺűş ćżůĺśńěŋĺ£, šő łćăďřăšĺůŋő), ŕő¡šőňş ć łăůěśšćě q(n) ďń£ ćšőřőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ňőęŋő ćğ£šĳ p(n) (p^2(n)), şňŋőęěŋŋżľ ŋă ŕőďţőď£źş¿ łőŋśšăŋšş.

Ůšőąż ğăłőŋůĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő ć ¡šőň śńşůăě, őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő R(x, y) ∈ P. İšő ŕőůšĺ őůěćĺďŋő. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ ŕřőšőłőń řăąőšż ŋěłőšőřőľ ŊŇŠ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőě ćřěň£. İšő ğăľň-ěš ŋăś ŕřĺňěřŋő ŋă šő ęě ćřěň£ (śőćěřÿěŋŋő ŋěğăůěň śňőšřěšĳ ŋă őďŋş £ůěľłş ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ďőńčő).

(2) =⇒ (1) Ŕşśšĳ ěśšĳ R, q ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ 2. Ŕőśšřőĺň M ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ 1. Ůšő őŋă ďőńęŋă ďěńăšĳ?

1) M ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋő ŕĺÿěš y (łőšőřżľ śşźěśšćşěš ďń£ ń¿ąőčő śńőćă, ďń£ łőšőřőčő őšćěšőň ďőńęŋő ążšĳ \ďă"). Čőćőř£š ěź-ě, ůšő M ÀőščăďżćăěšÁ (\guessing") śńőćő y. Ąőńěě šőůŋő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ŋă ŕěřćőň ¡šăŕě śćőěľ řăąőšż M ŋăţőďĺšś£ ć šăłőň (ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőň) śőśšő£ŋĺĺ, ć łőšőřőň őŋă ŕĺÿěš őďĺŋ ĺğ śĺňćőńőć ŋă ńěŋšş, śďćĺčăěšś£ ćŕřăćő ĺ ćżąĺřăěš ňěęďş śőţřăŋěŋĺěň ¡šőčő śőśšő£ŋĺ£ ĺńĺ ŕěřěţőďőň ć (şęě ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőě) śőśšő£ŋĺě ŋăůăńă śńěďş¿źěčő ¡šăŕă.

2) Ŕőśńě ğăćěřÿěŋĺ£ ŕěřćőčő ¡šăŕă ŋă ńěŋšě ŕőňĺňő ćţőďŋőčő śńőćă x ğăŕĺśăŋő ěź-ě ĺ śńőćő y. Šěŕěřĳ M őśšăńőśĳ řăśŕőğŋăšĳ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă R(x, y) ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£. Ŋő ¡šő şęě ňőęŋő śďěńăšĳ śőćěřÿěŋŋő ąěśţĺšřőśšŋő | ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżň ăńčőřĺšňőň, śşźěśšćş¿źĺň ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ 2. �

Ňőęŋő ďăšĳ ěź-ě őďŋő őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP. Ţőš£ őŋő ěśšĳ ŋě ąőńěě ůěň ćăřĺăŋš őŕřěďěńěŋĺ£ 2, ĺňěŋŋő ć šăłőľ ťőřňě ňőęŋő őąőąźăšĳ őŕřěďěńěŋĺě NP ĺ ŕőńşůăšĳ ŋőćżě, śłőřěě ćśěčő, ąőńěě ÿĺřőłĺě łńăśśż.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ĺňěěšś£ ďćă ŕěřśőŋăęă: łőřőńĳ Arthur, şňśšćěŋŋżě śŕőśőąŋőśšĺ łőšőřőčő

ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋż, ĺ ćőńÿěąŋĺł Merlin, łőšőřżľ ĺŋšěńńěłšşăńĳŋő ćśěňőčşź ĺ ğŋăěš ŕřăćĺńĳŋżě őšćěšż ŋă ćśě ćőŕřőśż. Łőřőńĳ ĺŋšěřěśşěšś£ ŋěłőšőřżň śćőľśšćőň L(x) (ŋăŕřĺňěř, Àěśšĳ ńĺ ş čřăťă čăňĺńĳšőŋőć űĺłńÁ), ă ćőńÿěąŋĺł M, śőśšő£źĺľ ş ŋěčő ŋă śńşęąě, ąěř-ěšś£ ěňş ŕőňőůĳ. Őďŋăłő A ŋě ďőćěř£ěš śćőěňş ćőńÿěąŋĺłş ĺ ţőůěš ĺňěšĳ ćőğňőęŋőśšĳ śăňőśšő£šěńĳŋő şąěďĺšĳś£ ć ćěřŋőśšĺ ŕřěďńőęěŋŋőčő M őšćěšă.

Ŕő¡šőňş őŋĺ ďěľśšćş¿š śńěďş¿źĺň őąřăğőň. A ĺ M őąă śňőšř£š ŋă śńőćő x, ŕőśńě ůěčő

M śőőąźăěš ŋěłőšőřş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿ (śńőćő y). Ŕőśńě ¡šőčő A ŋăţőďĺš ğŋăůěŋĺě ŋěłőšőřőčő

ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňőčő ŕřěďĺłăšă R(x, y), łőšőřőě ĺ śůĺšăěš ŕřăćĺńĳŋżň őšćěšőň.

Ć ¡šőľ, ążšĳ ňőęěš ĺğńĺÿŋě ąěńńěšřĺğőćăŋŋőľ, śĺšşăűĺĺ őŕřěďěńěŋĺě łńăśśă NP ğćşůĺš šăł: L(x) ŕřĺŋăďńěęĺš NP, ěśńĺ L(x) = 1 =⇒ ş M ěśšĳ śŕőśőą şąěďĺšĳ A ć ¡šőň;

L(x) = 0 =⇒ łăł ąż ŋĺ ĺğőźř£ńś£ M, łőřőńĳ A ŋě ŕőćěřĺš, ůšő L(x) = 1.

İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ őŕřěďěńěŋĺ¿ 2 ŋě ćżğżćăěš śőňŋěŋĺľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ-ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ łőřőń£ A śőőąźěŋĺě ćőńÿěąŋĺłă M ďőńęŋő ĺňěšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżľ řăğňěř. Ć őśšăńĳŋőň řăğńĺůĺ£ ňěęďş őŕřěďěńěŋĺ£ňĺ ůĺśšő ćŋěÿŋĺě.

2. Śćőďĺňőśšĳ ĺ NP-ŕőńŋőšă

Ţőš£ ďő śĺţ ŕőř (ŕő łřăľŋěľ ňěřě ć ¡šőň łőŋśŕěłšě) ňż řăśśňăšřĺćăńĺ ŕřěďĺłăšż łăł ąşńěćż ťşŋłűĺĺ, śšőńĳ ęě ěśšěśšćěŋŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ĺţ łăł ňŋőęěśšćă śńőć (x ∈ L ⇔ L(x) = 1).

Šřşďŋőśšĳ ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřěďĺłăšőć ňőęŋő śřăćŋĺćăšĳ ŕőńĳğş£śĳ śńěďş¿źĺň őŕřěďěńěŋĺěň.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śćőďĺňőśšĳ ŕő Łăřŕş. Ŕřěďĺłăš L_1 śćőďĺšś£ ł ŕřěďĺłăšş L_2 (őąőğŋăůěŋĺě

L_1 ⪯ L_2), ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłă£ f ∈ P, ůšő ∀x ( x ∈ L_1 ⇔ f(x) ∈ L_2 ) . Śćőďĺňőśšĳ ŕő Łăřŕş šăłęě ŋăğżćă¿š ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śćőďĺňőśšĳ¿, ă ůăśšő | ŕřőśšő śćőďĺňőśšĳ¿.

Ńěňňă. ă) L_2 ∈ P ą) L_1 ∉ P ć) L_2 ∈ NP

L_1 ⪯ L_2 L_1 ⪯ L_2 L_1 ⪯ L_2

L_1 ∈ P L_2 ∉ P L_1 ∈ NP

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşŋłš ă) śőćěřÿěŋŋő őůěćĺďěŋ | ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă L_1

ďőśšăšőůŋő ŕřĺňěŋĺšĳ łő ćţőďş x ťşŋłűĺ¿ f, ă ł řěğşńĳšăšş ě-ě řăąőšż | ŕřőčřăňňş ćżůĺśńěŋĺ£ L_2.

Ŕşŋłš ą) śšőńĳ ęě őůěćĺďěŋ.

Ŕşŋłš ć) šăłęě ŕřőśš. Ěčő ňőęŋő őąž£śŋ£šĳ ŕő-řăğŋőňş. Ŋăŕřĺňěř, šăł: Ňěřńĺŋ śőőąźăěš Ăřšşřş f(x) ĺ śńőćő y, ŕő łőšőřőňş Ăřšşř ňőęěš şąěďĺšĳś£, ůšő f(x) ∈ L_2. Ăřšşř šăłęě ňőęěš ŕřőćěřĺšĳ, ůšő f(x) ŋăľďěŋő ŕřăćĺńĳŋő. Ĺśŕőńĳğş£ őŕřěďěńěŋĺě 2, ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ űěŕőůłş ¡łćĺćăńěŋšŋőśšěľ

L_1(x) ⇔ L_2(f(x)) ⇔ ∃y ( (|y| < q(|f(x)|)) ∧ (R(f(x), y) ) ⇔ ⇔ ∃y ( |y| < r(x) ) ∧ [ |y| < q(|f(x)|) ∧ R(f(x), y) ] . � Ěśńĺ ŋěłőšőřżľ ŕřěďĺłăš šăłőć, ůšő ł ŋěňş śćőď£šś£ ćśě ŕřěďĺłăšż ĺğ NP, őŋ ŋăğżćăěšś£

NP-ŕőńŋżň. Ćżůĺśńěŋĺě ŕőńŋőčő ŕřěďĺłăšă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ŕőšěřĺ ¡ťťěłšĺć-

ŋőśšĺ (łőšőřă£ ć ¡šőľ ŋăşłě śůĺšăěšś£ ŋěśşźěśšćěŋŋőľ) ŕőğćőń£ěš ćżůĺśń£šĳ ćśě ŕřěďĺłăšż ĺğ

NP. Šăłĺě ŕőńŋżě ŕřěďĺłăšż śşźěśšćş¿š.

Ğăďăůă ćżŕőńŋĺňőśšĺ. SAT (x) ⇔ x ěśšĳ ťőřňşńă ś ąşńěćżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ ĺ śĺňćőńăňĺ (¬, ∨, ∧), łőšőřă£ ĺŋőčďă ĺśšĺŋŋă.

Šěőřěňă. 1) SAT ∈ NP; 2) ń¿ąőě NP-śćőľśšćő śćőďĺšś£ ł SAT .

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ SAT ∈ P, šő P = NP.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1) Ňěřńĺŋş ďőśšăšőůŋő śőőąźĺšĳ Ăřšşřş ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ, ćţőď£źĺţ

ć ťőřňşńş, ŕřĺ łőšőřżţ őŋă ĺśšĺŋŋă. Ăřšşř śŕřăćĺšś£ ś ŕřőćěřłőľ ĺśšĺŋŋőśšĺ ŕőńşůěŋŋőčő ćżśłăğżćăŋĺ£.

2) Ŕşśšĳ NP-ŕřěďĺłăš, łőšőřżľ ŋşęŋő śćěśšĺ ł SAT ĺňěěš ćĺď L(x) = ∃y ( (|y| < q(|x|)) ∧ R(x, y) ) . Śćěďěŋĺě śőśšőĺš ć šőň, śšřőĺšś£ šăłă£ ťőřňşńă φ_x, łőšőřă£ ĺśšĺŋŋă ⇔ L(x).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ćőśŕőńĳğşěňś£ šăąńĺűěľ ćżůĺśńěŋĺ£, ććěď-ěŋŋőľ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŕěřćőľ šěőřěňż. Ŋăŕĺÿěň šăąńĺűş ćżůĺśńěŋĺ£ ďń£ ŇŠ, ćżůĺśń£¿źěľ R(x, y) (ćţőďőň £ćń£ěšś£ ŕăřă x#y).

Ŕěřěňěŋŋżě, łőšőřżě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ, ĺňě¿š šőš ęě śňżśń, ůšő ĺ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŕěřćőľ šěőřěňż (¡šő łőďż śőśšő£ŋĺľ łńěšőł šăąńĺűż ćżůĺśńěŋĺ£). Ůšőąż šăąńĺűă ćżůĺśńěŋĺ£ śőőšćěšśšćőćăńă ŕřăćĺńĳŋő ŕřőćěďěŋŋőňş şśŕěÿŋőňş (ś őšćěšőň \ďă") ćżůĺśńěŋĺ¿, ďőńęŋż ćż-

ŕőńŋ£šĳś£ ńőłăńĳŋżě şśńőćĺ£ łőřřěłšŋőśšĺ ďń£ łăęďőľ ůěšćěřłĺ łńěšőł ćĺďă , ĺ łő-

ŋěůŋżľ őšćěš ďőńęěŋ ążšĳ \ďă", ůšő ğăŕĺśżćăěšś£ łăł ďĺğž¿ŋłűĺ£ ŕő ŋěłőšőřőňş ňŋőęěśšćş ŕěřěňěŋŋżţ, őšćěůă¿źĺţ śăňőľ ćěřţŋěľ śšřőłě šăąńĺűż. Ťőřňşńă φ_x ąşďěš łőŋž¿ŋłűĺěľ ćśěţ ¡šĺţ şśńőćĺľ, ć łőšőřş¿ ŕőďśšăćńěŋż ĺğćěśšŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ, łőďĺřş¿źĺţ ćţőď x#y. � Ŕřĺňěřż ďřşčĺţ NP-ŕőńŋżţ ğăďăů ňőęŋő ŕőńşůăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ śńěďş¿źěľ ńěňňż.

Ńěňňă. Ěśńĺ SAT ⪯ L ĺ L ∈ NP, šő L | NP-ŕőńŋă£.

Ĺ ćőőąźě, ěśńĺ L_1 | NP-ŕőńŋă£, L_1 ⪯ L_2 ĺ L_2 ∈ NP, šő L_2 | NP-ŕőńŋă£.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőľ ńěňňż ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ šřăŋğĺšĺćŋőśšĳ śćőďĺňőśšĺ: ěśńĺ L_1 ⪯ L_2, L_2 ⪯ L_3, šő L_1 ⪯ L_3. İšă šřăŋğĺšĺćŋőśšĳ śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżţ ťşŋłűĺľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňă.

3-ćżŕőńŋĺňőśšĳ. 3-SAT (x) ⇔ x ěśšĳ łőŋž¿ŋłűĺ£ ďĺğž¿ŋłűĺľ ś šřěň£ ąşńěćżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ ĺńĺ őšřĺűăŋĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋżţ (3-ŁŊŤ), łőšőřă£ ĺŋőčďă ĺśšĺŋŋă.

3-SAT šăłęě NP-ŕőńŋă. İšő şśšăŋăćńĺćăěšś£ śćěďěŋĺěň ě-ě ł SAT . Šěőřěňă. SAT ⪯ 3 − SAT . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśšřőĺň ŕő ń¿ąőľ śţěňě, ŋěőą£ğăšěńĳŋő ťőřňşńě, 3-ŁŊŤ, łőšőřă£ ćżŕőń-

ŋĺňă šőčďă, ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ťşŋłűĺ£, ćżůĺśń£ěňă£ śţěňőľ, ŋě řăćŋă šőęďěśšćěŋŋő 0. Ďń£ ¡šőčő ŕőśšřőĺň ćŋăůăńě łőŋž¿ŋłűĺ¿ K^{′′} şśńőćĺľ, őğŋăůă¿źĺţ, ůšő łăęďă£ ĺğ ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ y_j ĺňěěš ğŋăůěŋĺě, śőőšćěšśšćş¿źěě ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕřĺśćăĺćăŋĺ£ Y_j . Ďń£ ŕřĺňěřă ŋăŕĺÿěň šş ůăśšĳ ¡šőľ łőŋž¿ŋłűĺĺ, łőšőřă£ śőőšćěšśšćşěš ťřăčňěŋšş, ŕřĺćěď-ěŋŋőňş ŋă ŕěřćőľ śšřăŋĺűě K^{′′} = . . . ∧ ( yi ⇔ (x_5 ∨ x_7) ) ∧ ( yi_{+1} ⇔ (yi_{−1} ∧ x_3) ) ∧ ( yi_{+2} ⇔ ¬y_2 ) ∧ . . . Łăęďżľ ůńěŋ ¡šőľ łőŋž¿ŋłűĺĺ ěśšĳ ťőřňşńă őš ŋě ąőńěě ůěň šřěţ ąşńěćżţ ŕěřěňěŋŋżţ, ŕő¡šőňş ěčő ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ łăł 3-ŁŊŤ (ŕřőćěřĳšě!). Ć řěğşńĳšăšě ŕőďśšăŋőćłĺ ¡šĺţ 3-ŁŊŤ ć K^{′′} ŕőńşůĺň 3-ŁŊŤ K^′. Ĺśłőňă£ 3-ŁŊŤ ĺňěěš ćĺď K = K^′ ∧ ys. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ŕřĺ łăłĺţšő ğŋăůěŋĺ£ţ ŕěřěňěŋŋżţ x_i śţěňă ćżďăěš 1, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ć řěğşńĳšăšě ŕřĺśćăĺćăŋĺľ śţěňż ŕőńşůăěšś£ y_s = 1, ă šőčďă ĺ K(x_1, . . ., x_n) = 1. �