Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Ÿěŋĳ (ćř.ĺ.ő. Ă. Łĺšăěćă); ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

3 ńěłűĺ£ (26/02/98)

Ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ

Ŕřĺćěď-ěň ěź-ě őďĺŋ ŕřőśšőľ ŕřĺňěř śćěď«ěŋĺ£.

Ğăďăůă ŰŃŔ (űěńőůĺśńěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺ£). Ďăŋă śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ ŋěřăćěŋśšć ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ěśšĳ ńĺ ş ŋě-ě űěńőůĺśńěŋŋőě řěÿěŋĺě? (Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śőćňěśšŋă ńĺ śĺśšěňă?)

Ć ¡šőľ ğăďăůě ćţőďőň £ćń£ěšś£ ňăšřĺűă łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺ ćěłšőř ŕřăćżţ ůăśšěľ. Šő, ůšő ŰŃŔ ∈ NP, ŋě śőćśěň őůěćĺďŋő. Ć łăůěśšćě ŕőďśłăğłĺ Ňěřńĺŋ śőőąźăěš Ăřšşřş ğŋăůěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřĺ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋż ćśě ŋěřăćěŋśšćă śĺśšěňż. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďńĺŋă ¡šőčő śőőąźěŋĺ£ ŋě őůěŋĳ ćěńĺłă, ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ş śőćňěśšŋőľ śĺśšěňż ćśěčďă ěśšĳ űěńőůĺśńěŋŋżě řěÿěŋĺ£, řăğňěř ğăŕĺśĺ łőšőřżţ őčřăŋĺůěŋ ŕőńĺŋőňőň őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ śĺśšěňż.

Śćěď-ěň šěŕěřĳ 3-ŁŊŤ ł ŰŃŔ. Ŕőśšřőĺň ŕő 3-ŁŊŤ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ ŋěřăćěŋśšć. Łăęďőľ ńőčĺůěśłőľ ŕěřěňěŋŋőľ x_i ĺğ 3-ŁŊŤ śőŕőśšăćĺň űěńőůĺśńěŋŋş¿ ŕěřěňěŋŋş¿ p_i. Śĺśšěňă śőďěřęĺš ďń£ ćśěţ i ŋěřăćěŋśšćă 0 ≤ p_i ≤ 1, łřőňě šőčő, ďń£ łăęďőľ ďĺğž¿ŋłűĺĺ X_j ∨ X_k ∨ X_m ć śĺśšěňě ěśšĳ ŋěřăćěŋśšćő P_j + P_k + P_m ≥ 1, čďě P_j = p_j , ěśńĺ X_j = x_j , ĺ P_j = 1 − p_j , ěśńĺ X_j = ¬x_i. Őůěćĺďŋő, ůšő ćżŕőńŋĺňőśšĳ 3-ŁŊŤ ąşďěš ¡łćĺćăńěŋšŋă śőćňěśšŋőśšĺ šăłőľ śĺśšěňż ŋěřăćěŋśšć.

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ŋě šřěąőćăšĳ űěńőůĺśńěŋŋőśšĺ řěÿěŋĺľ, šő ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ śőćňěśšŋőśšĳ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ ŋěřăćěŋśšć ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ (ďń£ ¡šőčő ěśšĳ ŋěśłőńĳłő ăńčőřĺšňőć: Ţăůĺ£ŋă, Łăřňăřłăřă, Řěŋěčăřă).

Őąÿĺřŋżľ śŕĺśőł NP-ŕőńŋżţ ğăďăů śőďěřęĺšś£ ć łŋĺčě Č¡řĺ ĺ Ďęőŋśőŋă ÀĆżůĺśńĺšěńĳŋżě ňăÿĺŋż ĺ šřşďŋőřěÿăěňżě ğăďăůĺÁ. Łăł ŕřăćĺńő, őŋĺ ŕőńşůă¿šś£ śćěď«ěŋĺ£ňĺ. Ŕřĺćěď-ěň ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć.

3-řăśłřăśłă. Ďăŋ čřăť. Śŕřăÿĺćăěšś£, ňőęŋő ńĺ řăśłřăśĺšĳ ěčő ćěřÿĺŋż ć šřĺ űćěšă šăł, ůšő łőŋűż łăęďőčő řěąřă ŕőłřăÿěŋż ć řăğŋżě űćěšă. (Ăŋăńőčĺůŋă£ ğăďăůă 2-řăśłřăśłă řěÿăěšś£ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£; ğăňěšĺň šăłęě, ůšő 2-ŁŊŤ (őůěćĺďŋżľ ćăřĺăŋš řăśśňőšřěŋŋőľ ćżÿě ğăďăůĺ 3-ŁŊŤ) šăłęě řěÿăěšś£ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.)

Łńĺłă. Ďăŋż čřăť ĺ ůĺśńő k. Śŕřăÿĺćăěšś£, ěśšĳ ńĺ šăłőě ŕőďňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ čřăťă, łőšőřőě śőďěřęĺš k ¡ńěňěŋšőć ĺ ń¿ążě ďćě ćěřÿĺŋż ć ŋ-ěň ść£ğăŋż řěąřőň.

1. Ćěřő£šŋőśšŋżě ăńčőřĺšňż ĺ łńăśś BPP

Ć ćěřő£šŋőśšŋżţ ŇŠ (ćŇŠ), łăł ĺ ć ŋěďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋżţ, ĺňě¿šś£ śőśšő£ŋĺ£, ĺğ łőšőřżţ ćőğňőęěŋ ŕěřěţőď ć ďćă řăğŋżţ śőśšő£ŋĺ£. Ŋő őšńĺůĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő śőśšő£ŋĺě, łşďă ćŇŠ ďěńăěš ŕěřěţőď, őŕřěďěń£ěšś£ řěğşńĳšăšőň ŋěłőšőřőčő śńşůăľŋőčő ŕřőűěśśă (Àŕőďąřăśżćăŋĺ£ ňőŋěšżÁ). Ŋşęŋő őčőćőřĺšĳ, łăłĺě ňőŋěšż ďőŕşśłă¿šś£ (ěśńĺ ćğ£šĳ őůěŋĳ řěďłş¿ ňőŋěšş, ćěřő£šŋőśšĳ ćżŕăďěŋĺ£ čěřąă ďń£ łőšőřőľ řăćŋă ŋěćżůĺśńĺňőňş ůĺśńş, šő ćőğňőęŋőśšĺ šăłőľ ćŇŠ ąşďşš ğŋăůĺšěńĳŋő ćżÿě, ůěň ţőšěńőśĳ ąż; őŋă śňőęěš řăśŕőğŋăćăšĳ ĺ ŋěłőšőřżě ŋěřăğřěÿĺňżě ŕřěďĺłăšż).

Őążůŋő śůĺšă¿š, ůšő ćěřő£šŋőśšĺ őďĺŋăłőćż ďń£ őąěĺţ śšőřőŋ ňőŋěšż^{1)} ĺ řăćŋż 1/2. Ć őšńĺůĺě őš ŊŇŠ, ćěřő£šŋőśšŋżě ňăÿĺŋż ňőčşš ňżśńĺšĳś£ łăł ćŕőńŋě řěăńĳŋżě şśšřőľśšćă. Ţőš£ ďń£ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňăÿĺŋż Šĳ¿řĺŋčă ĺ ŋěńĳğ£ śłăğăšĳ, łăłőľ őšćěš őŋă ćżďăśš, ŋő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ćěřő£šŋőśšĳ šőčő ĺńĺ ĺŋőčő őšćěšă.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕřěďĺłăš L ŕřĺŋăďńěęĺš łńăśśş BPP, ěśńĺ śşźěśšćş¿š ćŇŠ M ĺ ŕőńĺŋőň

p(n) šăłĺě, ůšő ůěřěğ ćřěň£ ≤ p(|x|) ňăÿĺŋă M őśšăŋőćĺšś£, ŕřĺů-ěň L(x) = 1 =⇒ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ > 2/3 M ćżďăśš őšćěš \ďă"; L(x) = 0 =⇒ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ > 2/3 M ćżďăśš őšćěš \ŋěš".

Ěśńĺ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ğăňěŋĺšĳ ůĺśńő 2/3 ŋă ń¿ąőě ůĺśńő, ą«őńĳÿěě 1/2, łńăśś BPP ŋě ĺğňěŋĺšś£. Ěśšĳ ŕřőśšőľ śŕőśőą ďőąĺšĳś£ ćěřő£šŋőśšĺ, śłőńĳ şčőďŋő ąńĺğłőľ ł 1. Ćőğĳň-ěň ŋěśłőńĳłő őďĺŋăłőćżţ ňăÿĺŋ, ğăŕşśšĺň ĺţ ćśě, ă őłőŋůăšěńĳŋżň řěğşńĳšăšőň ąşďěň śůĺšăšĳ ňŋěŋĺě ąőńĳÿĺŋśšćă. Ěśńĺ ćěřő£šŋőśšĳ ŕřăćĺńĳŋőčő őšćěšă ďń£ łăęďőčő ¡łğěňŕń£řă ňăÿĺŋż řăćŋă c > 1/2, šő ćěřő£šŋőśšĳ ŕřăćĺńĳŋőčő őšćěšă ŕőśńě čőńőśőćăŋĺ£ n ňăÿĺŋ ŋě ňěŋĳÿě 1 − λ^n, čďě λ < 2 √ c(1 − c) < 1.

Łńăśś BPP ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďĺłăšőć őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ, łăł ¡šő ążńő śďěńăŋő ďń£ łńăśśă NP.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. L ∈ BPP ⇐⇒ śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋ q(·) ĺ ŕřěďĺłăš, R(·, ·) ∈ P, šăłĺě, ůšő L(x) =⇒ ďőń£ śńőć r ďńĺŋż q(|x|), ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋő R(x, y), ąőńĳÿě 2/3 ;

¬L(x) =⇒ ďőń£ śńőć r ďńĺŋż q(|x|), ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋő R(x, y), ňěŋĳÿě 1/3.

Ďőłăęěň, ůšő ¡šĺ ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Őŕř. 1 =⇒ őŕř. 2. Őŕř. 2 =⇒ őŕř. 1. Ŕőńăčăěň q(n) = p(n) (ąřőśăŋĺľ ňőŋěšż ŋě ąőńĳÿě, ůěň őąźěě ůĺśńő ďěľśšćĺľ). Őŕřěďěńĺň ŕřěďĺłăš R(x, y) = Àňăÿĺŋă M ŋă x ďă-ěš őšćěš \ďă" ŕřĺ şłăğăŋŋőľ ć y ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řěğşńĳšăšőć ąřőśăŋĺľ ňőŋěšżÁ. İšőš ŕřěďĺłăš ŕő őůěćĺďŋżň ŕřĺůĺŋăň şďőćńěšćőř£ěš őŕřěďěńěŋĺ¿ 2.

Śńşůăľŋő ćżąĺřăěň śńőćő r ďńĺŋż q(|x|) ĺ ŕőďśšăćń£ěň ć ŕřěďĺłăš, ğăšěň ćżůĺśń£ěň ğŋăůěŋĺě ŕřěďĺłăšă. Šăłă£ ćŇŠ şďőćńěšćőř£ěš őŕřěďěńěŋĺ¿ 1.

Őŕřěďěńěŋĺě 2 ďőŕşśłăěš śńěďş¿źěě ŋăčń£ďŋőě šőńłőćăŋĺě. Őšňěšĺň ć ŕńőśłőśšĺ (x, y) šőůłĺ, ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋěŋ ŋěłőšőřżľ ŕřěďĺłăš R(x, y), š. ě. ňŋőęěśšćő {(x, y)|R(x, y)&y = q(|x|)} Ďń£ x = x_0 řăśśňőšřĺň śěůěŋĺě ¡šőčő ňŋőęěśšćă {(x, y)|R(x, y)&y = q(|x|)&x = x_0}. Ŕřěďĺłăš R(·, ·), şůăśšćş¿źĺľ ć őŕřěďěńěŋĺĺ 2, őąńăďăěš šăłĺň śšřăŋŋżň śćőľśšćőň, ůšő ňěřă śěůěŋĺ£ ŕřĺ ń¿ąőň x_0 ńĺąő ąőńĳÿě 2/3, ńĺąő ňěŋĳÿě 1/3. İšő řăğďěń£ěš ğŋăůěŋĺ£ x ŋă ďćě łăšěčőřĺĺ; őďŋă śőőšćěšśšćşěš ŕřěďĺłăšş L, ďřşčă£ | ěčő őšřĺűăŋĺ¿.

1)Ďăńĳÿě ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő śšőřőŋż ňőŋěšż ŕőňěůěŋż 0 ĺ 1.

2. Ŕřőćěřłă ŕřőśšőšż ůĺśńă | łńăśśĺůěśłĺľ ŕřĺňěř ğăďăůĺ

ĺğ BPP

Ğăďăůă Ŕřőćěřłă ŕřőśšőšż: ďăŋő ůĺśńő n. Šřěąşěšś£ őŕřěďěńĺšĳ, ŕřőśšőě ńĺ őŋő. Ďń£ ¡šőľ ğăďăůĺ śşźěśšćşěš ćěřő£šŋőśšŋżľ ăńčőřĺšň, řăąőšă¿źĺľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£;

őŋ ąşďěš ŋĺęě őŕĺśăŋ.

Ŋěőąţőďĺňżě śćěďěŋĺ£ ĺğ šěőřĺĺ ůĺśěń Šěőřěňă (ňăńă£ šěőřěňă Ťěřňă). Ěśńĺ n | ŕřőśšőě ĺ n ̸|a, šő a^{n−1} ≡ 1 (mod n).

Ňőęŋő ďőłăğżćăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋőě śřăćŋěŋĺě a^n ≡ a (mod n), ĺśŕőńĳğş£ śřăćŋěŋĺě (a + b)^n ≡ a^n +b^n (mod n). Ŕőśńěďŋěě śřăćŋěŋĺě śřăğş ćżšěłăěš ĺğ ťőřňşńż ąĺŋőňă, ěśńĺ şůěśšĳ, ůšő ŕőůšĺ ćśě ąĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż (_n k ) ďěń£šś£ ŋă (ŕřőśšőě) n.

Ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ąşďěš ŕőńěğěŋ ďřşčőľ śŕőśőą ďőłăğăšěńĳśšćă. Ŕşśšĳ a^s ≡ a^q (mod n). Šőčďă ĺğ ćğăĺňŋőľ ŕřőśšőšż a ĺ n śńěďşěš, ůšő a^{s−q} ≡ 1 (mod n). Ŕő¡šőňş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 1, a, a^2, . . . , a^t, . . . śőśšőĺš ĺğ řăğńĺůŋżţ ůĺśěń ćŕńőšĳ ďő ŋěłőšőřőľ śšěŕěŋĺ s_0 − 1, ă a^{s0} ≡ 1 (mod n). Ąőńěě šőčő, ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ć ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {ba^t}^∞_{t=0} řőćŋő s_0 řăğńĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć.

Ĺğ ňăńőľ šěőřěňż Ťěřňă śńěďşěš, ůšő ŋěřăćěŋśšćő a^{n−1} ≢ 1 (mod n) ŕőğćőń£ěš şšćěřęďăšĳ, ůšő n | śőśšăćŋőě (łăł čőćőř£š, a £ćń£ěšś£ śćĺďěšěńěň ŋěŕřőśšőšż ůĺśńă n). İšő śćĺďěšěńĳśšćő łőśćěŋŋőě | £ćŋőčő řăğńőęěŋĺ£ n ŋă ňŋőęĺšěńĺ ňż ŋě ŕőńşůăěň. İšő śĺńĳŋżľ śŕőśőą ŕřőćěřłĺ ŕřőśšőšż: łăł ŕřăćĺńő, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřłĺ ŕřĺ a = 2!

Őďŋăłő, ŕřőćěřłĺ ňăńőľ šěőřěňż Ťěřňă ďăęě ŕřĺ ćśěţ a ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋěďőśšăšőůŋő. Ăńčőřĺšň ŕřőćěřłĺ ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ śćĺďěšěńěľ ěź-ě őďŋőčő šĺŕă: ěśőň b^2 ≡ 1 (mod n), ă b ≢ ±1 (mod n), šő n | śőśšăćŋőě; n ĺ b − 1 ĺňě¿š őąźĺľ ďěńĺšěńĳ, ą«őńĳÿĺľ 1. Ŕő¡šőňş śćĺďěšěńĺ šăłőčő ćĺďă (ćőőąźě čőćőř£, čőřăğďő ąőńěě řěďłő ŕő£ćń£¿źĺěś£) ŕőğćőń£¿š śřăğş ęě şłăğăšĳ řăğńőęěŋĺě śőśšăćŋőčő n (ő łőšőřőň őŋĺ śćĺďěšěńĳśšćş¿š), ŋă ďćă ňŋőęĺšěń£ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ (ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ (x, y) ďćşţ ůĺśěń x ĺ y ňőęŋő ŋăľšĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£, śň. ďăńěě).

Šěőřěňă (łĺšăľśłă£ šěőřěňă őą őśšăšłăţ). Ŕşśšĳ n = uv, (u, v) = 1. Šőčďă (Z/nZ) =

(Z/uZ) × (Z/vZ).

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, śşźěśšćşěš ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş őśšăšłăňĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă n ĺ ŕăřăňĺ őśšăšłőć őš ďěńěŋĺ£ ŋă u ĺ ŋă v.

Ŋěőąţőďĺňżě śćěďěŋĺ£ ĺğ ăńčőřĺšňĺůěśłőľ šěőřĺĺ ůĺśěń

Ăřĺťňěšĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ŋăď ůĺśńăňĺ ňőęŋő ćżŕőńŋ£šĳ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš ďńĺŋż ĺţ ğăŕĺśĺ (ůĺśńő n ğăŕĺśżćăěšś£ l(n) ≈ log n ğŋăłăňĺ) śăňżň őążůŋżň śŕőśőąőň. Ŋăŕřĺňěř, şňŋőęěŋĺě ůĺśěń n, m śšőńąĺłőň šřěąşěš ćřěňěŋĺ l(n)l(m), š. ě. łćăďřăšĺůŋő őš ďńĺŋż ćţőďă (Ţőš£ łćăďřăš őš ďńĺŋż ćţőďă şęě ďőśšăšőůŋő ňăń, ůšőąż ążšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň, őšňěšĺň, ůšő ňőęŋő şňŋőęăšĳ ůĺśńă ĺ ążśšřěě, ğă ćřěň£ O(n log n log log n).)

Őśšăšőł őš ćőğćěďěŋĺ£ ůĺśńă a ć śšěŕěŋĳ n ňőęŋő ŋăľšĺ ğă ćřěň£ log n, ěśńĺ ćżůĺśńĺšĳ őśšăšłĺ őš śšěŕěŋěľ a^{2k} ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ćőğćěďěŋĺěň ć łćăďřăš ĺ ğăšěň ŕěřěňŋőęĺšĳ šě ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ůĺśěń, łőšőřżě 1 ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă n.

Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ďćşţ ůĺśěń ňőęŋő ŋăľšĺ, ŕőńĳğş£śĳ ăńčőřĺšňőň Ěćłńĺďă. İšőš ăńčőřĺšň ĺśŕőńĳğşěš řěłşřśĺćŋő řăćěŋśšćő (x, y) = (y, x ÷ y), čďě x ÷ y őąőğŋăůăěš őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ x ŋă y. Ğă łăęďżě ďćă ÿăčă ŕřĺňěŋěŋĺ£ šăłőčő řăćěŋśšćă ďńĺŋă ğăŕĺśĺ ŋăĺňěŋĳÿěčő ć řăśśňăšřĺćăěňőľ ŕăřě ůĺśěń şňěŋĳÿăěšś£ ŋă łőŋśšăŋšş.

Ĺ ŕőśńěďŋěě. Ćő ĺğąěęăŋĺě šěőřěšĺłő-ůĺśńőćżţ ŋ¿ăŋśőć ăńčőřĺšň ąşďěš ŕřőćěř£šĳ, ĺğćńěłăěšś£ ńĺ ĺğ ůĺśńă ŋăűěńő łőřěŋĳ k-šőľ śšěŕěŋĺ. İšő ňőęŋő śďěńăšĳ, ŋăľď£ ďőśšăšőůŋő šőůŋő ŕřĺąńĺę-ěŋŋőě ğŋăůěŋĺě łőřŋ£ ĺ ćőğćěď£ ąńĺęăľÿěě ł ŋěňş űěńőě ůĺśńő ć k-šş¿ śšěŕěŋĳ. Ďěšăńĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőčő ăńčőřĺšňă ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ¡šĺţ ďěľśšćĺľ őśšăćń£¿šś£ ďń£ śăňőśšő£šěńĳŋőčő őąďşňżćăŋĺ£.

Őśŋőćŋőľ ăńčőřĺšň Ăńčőřĺšň. (Ŕřőćěřłă ŕřőśšőšż.) Ćţőď: ůĺśńő n.

Ÿăč 1. Ŕřőćěř£ěň, ůšő n ŋěů-ěšŋőě, ă ěśńĺ n | ů-ěšŋőě, šő śřăćŋĺćăěň ěčő ś 2. Ěśńĺ n = 2, šő őšćěš \n | ŕřőśšőě", ěśńĺ n | ů-ěšŋőě ĺ ąőńĳÿě 2, šő őšćěš \n | śőśšăćŋőě", ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŕěřěţőďĺň ł ÿăčş 2.

Ÿăč 2. Ŕřőćěř£ěň, ŋě ěśšĳ ńĺ n k-šőľ śšěŕěŋĳ¿ ŋěłőšőřőčő űěńőčő ůĺśńă ŕřĺ k = 2, . . ., log_2 n. Ěśńĺ n | śšěŕěŋĳ, šő őšćěš \n | śőśšăćŋőě", ĺŋăůě ŕěřěţőďĺň ł ÿăčş 3.

Ÿăč 3. Ğăŕĺśżćăěň n − 1 ć ćĺďě 2^k · l, k > 0, l | ŋěů-ěšŋőě. Ÿăč 4. Ćżąĺřăěň śńşůăľŋőě a śřěďĺ ůĺśěń őš 1 ďő n. Ÿăč 5. Ćżůĺśń£ěň a^l, a^{2l}, . . . , a^{n−1} ŕő ňőďşń¿ n. Ŕřőćěřłă 1. Ěśńĺ a^{n−1} ≢ 1 (mod n), šő őšćěš \n | śőśšăćŋőě".

Ŕřőćěřłă 2. Ěśńĺ ć ŕřőűěśśě ćőğćěďěŋĺ£ ć łćăďřăš ŋăľďěŋő x, šăłőě ůšő x^2 ≡ 1 (mod n),

x ≢ (mod n), šő őšćěš \n | śőśšăćŋőě".

Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě őšćěš \n | ŕřőśšőě".

Šěőřěňă. Ěśńĺ n | ŕřőśšőě, šő őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ăńčőřĺšň ćśěčďă (ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1) ćż-

ďă-ěš őšćěš \n | ŕřőśšőě".

Ěśńĺ n | śőśšăćŋőě, šő őšćěš \n | śőśšăćŋőě" ąşďěš ŕőńşůěŋ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ≥ 2.

Ğăňěůăŋĺě. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ BPP-ăńčőřĺšň ŕřőćěřłĺ ŕřőśšőšż ůĺśńă, ŋşęŋő ďćăęďż ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřĺćěďěŋŋżľ ăńčőřĺšň. Šőčďă ćěřő£šŋőśšĳ őÿĺąłĺ śšăŋěš ňěŋĳÿě 1/4.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż

Ĺğ śłăğăŋŋőčő ćżÿě śńěďşěš, ůšő ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŋşęďăěšś£ šőńĳłő ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ n = uv ≡ 1 (mod 2), (u, v) = 1 (ěśńĺ šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋěš, šő ŋă ÿăčě 2 ąşďěš őąŋăřşęěŋă ŋěŕřőśšőšă). Ąşďěň ďőłăğżćăšĳ, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ şśŕěÿŋőčő šěśšĺřőćăŋĺ£ ŋě ňěŋĳÿě 1/2 ďń£ ń¿ąőčő a, ćğăĺňŋő ŕřőśšőčő ś n (ďń£ őśšăńĳŋżţ a ćěřő£šŋőśšĳ şśŕěÿŋőčő šěśšĺřőćăŋĺ£ řăćŋă 1, šăł ůšő ŕőńşůěŋŋă£ őűěŋłă šőńĳłő şńşůÿĺšś£).

Őąőğŋăůĺň ňŋőęěśšćő (Z/uZ)^∗ őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ u, ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś u, ůěřěğ U; ăŋăńőčĺůŋőě ňŋőęěśšćő őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ v ůěřěğ V . Ĺğ łĺšăľśłőľ šěőřěňż śńěďşěš, ůšő (Z/nZ)^∗ = U × V . Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćă U^k = {x^k|x ∈ U }, V^k = {x^k|x ∈ V }. Ğăňěšĺň, ůšő |U |/|U^k| | űěńőě (ěśńĺ x^l ≡ y^l (mod u), šő (xy^{−1})^l ≡ 1 (mod u), řăśśşęďěŋĺě ăŋăńőčĺůŋőě ŕřĺćěďěŋŋőňş ćżÿě ďőłăğăšěńĳśšćş ňăńőľ šěőřěňż Ťěřňă ŕőłăğżćăěš, ůšő ůĺśńő ŕřőőąřăğőć ďń£ łăęďőľ k-šőľ śšěŕěŋĺ őďĺŋăłőćő).

Őůěćĺďŋő, ůšő U^{2l} ⊆ U^l (śšěŕěŋěľ łćăďřăšőć ŋě ąőńĳÿě, ůěň ćśěţ śšěŕěŋěľ). Ŕő¡šőňş ŕőńşůăěň ŕăřş ŋěćőğřăśšă¿źĺţ űěŕőůěł ňŋőęěśšć U^l ⊇ U^{2l} ⊇ · · · ⊇ U^{n−1} ⊇ {1}, V^l ⊇ V^{2l} ⊇ · · · ⊇ V^{n−1} ⊇ {1}.

1 śńşůăľ. Ŕşśšĳ U^{n−1} ≠ {1} ĺńĺ V^{n−1} ≠ {1}. Ůšőąż ŕřőľšĺ ŕřőćěřłş 1 ć ăńčőřĺšňě, ŕőśńě ćőğćěďěŋĺ£ ć (n − 1)-¿ śšěŕěŋĳ ďőńęŋă ŕőńşůĺšĳś£ ŕăřă őśšăšłőć (1, 1). Ŕőśłőńĳłş ŕřőőąřăğőć łăęďőčő ůĺśńă ĺğ U^{n−1} ≠ {1} őďĺŋăłőćőě łőńĺůěśšćő, ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ ŕăřż (1, 1) ŋě ćżÿě 1/2.

2 śńşůăľ. Ŕşśšĳ U^{n−1} = V^{n−1} = {1}. Ŕőśłőńĳłş l | ŋěů-ěšŋőě, {±1} ∈ U^l ∩ V^l, š. ě. ŋăľď-ěšś£ šăłőě t, ůšő U^{2t} = V^{2t} = {1}, ă U^t ≠ {1} ĺńĺ V^t ≠ {1}.

Ąşďěň ďőłăğżćăšĳ, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋě ňěŋĳÿě 1/2 ć ¡šőň ňěśšě ŕřőćěřłă 2 ăńčőřĺšňă őąŋăřşęĺš, ůšő n | śőśšăćŋőě. Ĺňěěň a^{2t} ≡ 1 (mod n), ŋşęŋő ŕőŋ£šĳ, ś łăłőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ a^t ŋě řăćŋő ±1. Ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ ďćă śńşůă£.

Śńşůăľ 2ă. Őďŋő ĺğ ňŋőęěśšć U^t, V^t ŋě řăćŋő {1}. Ć ¡šőň śńşůăě ňőęŋő şšćěřęďăšĳ, ůšő

a^t ≢ −1 (mod n) (őśšăšłş −1 ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă n śőőšćěšśšćşěš ŕăřă őśšăšłőć (−1, −1) ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŋă u, v.

Ňőęŋő řăśśşęďăšĳ šăł ęě, łăł ĺ ć śńşůăě 1. Ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋě ňěŋĳÿě 1/2 ŕőńşůĺň ŕăřş őśšăšłőć (1, α), α ≠ 1.

Śńşůăľ 2ą. Őąă ňŋőęěśšćă U^t, V^t śőďěřęăš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćă ¡ńěňěŋšă. Ć ¡šőň śńşůăě ňőęěš ŕőńşůĺšĳś£ łăł a^t ≡ 1 (mod n), šăł ĺ a^t ≡ −1 (mod n), ŋő ćěřő£šŋőśšĳ ¡šőčő ďćě łăłĺţ-šő (ŕő łřăľŋěľ ňěřě, ůěšć-ěřšżţ), š. ě. ŋě ąőńĳÿě 1/2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ğăłőŋůěŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Ÿăč 2 ć ăńčőřĺšňě ĺğążšőůěŋ, ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ śőőąřăęěŋĺ£ňĺ şśšăŋăćńĺćăěšś£, ůšő ĺ ďń£ ůĺśěń ćĺďă m^k őŕĺśăŋŋżě ćżÿě ŕřőćěřłĺ ďă¿š ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš śő ğŋăůĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿.

3. Ěź-ě łőě-ůšő ő BPP Šěőřěňă. BPP ⊆_{non−unif orm} P. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ćŋăůăńě şśĺńĺšĳ őűěŋłĺ ćěřő£šŋőśšěľ ś (1/3, 2/3) ďő (ε, 1 − ε), ŋşęŋőě ğŋăůěŋĺě ε ąşďěš şłăğăŋő ŋĺęě; ă ğăšěň ğăťĺłśĺřőćăšĳ ŋěłőšőřżě ğŋăůěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ąĺš ĺ ŕőśšřőĺšĳ śţěňş, łăł őŕĺśăŋő ć ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ.

Śşšĳ ğďěśĳ ć šőň, ůšő ŕőćšőřěŋĺě őŕżšőć ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő şňěŋĳÿăěš őűěŋłş ćěřő£šŋőśšĺ őÿĺąłĺ ε, ŋő ŋě ňěŋ£ěš řăğňěř ćţőďă |x|. Ŕő¡šőňş ŕřĺ ε2^{|x|} < 1 ŋăľď-ěšś£ šăłőľ ŋăąőř śńşůăľŋżţ ąĺš, ŕřĺ łőšőřőň ŋěš őÿĺąőł ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ x.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćśŕőňŋĺň ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿ BPP, ďăŋŋş¿ ŕőśńě ćšőřőčő őŕřěďěńěŋĺ£. Ěśńĺ ďőń£ śńőć r, ŋă łőšőřżţ śőćěřÿăěšś£ őÿĺąłă, ďń£ łăęďőčő x ŋě ŕřěćőśţőďĺš ε, šő ďőń£ šěţ śńőć r, ŋă łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺš őÿĺąłă ŕřĺ łăłőň-ŋĺąşďĳ x, ŋě ŕřěćőśţőďĺš ε2^{|x|} < 1. Ğŋăůĺš, ŋăľďşšś£ ĺ šăłĺě r, ŋă łőšőřżţ ŋěš őÿĺąőł ŋĺ ŕřĺ łăłőň x. �

İšő šĺŕĺůŋőě ŋěłőŋśšřşłšĺćŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő śşźěśšćőćăŋĺ£. Ňż ďőłăğżćăěň, ůšő ćěřő- £šŋőśšĳ šőčő, ůšő őąžěłš ś ŋşęŋżňĺ śćőľśšćăňĺ ŋě śşźěśšćşěš, ňěŋĳÿě 1. Ŋő ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ šăłőľ őąžěłš śşźěśšćşěš.

Šěőřěňă. BPP ⊆ ˚^2.

Őśšăćĺň ¡šş šěőřěňş ŕőłă ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă (ĺ ąěğ őąž£śŋěŋĺ£ ťőřňşńĺřőćłĺ).