Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Ÿěŋĳ (ćř.ĺ.ő. Ă. Łĺšăěćă); ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

4 ńěłűĺ£ (5/03/98)

Ŋă ¡šőľ ńěłűĺĺ ąşďěš ďăŋő őąž£śŋěŋĺě ťőřňşńĺřőćłĺ ŕőśńěďŋěľ šěőřěňż ĺğ ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż. Ŋă ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺ£ţ ążńĺ ććěďěŋż łńăśśż P, NP. Ěśšĳ ěź-ě łńăśś co-NP, ďőŕőńŋěŋĺ£ ł £ğżłăň ĺğ ¡šőčő łńăśśă ŕřĺŋăďńěęăš NP. Ćğăĺňŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ¡šĺţ łńăśśőć ňőęŋő ĺğőąřăğĺšĳ ďĺăčřăňňőľ ćłń¿ůěŋĺľ, ŕőłăğăŋŋőľ ŋă ćřěğłě (őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő ğŋăł śšřőčőčő ćłń¿ůěŋĺ£ ŕőďřăğşňěćăěš ĺ ćőğňőęŋőě řăćěŋśšćő ¡šĺţ łńăśśőć | ŋĺłőňş ěź-ě ŋě şďăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ůšő P ≠ NP ĺńĺ P ≠ co-NP, ĺńĺ ţőš£ ąż ůšő NP ≠ co-NP).

1. Ĺčřż, ć łőšőřżě ĺčřă¿š ňăÿĺŋż

Řăśśňőšřĺň ĺčřş, ć łőšőřş¿ ĺčřă¿š ďćă ĺčřőłă, ąşďěň ĺţ ŋăğżćăšĳ ąěńżě (Ą) ĺ ů-ěřŋżě (Ů). Ĺčřőłăň śőőąźăěšś£ ŋěłőšőřőě śńőćő x ĺ őŋĺ ďěńă¿š ţőďż ŕő őůěřěďĺ. Ţőďż ňőčşš ążšĳ őŕĺśăŋż śńőćăňĺ ďńĺŋż p(|x|), čďě p(·) | ŋěłőšőřżľ ŕőńĺŋőň. Ŕőśńě šőčő łăł ĺčřă ğăćěřÿěŋă, ě-ě řěğşńĳšăš őŕřěďěń£ěšś£ ŋěłőšőřżň ŕřěďĺłăšőň W (x, w_1, b_1, . . .) ∈ P (ćżĺčřăńĺ ńĺ ąěńżě).

Łăęďőľ ĺčřě ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ňŋőęěśšćő L = {x|Ą ĺňěěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿}. Řăğŋőőąřăğŋżě łńăśśż ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ňŋőęěśšćă, śőőšćěšśšćş¿źĺě šěň ĺńĺ ĺŋżň ćĺďăň ĺčř.

P: ŋĺłšő ŋě ďěńăěš ţőďőć.

NP: 1 ţőď ąěńżţ. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡šő ňŋőęěśšćă ćĺďă {x|∃w1W (x, w1)}. co-NP: 1 ţőď ąěńżţ, ŋő ć ¡šőš łńăśś ćłń¿ůă¿šś£ ňŋőęěśšćă {x| Ů ĺňěěš ćżĺčřżÿ-

ŋş¿ śšřăšěčĺ¿}.

˚_2: 1 ţőď ąěńżţ, 1 ţőď ů-ěřŋżţ. Ćłń¿ůă¿šś£ ňŋőęěśšćă, ďń£ łőšőřżţ ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ĺňě¿š ąěńżě, š. ě. {x|∃w_1∀b_1W (x, w_1, b_1)}.

˝_2: 1 ţőď ąěńżţ, 1 ţőď ů-ěřŋżţ. Ćłń¿ůă¿šś£ ňŋőęěśšćă, ďń£ łőšőřżţ ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ĺňě¿š ů-ěřŋżě, š. ě. {x|∀w_1∃b_1W (x, w_1, b_1)}.

Šěőřěňă. BPP ⊂ ˚_2 ∩ ˝_2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. (Ńăşšěňăŋ?)

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋşęŋő ŋăşůĺšĳś£ ťőřňşńĺřőćăšĳ śćőľśšćő \ňŋőęěśšćő śőďěřęĺš ňŋőčő ¡ńěňěŋšőć" ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň łćăŋšőřőć şŋĺćěřśăńĳŋőśšĺ ĺ śşźěśšćőćăŋĺ£. Ňż śďěńăěň ¡šő, ŕřěďŕőńăčă£, ůšő řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŕőďňŋőęěśšćă ŋěłőšőřőľ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż. Ŕşśšĳ G | čřşŕŕă, ňŋőęěśšćő X ⊂ G. Śćőľśšćő, łőšőřżň ňż ąşďěň őšńĺůăšĳ ąőńĳÿĺě ňŋőęěśšćă őš ňăńżţ, śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋěłőšőřżň łőńĺůěśšćőň śďćĺčőć X ňőęŋő ŕőłřżšĳ ćś¿ čřşŕŕş ∃g_1, . . ., g_k : ⋃ i g_iX = G. (∗) Ůšőąż ŋăľšĺ ŕőďţőď£źěě ğŋăůěŋĺě k, ŋăľď-ěň šě śńşůăĺ, łőčďă şśńőćĺě (∗) ğăćěďőňő ćżŕőńŋ£ěšś£, ĺ šě, łőčďă őŋő ğăćěďőňő ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£.

Ěśńĺ k|X| < |G|, (1) şśńőćĺě (∗) ğăćěďőňő ńőęŋő.

Şśńőćĺě (∗) ğăćěďőňő ĺśšĺŋŋő, ěśńĺ ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ ⋃ i g_iX = G ąőńĳÿě 0 ďń£ śńşůăľŋżţ ŋěğăćĺśĺňżţ g_1, . . ., g_k. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, P r( ⋃ i g_iX ⊂ G) < 1. Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő śńşůăľŋżľ śďćĺč X ŋě ŕőłřżćăěš (ŋě śőďěřęĺš) ŋěłőšőřżľ ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ¡ńěňěŋš řăćŋă ŕő

őůěćĺďŋżň ŕřĺůĺŋăň 1 −^| X| |G| . Ŕőśłőńĳłş ŕőłřżćăěšś£ |G| ¡ńěňěŋšőć k śďćĺčăňĺ, ćěřő£šŋőśšĳ

śőążšĺ£ ⋃ i g_iX ⊂ G ňěŋĳÿě |G| ( 1 −^{|X|}_{|G|} )_k . Ĺšăł, ŕřĺ |G| ( 1 −^| X| |G| )_k < 1 (2)

şśńőćĺě (∗) ğăćěďőňő ćżŕőńŋ£ěšś£.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋěłőšőřżľ £ğżł L ∈ BPP. Ďń£ ŋěčő, łăł őąž£śŋ£ńőśĳ ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, ňőęŋő ŋăľšĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżľ ŕřěďĺłăš R(x, y) ĺ ŕőńĺŋőň p(x) šăłĺě, ůšő ďőń£ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă X_x = {y | | |y| = p(|x|)&R(x, y)}, š. ě. ůĺśńő |X_x|/2^{p(|x|)} řăğńĺůăěš śńőćă, ŕřĺŋăďńěęăźĺě £ğżłş (ďń£ ŋĺţ ¡šő ůĺśńő ąőńĳÿě 1 − ε), ĺ śńőćă, £ğżłş ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺě (ďń£ šăłĺţ śńőć ¡šő ůĺśńő ňěŋĳÿě ε). Ŕăřăňěšř ε ňż ćżąěřěň ŕőğęě, śěľůăś őšňěšĺň, ůšő ěčő ćěńĺůĺŋă ňőęěš ążšĳ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ňăńă.

Ććěď-ěň ĺśłşśśšćěŋŋő śšřşłšşřş čřşŕŕż ŋă ňŋőęěśšćě y šăł, ůšőąż ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ¡šőľ čřşŕŕě ążńő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ćżůĺśńĺňżň (ŋăŕřĺňěř, ŕőłőňŕőŋěŋšŋőě śńőęěŋĺě ŕő ňőďşń¿ ďćă). Ğăŕĺÿěň śńěďş¿źěě ˚_2-şśńőćĺě ∃g_1, . . ., g_k ∀y(|y| = p(|x|)) ⇒ ((yg_1 ∈ X_x) ∧ (yg_2 ∈ X_x) ∧ . . . (yg_k ∈ X_x)) . Şśńőćĺ£ (1) ĺ (2) ŕřĺŋĺňă¿š šăłőľ ćĺď εk < 1 (1^′) ĺ 2^{p(|x|)}ε^k < 1 (2^′). Őŋĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ ŕřĺ ŕőďţőď£źěň ćżąőřě ŕăřăňěšřőć. Ňőęŋő ćğ£šĳ k ŕőř£ďłă p(|x|) ĺ ε ŕőř£ďłă p^{−1}(|x|). �

Ğăňěůăŋĺě. Ĺňěěšś£ řăśśşęďěŋĺě, łőšőřőě \ŕőłăğżćăěš", ůšő ćřěň£ ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ĺğ

łńăśśă BPP ŕő-ćĺďĺňőňş ňőęŋő śďěńăšĳ ňěŋĳÿě 2^{n”} ďń£ ń¿ąőčő ε. Ĺďě£ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ĺśŕőńĳğőćăšĳ čěŋěřăšőřż ŕśěćďőśńşůăľŋżţ ůĺśěń. Šăłőľ čěŋěřăšőř ŕő ŋăąőřş ąĺš ďńĺŋż k śšřőĺš ŋăąőř ďńĺŋż k^′, čďě k^′ ≫ k. Ŕřĺ ¡šőň ěśńĺ ćżąĺřăšĳ łőřőšłĺě ŋăąőřż śńşůăľŋő, šő ďńĺŋŋżě ŋăąőřż ąşďşš řăśŕřěďěńěŋż šăł, ůšő ćżůĺśńĺšěńĳŋőě şśšřőľśšćő ś őčřăŋĺůěŋŋżňĺ řěśşřśăňĺ (ŋăŕřĺňěř, ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă£ ňăÿĺŋă Šĳ¿řĺŋčă) ŋě śňőęěš őšńĺůĺšĳ ĺţ őš ŕő-ŋăśšő£źěňş śńşůăľŋżţ. İšő ŕő£śŋěŋĺě ğăňěŋ£ěš šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě ŕśěćďőśńşůăľŋőčő čěŋěřăšőřă, łőšőřőě ŋăň ŋě ŕőŋăďőąĺšś£.

Śşźěśšćş¿š ńĺ ŕśěćďőśńşůăľŋżě čěŋěřăšőřż, ŋěĺğćěśšŋő. Ěśńĺ P = NP, šő ĺţ ğăćěďőňő ŋěš. Ŋő ć ¡šőň śńşůăě P = ˚_2 = BPP.

Ěśńĺ ęě P ≠ NP, šő ŕśěćďőśńşůăľŋżě čěŋěřăšőřż, ŕő-ćĺďĺňőňş, ěśšĳ. Šőčďă ňőęŋő ć ŕřěďĺłăš R(x, y) ŕőďśšăćń£šĳ ćňěśšő śńşůăľŋżţ y ŕśěćďőśńşůăľŋżě ĺ śşźěśšćěŋŋő śőłřăšĺšĳ ćřěň£ ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£ ¡šőčő ŕřěďĺłăšă.

Őśšă-ěšś£ ŋěąőńĳÿőľ ďěťěłš ć ¡šőň řăśśşęďěŋĺĺ: őŋő ŋě ŕřőţőďĺš ŕřĺ P ≠ NP ĺ őšśşšśšćĺĺ ŕśěćďőśńşůăľŋżţ čěŋěřăšőřőć. Šăłă£ śĺšşăűĺ£ śůĺšăěšś£ ňăńőćěřő£šŋőľ.

2. Łńăśś PSPACE

Ć ¡šőš łńăśś ŕőŕăďă¿š šě ťşŋłűĺĺ, łőšőřżě ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż ŋă ŇŠ, ĺśŕőńĳğş¿źěľ ŕăň£šĳ, őčřăŋĺůěŋŋş¿ ŕőńĺŋőňőň őš ďńĺŋż ćţőďŋőčő śńőćă. Łńăśś PSPACE ňőęŋő őŕĺśăšĳ ŋă ććěď-ěŋŋőň ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ £ğżłě ĺčř.

Šěőřěňă. L ∈ PSPACE ⇐⇒ śşźěśšćşěš šăłă£ ĺčřă ś ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň ŕő ďńĺŋě ćţőďŋőčő

śńőćă ůĺśńőň ţőďőć, ůšő L = {x | | Ą ĺňěěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ⇐= Ŕőłăęěň, ůšő £ğżł, őŕřěďěń£ěňżľ ĺčřőľ, ŕřĺŋăďńěęĺš PSPACE. Ŕşśšĳ

ůĺśńő ţőďőć őčřăŋĺůěŋő p(|x|). Őŕřěďěńĺň šăłőľ ŋăąőř ŇŠ: M_k ŕő ğăďăŋŋőňş ŋăůăńş ĺčřż x, w_1, b_1, . . ., w_k, b_k őŕřěďěń£ěš ŋăńĺůĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ ş Ą. Ŕőśńěďŋěľ ć ¡šőň ř£ďş ňăÿĺŋě M_{p(|x|)} ŋşęŋő ŕřőśšő ćżůĺśńĺšĳ ŕřěďĺłăš W (x, w_1, . . .). Łăęďă£ ňăÿĺŋă M_k ŕěřěąĺřăěš ćśě ćőğňőęŋżě ćăřĺăŋšż (k + 1)-čő ţőďă ĺ łőŋśşńĳšĺřşěšś£ ś M_{k+1} ŕő ŕőćőďş őłőŋůăšěńĳŋżţ řěğşńĳšăšőć ĺčřż. Ě-ě őűěŋłă ĺčřż śőśšăćń£ěšś£ őůěŋĳ ŕřőśšő: ěśńĺ šěłşźĺľ ţőď ş Ą, šő ďőśšăšőůŋő ŋăľšĺ őďĺŋ ţőď, ŕřĺ łőšőřőň M_{k+1} čăřăŋšĺřşěš ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ďń£ Ą. Ěśńĺ šěłşźĺľ ţőď ş Ů, šő ŕřĺ ćśěţ ćăřĺăŋšăţ M_{k+1} ďőńęŋă őąŋăřşęĺšĳ ćżĺčřżÿŋş¿ śšřăšěčĺ¿ ďń£ Ą. Ňăÿĺŋă M_0 őŕřěďěń£ěš ŋăńĺůĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ ďń£ Ą ć śăňőň ŋăůăńě ĺčřż ĺ ďń£ ě-ě řăąőšż ŋăň ŋşęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ćś¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňăÿĺŋ M_k. Ŋő łăęďă£ ĺğ ¡šĺţ ňăÿĺŋ ğăŋĺňăěš ŋěąőńĳÿş¿ (ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋş¿) ŕăň£šĳ, šăł ůšő ćěśĳ ŕřőűěśś ŕőšřěąşěš ńĺÿĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕăň£šĺ.

=⇒ Ŕşśšĳ ěśšĳ PSPACE-ňăÿĺŋă M, řăśŕőğŋă¿źă£ ćţőęďěŋĺě śńőćă ć £ğżł L. Ćő-ŕěřćżţ, ğăňěšĺň, ůšő ćżůĺśńěŋĺě ŋă ŕăň£šĺ S ąěśśňżśńěŋŋő ŕřőćőďĺšĳ ďőńĳÿě, ůěň ćřěň£ 2^{O(S)} (ćś-ě ŋăůŋěš ŕőćšőř£šĳś£ ŕőśńě šőčő, łăł ňż ĺśůěřŕăěň ćśě śőśšő£ŋĺ£ ŋăÿěľ śĺśšěňż, ă ĺţ ŋě ąőńěě ůěň 2^S · |Q| · |S|, čďě Q | ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ řăśśňăšřĺćăěňőľ ŇŠ). Ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ćřěň£ řăąőšż ňăÿĺŋż M őčřăŋĺůěŋő 2^{O(p(|x|))} = 2^q.

Ůšőąż ążńő ŕřőźě őŕĺśżćăšĳ ĺčřş, ŕőšřěąşěň, ůšőąż ŕőśńě ğăćěřÿěŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺ£ ŇŠ śőţřăŋ£ńă ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ ďőśšĺčŋşšőě śőśšő£ŋĺě.

Ĺčřă ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň. Ąěńżě (łőšőřżě şšćěřęďă¿š, ůšő őšćěš ŋă ćţőďŋőň śńőćě x řăćěŋ \ďă") śćőĺň ŕěřćżň ţőďőň śőőąźă¿š śőśšő£ŋĺě ňăÿĺŋż M (ćŋşšřěŋŋěě śőśšő£ŋĺě, ŕőńőęěŋĺě ůĺšă¿źěľ čőńőćłĺ ĺ śšřőłă, ğăŕĺśăŋŋă£ ŋă ńěŋšě) ŕőśńě 2^{q−1} ţőďă. Ůěřŋżě śćőĺň ţőďőň ćżąĺřă¿š őďĺŋ ĺğ ŕřőňěęşšłőć: őš ŋăůăńă ďő 2^{q−1} ţőďă ĺńĺ őš 2^{q−1} ţőďă ďő łőŋűă. Ąěńżě şłăğżćă¿š śőśšő£ŋĺě M ć śěřěďĺŋě ¡šőčő ŕřőňěęşšłă. Ďăńěě ćś-ě ŕőćšőř£ěšś£: Ů ćżąĺřăěš őďŋş ĺğ ŕőńőćĺŋőł, Ą ŋăğżćăěš śőśšő£ŋĺě M ć śěřěďĺŋě ćżąřăŋŋőľ ŕőńőćĺŋłĺ ĺ š. ď.

Ĺčřă ğăłăŋůĺćăěšś£, łőčďă ďńĺŋă ŕřőňěęşšłă śšăŋőćĺšś£ 2. Řěğşńĳšăš őŕřěďěń£ěšś£ šăł: ďń£ őąőĺţ łőŋűőć ¡šőčő ŕřőňěęşšłă ć ŕřőűěśśě ĺčřż ążńĺ ŋăğćăŋż śőśšő£ŋĺ£ M. Ěśńĺ śőśšő£ŋĺě ŕřăćőčő łőŋűă ŕőńşůăěšś£ ĺğ śőśšő£ŋĺ£ ńěćőčő łőŋűă ğă őďĺŋ šăłš řăąőšż M, šő Ą ćżĺčřăńĺ, ĺŋăůě ćżĺčřăńĺ Ů.

Ěśńĺ őšćěš M ŋă śńőćě x ďěľśšćĺšěńĳŋő \ďă", šő ąěńżň ŋşęŋő ćś-ě ćřěň£ čőćőřĺšĳ ŕřăćďş, ¡šő čăřăŋšĺřşěš ĺň ćżĺčřżÿ.

Ěśńĺ őšćěš M ŋă śńőćě x | \ŋěš", šő ŕřĺ ń¿ąőň ţőďě ąěńżţ ŋă őďŋőň ĺğ ŕřőňěęşšłőć (ĺńĺ ŋă őąőĺţ) őą£ğăšěńĳŋő őąŋăřşęĺšś£ őÿĺąłă. Ů ďőńęěŋ şłăğżćăšĳ łăęďżľ řăğ ĺňěŋŋő ¡šőš ŕřőňěęşšőł. �

Šěŕěřĳ ňőęŋő ğăňłŋşšĳ ďĺăčřăňňş łńăśśőć, ŋĺęŋ££ ůăśšĳ łőšőřőľ ążńă ŕřĺćěďěŋă ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ (śň. śńěćă). Ćŋĺğş řăśŕőńăčăěšś£ łńăśś

P, őšćěůă¿źĺľ ĺčřăň ś 0 ţőďőć, ğăšěň ĺďşš ďőŕőńŋ£¿źĺě ďřşč ďřşčă

łńăśśż, őšćěůă¿źĺě ĺčřăň ś łőŋěůŋżň ůĺśńőň ţőďőć (ďń£ őďŋőčő ţőďă

¡šő NP ĺ co-NP, ďń£ ďćşţ ţőďőć | ˚2 ĺ ˝2 ĺ š. ď.). Ğăćěřÿăěšś£ ¡šă ďĺă-

čřăňňă łńăśśőň PSPACE, łőšőřżľ őŕřěďěń£ěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ ĺčřăňĺ ś őďŋĺň ěśšěśšćěŋŋżň şśńőćĺěň | ćřěň£ ĺčřż ďőńęŋő ążšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋő řăğňěřőň ćţőďŋőčő śńőćă.

Ć łńăśśě PSPACE śşźěśšćş¿š ŕőńŋżě ğăďăůĺ (őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śćőďĺňőśšĺ). Ŕřőśšěľÿĺľ ćăřĺăŋš ŕőńşůăěšś£ ŕřĺňěŋěŋĺěň ŕřěďżďşźěľ šěőřěňż.

Ğăďăůă TQBF. T QBF (x) ⇔ x ěśšĳ ĺśšĺŋŋă£ ąşńěćă ťőřňşńă ś łćăŋšőřăňĺ (True Quanti˛ed Boolean Formula); š. ě. ťőřňşńă ćĺďă Q1 p1 . . .Qn pnF (p1, . . ., pn), čďě F | ŋěłőšőřă£ ńőčĺůě-

śłă£ ťőřňşńă, ă Q_i | ńĺąő ∀, ńĺąő ∃. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, (∀ p_1 A(p_1))^{def}= (A(true) ∧ A(false)), ă (∃ p_1 A(p_1))^{def}= (A(true) ∨ A(false)), Šěőřěňă. TQBF PSPACE-ŕőńŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśšřőĺň śćěď«ěŋĺě ń¿ąőčő £ğżłă L ∈ PSPACE ł ğăďăůě TQBF. Ďń£ ¡šő-

čő ŕřěćřăšĺň ŇŠ, ćżůĺśń£¿źş¿ řěğşńĳšăš ĺčřż (ŕřěďĺłăš W (·)), ć śţěňş, ă ţőďż ĺčřőłőć ğăłőďĺřşěň ąşńěćżňĺ ŕěřěňěŋŋżňĺ. Šőčďă ŋăńĺůĺě ćżĺčřżÿŋőľ śšřăšěčĺĺ ş ąěńżţ ğăďă-ěšś£ şśńőćĺěň ∃w^1∃w^2_1 . . . ∃w^{p(|x|)}_1 ∀b^1 . . . ∀b^{p(|x|)}_1 . . . S(x, w^1, w^2_1, . . .), čďě S(·) őąőğŋăůăěš řěğşńĳšăš ćżůĺśńěŋĺ£ ŕő śţěňě.

Ůšőąż ŕřěćřăšĺšĳ S ć ąşńěćş ťőřňşńş, ďőąăćĺň ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě y_i (ğŋăůěŋĺě, ćżůĺśńěŋŋőě ŕřĺ i-šőň ŕřĺśćăĺćăŋĺĺ ć śţěňě) ĺ ğăňěŋĺň S(·) ŋă ťőřňşńş ćĺďă

∃y_1, . . .y_{řăğňěř śţěňż} (y_2 ⇔ (ŕěřćőě ŕřĺśćăĺćăŋĺě)) ∧ · · · ∧ (y_2 ⇔ (ŕőśńěďŋěě ŕřĺśćăĺćăŋĺě)) .

Ŕőśńě ¡šőľ ŕőďśšăŋőćłĺ ŕőńşůĺň łćăŋšĺťĺűĺřőćăŋŋş¿ ąşńěćş ťőřňşńş, ĺśšĺŋŋş¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă x ∈ L. �

3. Śőďěřęăŋĺě ďăńĳŋěľÿěľ ůăśšĺ łşřśă

Ďăńěě ąşďşš łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£. Łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř őůěŋĳ ŕőţőę ŋă łńăśśĺůěśłĺľ. Ŋő ŕřőĺğćőď£šś£ őŕěřăűĺĺ ŋě ś ąĺšăňĺ, ă ś łćăŋšőćżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ śĺśšěňż ąĺšőć. ŇŠ, řăąőšă¿źş¿ ś ŕăň£šĳ¿ řăğňěřă n, ňőęŋő őŕĺśăšĳ łăł ăćšőňăš ŋă ňŋőęěśšćě śőśšő£ŋĺľ {0, 1}n. Šěŕěřĳ ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő (0,1)-ćěłšőřż ĺŋďěłśĺřş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě C^{2n} , śŋăąęěŋŋőň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Łăęďżľ šăłš ćżůĺśńěŋĺ£ ąşďěň ŕřěďśšăćń£šĳ şŋĺšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ĺňě¿źĺň śŕěűĺăńĳŋş¿ śšřşłšşřş. Ěśńĺ ŕřěďśšăćĺšĳ C^{2n} łăł šěŋğőřŋş¿ śšěŕěŋĳ � C^2

�n, šő ďőŕşśšĺňżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřěďśšăćń£¿šś£ łăł šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ őŕěřăšőřă, ďěľśšćş¿źěčő ŋă ďćşţ śőňŋőęĺšěń£ţ ĺ šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă ŋă őśšăńĳŋżţ śőňŋőęĺšěń£ţ.

Řěğşńĳšăš ćżůĺśńěŋĺ£ ąşďěš őŕřěďěń£šĳś£ ś ŋěłőšőřőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿. Łńăśś BQP ťşŋłűĺľ, ćżůĺśńĺňżţ ŋă łćăŋšőćőň łőňŕĳ¿šěřě ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ ś őčřăŋĺůěŋŋőľ őÿĺąłőľ, őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő łńăśśş BPP. Ŕő ćśěľ ćĺďĺňőśšĺ, łńăśś BQP ŋě śőćŕăďăěš ś şęě ĺğćěśšŋżňĺ łńăśśăňĺ. Ŕőłă ňőęŋő ńĺÿĳ şšćěřęďăšĳ (¡šő ąşďěš ŕőğęě ďőłăğăŋő), ůšő BPP ⊆ BQP ⊆ PSPACE.

Ěśšĳ ŕřĺňěřż (ŋă śăňőň ďěńě, ŕřĺňěř) ğăďăů, śłőřěě ćśěčő śńőęŋżţ ďń£ őążůŋżţ łőňŕĳ¿šěřőć, ŋő řěÿăěňżţ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ ŋă łćăŋšőćőň łőňŕĳ¿šěřě. Ŕřĺňěřőň ňőęěš śńşęĺšĳ ğăďăůă řăğńőęěŋĺ£ ŋă ňŋőęĺšěńĺ, ďń£ łőšőřőľ ěśšĳ šőńĳłő ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżě ăńčőřĺšňż ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě ĺ łşąĺůěśłĺľ ăńčőřĺšň ć łćăŋšőćőň.

Řěăńĺğăűĺ£ łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă \ć ęěńěğě" £ćń£ěšś£ łřăľŋě śńőęŋőľ ğăďăůěľ, řěÿěŋĺ£ łőšőřőľ šřşďŋő őęĺďăšĳ ć ąńĺęăľÿĺě 10 ńěš. Őďŋă ĺğ ćőğŋĺłă¿źĺţ šřşďŋőśšěľ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋşęŋő ŋăşůĺšś£ ŕřőćőďĺšĳ śłőńĳ şčőďŋő ďńĺŋŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŋă łćăŋšőćżţ łőňŕĳ¿šěřăţ ś łőŋěůŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ őÿĺąłĺ (š. ě. ćňěśšő šřěąşěňőčő őŕěřăšőřă U , šăłőě şśšřőľśšćő ćżůĺśń£ěš ŋěłőšőřżľ őŕěřăšőř ~U , čďě ‖ ~_{U − U ‖ < δ}). Őłăğżćăěšś£, ĺ őą ¡šőň ąşďěš řăśśłăğăŋő, ůšő ďőśšăšőůŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ łőŋěůŋőľ ćěńĺůĺŋőľ őÿĺąłĺ δ, ěśńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ łćăŋšőćżě ăŋăńőčĺ łőďőć, ĺśŕřăćń£¿źĺţ őÿĺąłĺ.