Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Łĺšăěć; ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

5 ńěłűĺ£ (5/03/98)

1. Łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Őążůŋżě łőňŕĳ¿šěřż ŋě ĺśŕőńĳğş¿š ćśěţ ćőğňőęŋőśšěľ, ŕřěďőśšăćń£ěňżţ ŕřĺřőďőľ. Ć ŋĺţ ćżŕőńŋ£¿šś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋă łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšćăţ śőśšő£ŋĺľ (ďěľśšćĺ£ ś 0 ĺ 1), ă ć ŕřĺřőďě ěśšĳ ćőğňőęŋőśšĳ ďěńăšĳ şŋĺšăřŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, š. ě. ďěľśšćőćăšĳ ŋă ąěśłőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě. İšă ćőğňőęŋőśšĳ ŕřěďőśšăćń£ěšś£ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłőľ. Şśšřőľśšćă (řěăńĳŋżě ĺńĺ ćőőąřăęăěňżě), ĺśŕőńĳğş¿źĺě ¡šş ćőğňőęŋőśšĳ ŋăğżćă¿šś£ łćăŋšőćżňĺ łőňŕĳ¿šěřăňĺ.

Ğăřăŋěě ŋě£śŋő, şćěńĺůĺćăěš ńĺ ŕěřěţőď őš ŕřěőąřăğőćăŋĺľ łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć ł şŋĺšăřŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ćőğňőęŋőśšĺ. Śěľůăś ěśšĳ őśŋőćăŋĺ£ ŕőńăčăšĳ, ůšő šăłőě şćěńĺůěŋĺě ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕřőĺśţőďĺš. Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ğăďăůş ő řăğńőęěŋĺĺ ůĺśńă ŋă ňŋőęĺšěńĺ: ďń£ őążůŋżţ łőňŕĳ¿šěřőć ŋěĺğćěśšŋż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ăńčőřĺšňż, ă ďń£ łćăŋšőćżţ łőňŕĳ¿šěřőć šăłĺě ăńčőřĺšňż ěśšĳ.

Śőśšő£ŋĺě őążůŋőčő łőňŕĳ¿šěřă

� � · · · � ąĺšż

x_1 x_2 . . . x_n x_i ∈ {0, 1}

Śőśšő£ŋĺě łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă

� � · · · � q-ąĺšż

ąăğĺśŋőě: | x_1 x_2 . . . x_n ⟩ x_i ∈ {0, 1}

ŕřőĺğćőńĳŋőě: ∑ x1,...,xn c_{x1,...,xn} |x_1, . . . , x_n⟩

Őążůŋżľ łőňŕĳ¿šěř řăąőšăěš ś śőśšő£ŋĺ£ňĺ ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ąĺšőć. Łăęďżľ ąĺš ňőęěš ŋăţőďĺšś£ ć őďŋőň ĺğ ďćşţ śőśšő£ŋĺľ 0 ĺńĺ 1. Śőśšő£ŋĺě ćśěľ śĺśšěňż ğăďă-ěšś£ şłăğăŋĺěň ğŋăůěŋĺľ ćśěţ ąĺšőć. Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő śőśšő£ŋĺľ {0, 1}^n łőŋěůŋő ĺ ĺňěěš ňőźŋőśšĳ 2^n.

Łćăŋšőćżľ łőňŕĳ¿šěř řăąőšăěš ś łőŋěůŋżňĺ ŋăąőřăňĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőśšő£ŋĺľ, ŋăğżćăěňżţ qąĺšăňĺ. Łăęďżľ q-ąĺš ĺňěěš ďćă ćżďěńěŋŋżţ śőśšő£ŋĺ£ (ěśńĺ śůĺšăšĳ q-ąĺšż śŕĺŋăňĺ, šő ¡šő śőśšő£ŋĺ£ \śŕĺŋ ććěřţ" ĺ \śŕĺŋ ćŋĺğ"). Şłăğăŋĺě ćżďěńěŋŋżţ śőśšő£ŋĺľ ďń£ łăęďőčő q-ąĺšă śĺśšěňż ğăďă-ěš ŋě ćśě ćőğňőęŋżě śőśšő£ŋĺ£ śĺśšěňż, ă šőńĳłő ąăğĺśŋżě. Ćőğňőęŋż šăłęě ń¿ążě ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ąăğĺśŋżţ śőśšő£ŋĺľ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ąăğĺśŋżě śőśšő£ŋĺ£ ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ |x_1, . . ., x_n⟩, čďě x_i ∈ {0, 1}. Ŕřőĺğćőńĳŋőě śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě ∑ (x1,...,x_n)∈{0,1}^n c_{x1,...,xn} |x_1, . . ., x_n⟩. Ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ ďń£ šăłőľ śĺśšěňż | łőŋěůŋőňěřŋőě (řăğňěřŋőśšĺ 2^n) ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń.

Ćżůĺśńěŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżŕőńŋěŋĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋă ňŋőęěśšćě śőśšő£ŋĺľ śĺśšěňż. Őŕĺÿěň, łăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćőğňőęŋż ć łńăśśĺůěśłőň, ă łăłĺě | ć łćăŋšőćőň śńşůăě.

Łńăśśĺůěśłĺľ śńşůăľ: ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ | ¡šő ťşŋłűĺĺ ĺğ {0, 1}^n ć {0, 1}^n.

Łćăŋšőćżľ śńşůăľ: ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ | ¡šő şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż (ŕő¡šőňş ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ śĺśšěňż q-ąĺš | ŋě ŕřőśšő łőŋěůŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ă łőŋěůŋőňěřŋőě čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő).

2. Őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őąőğŋăůěŋĺ£

Ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ śĺśšěňż ĺğ n q-ąĺš C^n ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ C^2 ⊗ · · · ⊗ C^2 = ( C^2 )_{⊗n} . Śőňŋőęĺšěńĺ śőőšćěšśšćş¿š ŕřőśšřăŋśšćş śőśšő£ŋĺľ őďŋőčő q-ąĺšă.

Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ŕřőśšřăŋśšć L ĺ M, ć łőšőřżţ ťĺłśĺřőćăŋż ąăğĺśż {e_1, . . ., e_k} ĺ {f_1, . . ., f_s} ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ś ąăğĺśőň ĺğ ¡ńěňěŋšőć e_i ⊗ f_j . (Ć ďăŋŋőň śńşůăě e_i⊗f_j | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő (e_i, f_j), š. ě. ŕřőśšő ŕăřă ćěłšőřőć). Řăğňěřŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćŋă ks (ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ řăğňěřŋőśšěľ śőňŋőęĺšěńěľ).

Šăłőě őŕřěďěńěŋĺě ŋěĺŋćăřĺăŋšŋő, š. ě. ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśőć ć ŕěřěňŋőęăěňżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ňőęŋő ďăšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ćŋăůăńě (ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě) ŕřőśšřăŋśšćő ś ąăğĺśőň e ⊗ f, čďě e ∈ L, f ∈ M | ŕřőĺğćőńĳŋżě ćěłšőřă ĺğ ŕěřěňŋőęăěňżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ąşďěš ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćőň ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŕő ŕőďŕřőśšřăŋśšćş, ŕőřőęďěŋŋőňş ćěłšőřăňĺ ćĺďă

(e_1 + e_2) ⊗ f − e_1 ⊗ f − e_2 ⊗ f, e ⊗ (f_1 + f_2) − e ⊗ f_1 − e ⊗ f_2, (λe) ⊗ f − e ⊗ (λf), λ(e ⊗ f) − (λe) ⊗ f.

Š. ě. şłăğăŋŋżě ćěłšőřă śůĺšă¿šś£ řăćŋżňĺ 0.

Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďăŋŋżě őŕřěďěńěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ć ŋăÿěň śńşůăě ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋżľ ćżďěńěŋŋżľ ąăğĺś (śőőšćěšśšćş¿źĺľ ćżďěńěŋŋżň śőśšő£ŋĺ£ň) ĺ ďń£ C^2 | {|0⟩, |1⟩}, | ĺ ďń£ ( C^2 )_{⊗n} | {|x_1, . . ., x_n⟩}, x_i ∈ {0, 1}. Łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřă ŕő ¡šőňş ąăğĺśş ŋăğżćă¿šś£ ăňŕńĺšşďăňĺ. Ĺţ ťĺğĺůěśłĺľ śňżśń śőśšőĺš ć šőň, ůšő łćăďřăš ăňŕńĺšşďż řăćěŋ ćěřő£šŋőśšĺ őąŋăřşęĺšĳ śĺśšěňş ć ďăŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ (ŕőďřőąŋěě őą ¡šőň ąşďěš śłăğăŋő ŕőğęě).

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ (ĺ şęě ĺśŕőńĳğőćăńĺ) ŕřĺŋ£šżě ć ťĺğĺłě őąőğŋăůěŋĺ£, őšŋőś£źĺěś£ ł ćěłšőřăň ĺ śłăń£řŋőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ć čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě (ĺţ ćć-ěń Ďĺřăł). Ćěłšőřă őąőğŋăůă¿šś£ |ξ⟩, śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě | ⟨ξ|η⟩. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ăŋšĺńĺŋěľŋő ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş ĺ ńĺŋěľŋő ŕő ćšőřőňş, š. ě. ⟨ξ_1 + ξ_2|η⟩ = ⟨ξ_1|η⟩ + ⟨ξ_2|η⟩, ⟨ξ|η_1 + η_2⟩ = ⟨ξ|η_1⟩ + ⟨ξ|η_2⟩, ⟨cξ|η⟩ = c^∗⟨ξ|η⟩, ⟨ξ|cη⟩ = c⟨ξ|η⟩. Ğďěśĳ ĺ ďăńěě c^∗ őąőğŋăůăěš łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě.

Ěśńĺ ć őąőğŋăůěŋĺĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćğ£šĳ ńěćş¿ ŕőńőćĺŋş, šő ŕőńşůĺň ąřă-ćěłšőř ⟨ξ|, š. ě. ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă łěš-ćěłšőřăţ (ćěłšőřăţ ŋăÿěčő ŕřőśšřăŋśšćă). Ĺğ-ğă ăŋšĺńĺŋěľŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş ĺňěěň řăćěŋśšćő ⟨cξ| = c^∗⟨ξ|.

Ğăŕĺśĳ ⟨ξ|A|η⟩ (A | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř) ňőęŋő šőńłőćăšĳ ďćő£łő: ńĺąő łăł śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ⟨ξ| ŋă ćěłšőř A|η⟩, ńĺąő łăł ⟨ξ|A ŋă |η⟩. Šăł ŕő£ćń£ěšś£ śőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř A^†: ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ⟨A^†ξ| řăćěŋ ńĺŋěľŋőňş ťşŋłűĺőŋăńş ⟨ξ|A. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śřăğş śńěďşěš, ůšő ⟨A^†η|ξ⟩ = ⟨η|A|ξ⟩. Şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř | ¡šő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, śőţřăŋ£¿źĺľ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

Şśńőćĺě ⟨η|ξ⟩ = ⟨Uη|U |ξ⟩ = ⟨η|U^†U |ξ⟩ ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő U^†U = I (šőęďěśšćěŋŋőňş őŕěřăšőřş).

Ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őŕěřăšőřőć. Őŋő ďěľśšćşěš ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšć, ŋă łőšőřżţ ďěľśšćş¿š śőňŋőęĺšěńĺ ŕő ŕřăćĺńş (A ⊗ B)|ξ⟩ ⊗ |η⟩ = A|ξ⟩ ⊗ B|η⟩. Ěśńĺ őŕěřăšőřż ğăďăŋż ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě, š. ě. A = ∑ ij a_{ij}|i⟩⟨j|, B = ∑ ij b_{ij}|i⟩⟨j| (ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő |i⟩⟨j| | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, |i⟩⟨j||ξ⟩ = ξ_j|i⟩), šő ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż C = A ⊗ B ĺňě¿š ćĺď c_{(ik)(jl)} = a_{ij} b_{kl}.

Ćżůĺśńěŋĺě śőśšőĺš ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śůĺšăěňżţ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ (ćżŕőńŋ£ěňżţ ğă ěďĺŋĺűş ćřěňěŋĺ).

İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě: šăłă£ ťşŋłűĺ£ ĺğ {0, 1}^n ć {0, 1}^n, łőšőřă£ ğăćĺśĺš őš ŋěąőńĳÿőčő (ŋě ğăćĺś£źěčő őš n) ůĺśńă ąĺš ĺ ĺğňěŋ£ěš šăłęě ŋěąőńĳÿőě ůĺśńő ąĺš.

İńěňěŋšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć łćăŋšőćőň śńşůăě: U ⊗ I, čďě U | ŕřőĺğćőńĳŋżľ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř ŋă ůăśšĺ śőňŋőęĺšěńěľ ( C^2 )_r , š. ě. ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋěłőšőřżţ q-ąĺš ć łőńĺůěśšćě r ÿšşł (r = O(1), ďőśšăšőůŋő řăśśňăšřĺćăšĳ r = 2), ă I | šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř ŋă őśšăńĳŋżţ q-ąĺšăţ.

Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěłőšőřőčő őŕěřăšőřă U, ďěľśšćş¿źěčő ŋă ňŋőęěśšćě q-ąĺšőć A, ĺ šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă, ďěľśšćş¿źěčő ŋă őśšăńĳŋżţ q-ąĺšăţ, ąşďěň őąőğŋăůăšĳ U[A].

Ś ¡šőčő ňěśšă ŋăůĺŋăěšś£ ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ śńőęŋőśšĳ. Ŕşśšĳ r = 2, šőčďă U | ŋěłőšőřă£ ňăšřĺűă 4 × 4, U ⊗ I | ňăšřĺűă (¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő) ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ, ş łőšőřőľ ŕő ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ąńőłĺ ĺğ ňăšřĺű U. İšă ňăšřĺűă ŕřěďśšăćń£ěš őďĺŋ ¡ńěňěŋšăřŋżľ ÿăč. Łőčďă ŕřĺňěŋ£- ěšś£ ŋěśłőńĳłő šăłĺţ őŕěřăšőřőć (ł řăğŋżň ŕăřăň q-ąĺšőć), řěğşńĳšăš ąşďěš ćżčń£ďěšĳ čőřăğďő śńőęŋěě. Ŋě ćĺďŋő śŕőśőąă őŕřěďěńĺšĳ ¡šőš řěğşńĳšăš, łřőňě ŕř£ňőčő ŕěřěňŋőęěŋĺ£ ňăšřĺű. Ŕőśłőńĳłş řăğňěřż ňăšřĺű ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ćěńĺłĺ, ŕőšřěąşěšś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě ćřěň£ ďń£ ĺţ ŕěřěňŋőęěŋĺ£.

Ğăňěšĺň őďŋăłő, ůšő ćżůĺśńěŋĺě ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć ćőğňőęŋő ŋă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őčřăŋĺůěŋŋőľ ŕăň£šĺ. Ŕşśšĳ ŋşęŋő ŋăľšĺ ňăšřĺůŋżľ ¡ńěňěŋš U_{xy} őŕěřăšőřă

U = U^{(l)}[i_l, j_l] U^{(l−1)}[i_{l−1}, j_{l−1}] . . . U^{(2)}[i_2, j_2] U^{(1)}[i_1, j_1].

Ŕőśłőńĳłş ( U^{(l)} . . .U^{(1)} ) x_lx0 = ∑ U^{(l)}_{xlxl}�_1 . . . U^{(1)}_{x1x0} ,

ňőęŋő őřčăŋĺğőćăšĳ řěłşřśĺćŋőě ćżůĺśńěŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ňăšřĺůŋőčő ¡ńěňěŋšă, ĺśŕőńĳğş£ l ÿšşł ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ řěčĺśšřőć, ć łőšőřżţ ąşďşš ţřăŋĺšś£ ŕřőňěęşšőůŋżě śşňňż ďń£ ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć ůăśšĺůŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Łćăŋšőćă£ śţěňă. Ŕşśšĳ A | ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő şŋĺšăřŋżţ őŕěřă-

šőřőć (ąăğĺś). Šőčďă łćăŋšőćă£ śţěňă ć ąăğĺśě A | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ U_1[A_1], . . .U_l[A_l], čďě A_i | ňŋőęěśšćă q-ąĺšőć, U_i ∈ A.

Őŕěřăšőř, řěăńĺğşěňżľ łćăŋšőćőľ śţěňőľ. İšő őŕěřăšőř U : B^{⊗n} → B^{⊗n} (čďě B^{def}=

C^2 ś ćżďěńěŋŋżň ąăğĺśőň |0⟩, |1⟩; n | őąźěě ůĺśńő q-ąĺš), řăćŋżľ U_l[A_l] . . .U_1[A_1].

İšő őŕřěďěńěŋĺě ŋě őůěŋĳ ţőřőÿő, šăł ŋě şůĺšżćăěš ćőğňőęŋőśšĳ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ŕăň£šĺ ć ŕřőűěśśě ćżůĺśńěŋĺ£. Ŕő¡šőňş ďăďĺň ěź-ě őďŋő őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕěřăšőř U : B^{⊗n} → B^{⊗n} , řěăńĺğşěňżľ śţěňőľ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě. Ŕřőĺğćěďě-

ŋĺě W = U_l[A_l] . . .U_1[A_1] (ďěľśšćş¿źěě ŋă ą«őńĳÿěě, ůěň n, ůĺśńő q-ąĺšőć, őąőğŋăůĺň ěčő N) şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ W (|ξ⟩ ⊗ |0^{N −n}⟩) = (U |ξ⟩) ⊗ |0^{N −n}⟩ ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă |ξ⟩.

Ŕőśńěďŋěě őŕřěďěńěŋĺě šřěąşěš ŋěłőšőřżţ ŕő£śŋěŋĺľ. Ěśńĺ ŕőďěľśšćőćăšĳ şŋĺšăřŋżň őŕěřăšőřőň ŋă ćěłšőř ćĺďă |ξ⟩ ⊗ |η⟩, šő ŕőńşůĺšś£ ćěłšőř, łőšőřżľ ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńőęĺň ć ŕřőĺğćěďěŋĺě |ξ⟩^′ ⊗ |η⟩^′. Ĺğőňěšřĺůŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ą«őńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćő ňěŋĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ ŋěš. Şśńőćĺě, łőšőřőě ĺśŕőńĳğşěšś£ ć őŕřěďěńěŋĺĺ řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřă śţěňőľ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě, čăřăŋšĺřşěš, ůšő řěğşńĳšăš ďěľśšćĺ£ W ąşďěš řăğńőęĺň ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďń£ őďŋőčő ćěłšőřă ć ŕřăćőň śőňŋőęĺšěńě (ć ŕřĺŋűĺŕě, ŋěćăęŋő, łăłĺě ĺňěŋŋő ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺŋĺňă¿š q-ąĺšż ŋă ¡šőň ćěłšőřě).

Řăğńőęĺňőśšĳ ćěłšőřă śőśšő£ŋĺ£ śĺśšěňż őğŋăůăěš, ůšő ďćě ě-ě ŕőďśĺśšěňż ŋăţőď£šś£ ć ŋěłőšőřőň őŕřěďěń-ěŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ. Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő őšśőěďĺŋĺšĳ ¡šĺ ďćě ŕőďśĺśšěňż ĺ ć ďăńĳŋěľÿěň őŋĺ śňőčşš śşźěśšćőćăšĳ ŕőřőğŋĳ. Ŕő¡šőňş şśńőćĺě, śťőřňşńĺřőćăŋŋőě ć őŕřěďěńěŋĺĺ, ňőęŋő ŕěřěśłăğăšĳ ŋěśšřőčĺň őąřăğőň šăł: ňż ŕőďłń¿ůăěň ŋă ćřěň£ ćżůĺśńěŋĺľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŕăň£šĳ (ě-ě śőśšő£ŋĺě őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő), ă ć łőŋűě ćżůĺśńěŋĺ£ ňőęěň őšśőěďĺŋĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŕăň£šĳ, ŋě ŕřĺůĺŋĺć şźěřąă śőśšő£ŋĺ¿ q-ąĺšőć őšćěšă.

Ěśńĺ ćěłšőř śőśšő£ŋĺ£ ŋěřăğńőęĺň, šő őšśőěďĺŋěŋĺě śĺśšěň ŕřĺćőďĺš ł ĺśłăęěŋĺ¿ ĺţ śőśšő- £ŋĺľ. ÀŊěńĳğ£ őšśőěďĺŋĺšĳ łćăŋšőćżľ ŕřĺŋšěř őš łćăŋšőćőčő łőňŕĳ¿šěřă, ŕőłă ĺď-ěš řăąőšă, ĺŋăůě őďĺŋ ĺńĺ őąă ŕřĺąőřă ĺśŕőřš£šś£Á (ğăňěůăŋĺě Ă. Ÿěŋ£).

3. Śőőšŋőÿěŋĺě ňěęďş łńăśśĺůěśłĺň ĺ łćăŋšőćżň ćżůĺśńěŋĺ- ěň Łńăśśĺůěśłĺľ őąžěłš, śőőšćěšśšćş¿źĺľ şŋĺšăřŋőňş őŕěřăšőřş | ŕěřěśšăŋőćłă. Ń¿ąőľ ŕěřěśšăŋőćłě G : {0, 1}^k → {0, 1}^k ěśšěśšćěŋŋő śőŕőśšăćń£ěšś£ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř ^G ć ŕřőśšřăŋśšćě ( C^2 )_k , ďěľśšćş¿źĺľ ŕő ŕřăćĺńş ^G|x⟩^{def}= |Gx⟩.

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ 1 ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ őąřăšĺňżě łńăśśĺůěśłĺě śţěňż, řěăńĺğş¿źĺě ŕěřěśšăŋőćłĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Őąřăšĺňă£ łńăśśĺůěśłă£ śţěňă. Ŕşśšĳ A | ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő ŕě-

řěśšăŋőćőł {0, 1}^n → {0, 1}^n. Őąřăšĺňă£ łńăśśĺůěśłă£ śţěňă ć ąăğĺśě A | ¡šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćőł U_1[A_1], . . .U_l[A_l], čďě A_i | ňŋőęěśšćă ąĺšőć, U_i ∈ A.

Ŕěřěśšăŋőćłă, řěăńĺğşěňă£ őąřăšĺňőľ śţěňőľ. İšő łőňŕőğĺűĺ£ ŕěřěśšăŋőćőł U_l[A_l] . . .U_1[A_1]. Ŕěřěśšăŋőćłă U, řěăńĺğşěňă£ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕěřěśšăŋőćőł

W = U_l[A_l] . . .U_1[A_1] (ďěľśšćş¿źěě ŋă ą«őńĳÿěě, ůěň n, ůĺśńő ąĺšőć, őąőğŋăůĺň ěčő N) şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ W (x, 0^{N −n}) = ( Ux, 0^{N −n} ) ďń£ ń¿ąőčő x ∈ {0, 1}^n.

Ć łăłĺţ śńşůă£ţ ťşŋłűĺ¿, ğăďăŋŋş¿ ąşńěćőľ śţěňőľ, ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ őąřăšĺňőľ śţěňőľ? Őąřăšĺňżě śţěňż řěăńĺğş¿š šőńĳłő ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ŕřěőďőńěšĳ ¡šş šřşďŋőśšĳ ňőęŋő šăł. Ćňěśšő ćżůĺśńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ F : {0, 1}^n → {0, 1}^m ąşďěň ćżůĺśń£šĳ ťşŋłűĺ¿ F_⊕ : {0, 1}^{n+m} → {0, 1}^{n+m}, ğăďăŋŋş¿ śőőšŋőÿěŋĺěň F_⊕(x, y) = (x, y ⊕ F (x)) (ğďěśĳ ⊕ őğŋăůăěš śńőęěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2). Šőčďă ğŋăůěŋĺě F (x) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šăł: F_⊕(x, 0) = (x, F (x)).

Ůšőąż ňőęŋő ążńő ćżůĺśń£šĳ ťşŋłűĺĺ, ğăďăŋŋżě ąşńěćżňĺ śţěňăňĺ ć ŕőńŋőň ąăğĺśě, ŋěďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ ąăğĺś ďń£ őąřăšĺňżţ śţěň ĺğ ŕěřěśšăŋőćőł ŋă ďćşţ ąĺšăţ. Őłăğżćăěšś£, ůšő ń¿ąă£ ŕěřěśšăŋőćłă ŋă ďćşţ ąĺšăţ g : {0, 1}^2 → {0, 1}^2 £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ ťşŋłűĺěľ: g(x, y) = (ax ⊕ by ⊕ c, dx ⊕ ey ⊕ f), čďě a, b, c, d, e, f ∈ GF (2). Ŕő¡šőňş ćśě ťşŋłűĺĺ, ćżůĺśń£- ěňżě őąřăšĺňżňĺ śţěňăňĺ ć ąăğĺśě ĺğ ŕěřěśšăŋőćőł ŋă ďćşţ ąĺšăţ, £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ.

Ă ćőš ŕěřěśšăŋőćőł ŋă šř-ěţ ąĺšăţ şęě ďőśšăšőůŋő, ůšőąż řěăńĺğőćăšĳ ń¿ążě ťşŋłűĺĺ. Ąőńěě šőčő, őłăğżćăěšś£, ůšő ďőśšăšőůŋő ćłń¿ůĺšĳ ć ąăğĺś őďŋş ńĺÿĳ ťşŋłűĺ¿ ∧_⊕ : (x, y, z) → (x, y, z ⊕ xy) (őŋă ŋăğżćăěšś£ ¡ńěňěŋšőň Šőťťőńĺ), ůšőąż ňőęŋő ążńő řěăńĺğőćżćăšĳ ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿. Ŕřĺ ¡šőň ĺňěěšś£ ć ćĺďş řěăńĺğşěňőśšĳ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě, š. ě. ňőęŋő ąřăšĳ ŋăŕřőłăš ąĺšż ć śőśšő£ŋĺĺ 0 ĺ ćőğćřăźăšĳ ĺğ ŕőśńě őłőŋůăŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺľ ć šőň ęě śőśšő£ŋĺĺ.

Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ F : B^n → B^m , řěăńĺğşěňă£ ąşńěćőľ śţěňőľ řăğňěřă L ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě

A. Šőčďă ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ťşŋłűĺ¿ (x, 0) → (F (x), G(x)) őąřăšĺňőľ śţěňőľ řăğňěřă O(L) ć ąăğĺśě A_⊕, śőśšő£źěň ĺğ ťşŋłűĺľ f_⊕ (f ∈ A), ă šăłęě ťşŋłűĺĺ ¬_⊕ : (x, y) → (x, x ⊕ y). (Ğăňěšĺň, ůšő ŕěřěśšăŋőćłĺ ąĺšőć ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ f_⊕).

G(x) | ¡šő \ňşśőř", őąřăğőćăŋŋżľ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőğĳň-ěň śţěňş, ćżůĺśń£¿źş¿ F . Ŕşśšĳ x_1, . . ., x_n | ćţőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě;

x_{n+1}, . . ., x_{n+L} | ćśŕőňőčăšěńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě śţěňż ĺ ąĺšż řěğşńĳšăšă. Śőŕőśšăćĺň ĺň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ąĺšż (ć ŋăůăńĳŋőň śőśšő£ŋĺĺ ćśě őŋĺ ĺňě¿š ğŋăůěŋĺě 0).

Łăęďőě ŕřĺśćăĺćăŋĺě ć śţěňě ĺňěěš ćĺď x_{n+k} := f_k(x_{ik} , . . ., x_{jk} ), f_k ∈ A, i_k, . . ., j_k < n+k. Ć őąřăšĺňőľ śţěňě ćňěśšő f_k ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ (f_k)_⊕: (x_{ik} , . . ., x_{jk} , x_{n+k}) := (f_k)_⊕(x_{ik} , . . ., x_{jk} , x_{n+k}), šő ěśšĳ x_{n+k} := x_{n+k} ⊕ f_k(x_{ik} , . . ., x_{jk} ).

Ŕőśłőńĳłş ŋăůăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ążńĺ řăćŋż 0, ĺţ łőŋěůŋżě ğŋăůěŋĺ£ ąşďşš šăłĺňĺ ęě, łăł ĺ ć ąşńěćőľ śţěňě.

Őśšăńőśĳ ŕőňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ ąĺšż, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ şłăğăŋŋżľ ć şśńőćĺĺ ťőřňăš őšćěšă. Ďń£ ¡šőčő ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ťşŋłűĺ¿ ¬_⊕, ă ĺňěŋŋő, [i ↔ j] = ¬_⊕[i, j] ¬_⊕[j, i] ¬_⊕[i, j].

Ćěśĳ ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ şďőąŋő ŕřěďśšăćĺšĳ śńěďş¿źěľ śţěňőľ (ŋăď ŕř£ňőşčőńĳŋĺłăňĺ ŕőďŕĺśăŋő łőńĺůěśšćő ąĺš, ćŋşšřĺ | ĺţ śőďěřęĺňőě): n L − m m x 0 0

ŕřĺśćăĺćăŋĺ£ ŕő śţěňě x xn+1 . . . xL−m F (x) ŕěřěśšăŋőćłĺ ąĺš F (x) G(x) � Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ ąăğĺś A | śšăŋďăřšŋżľ ŕőńŋżľ ąăğĺś {¬, ∧}, šő ¬_⊕ ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ ∧_⊕.

Ńěňňă 2 (Őůĺśšłă ňşśőřă). Ć şśńőćĺ£ţ ńěňňż 1 ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ ćżůĺśńěŋĺě ťşŋłűĺĺ

F_⊕ őąřăšĺňőľ śţěňőľ řăğňěřă O(L + n + m) (ś ŕřĺćńěůěŋĺěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ąĺšőć).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ őůĺśšłĺ ňşśőřă ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăŋă őąřăšĺňőśšĳ. Ĺğőąřăğĺň ŕřőűěśś ćżůĺśńěŋĺ£ F_⊕ śţěňőľ, ăŋăńőčĺůŋőľ šőľ, ůšő ŕřĺćěďěŋă ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 1. n L m x 0 y ćżůĺśńěŋĺě ŕő śţěňě ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 1 m L + n − m m F (x) G(x) y śńőęěŋĺě F (x) ĺ y ŕő ňőďşń¿ 2 F (x) G(x) F (x) ⊕ y őąřăźěŋĺě ćżůĺśńěŋĺľ, śďěńăŋŋżţ ŋă ŕěřćőň ÿăčě x 0 F (x) ⊕ y

� Ğăňěůăŋĺě. Őąřăšĺňżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ ğăĺŋšěřěśőćăńĺśĳ ŕřĺ ŕőŕżšłě őšćěšĺšĳ ŋă ćőŕřőś, łăłă£ ¡ŋěřčĺ£

ŋěőąţőďĺňă ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ (łńăśśĺůěśłĺţ). Ăŋăńĺğ ŕőłăğăń, ůšő ŕőšěřĺ ¡ŋěřčĺĺ ňőęŋő şśšřěňĺšĳ ł ŋşń¿ ďń£ ćśěţ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ őŕěřăűĺľ, łřőňě ŋěőąřăšĺňżţ. Łőčďă ŕřőĺğćőďĺšś£ ŋěőąřăšĺňă£ őŕěřăűĺ£, (ŋăŕřĺňěř, śšĺřăŋĺě ąĺšă) ďćă řăğńĺůŋżţ ńőčĺůěśłĺţ ğŋăůěŋĺ£ (0 ĺ 1) śšăŋőć£šś£ őďĺŋăłőćżňĺ (0). Őďŋăłő ťĺğĺůěśłĺě ğăłőŋż ŋă ňĺłřőşřőćŋě £ćń£¿šś£ őąřăšĺňżňĺ, ŕő¡šőňş őšńĺůĺě ňěęďş ňěęďş śšăřżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ (0 ĺ 1) ďőńęŋő śőţřăŋĺšĳś£ ć łăłĺţ-šő ŋěłőŋšřőńĺřşěňżţ ťĺğĺůěśłĺţ śšěŕěŋ£ţ śćőąőďż. İšő ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ćőğřăśšăŋĺě ąěśŕőř£ďłă (¡ŋšřőŕĺĺ), łőšőřőě ć łőŋěůŋőň śůěšě ŕřő£ćĺšś£ ć őłřşęă¿źěľ śřěďě ć ćĺďě šěŕńă. Ćěńĺůĺŋă ¡ŋěřčĺĺ, šřěąşěňőľ ďń£ śšĺřăŋĺ£ őďŋőčő ąĺšă, őůěŋĳ ňăńă (ß kT), ŋő łőŋěůŋă. Ŕőšěř£ ¡ŋěřčĺĺ ĺğ-ğă ŋěőąřăšĺňőčő śšĺřăŋĺ£ ĺŋťőřňăűĺĺ ŕřĺ ťőřňăšĺřőćăŋĺĺ ę-ěśšłőčő ďĺśłă -ěňłőśšĳ¿ 1 Čą řăćŋă 10�^{13} Ďę, ůšő ŕřĺňěřŋő śőőšćěšśšćşěš ğăšřăšăň ¡ŋěřčĺĺ ŋă śďćĺč čőńőćłĺ ďĺśłă ŋă ŕőńőćĺŋş ďĺăňěšřă ăšőňă ćőďőřőďă. İšő ŋă ňŋőčő ŕőř£ďłőć ňěŋĳÿě řěăńĳŋőčő ŕěřěňěźěŋĺ£ čőńőćłĺ ŕřĺ ťőřňăšĺřőćăŋĺĺ.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ -ěňłőśšĳ ďĺśłőć ąşďěš řăśšĺ śšőńĳ ęě ążśšřő, łăł ć ŋăśšő£źěě ćřěň£, šő ł łőŋűş XXIII ćěłă ďń£ ťőřňăšĺřőćăŋĺ£ ę-ěśšłőčő ďĺśłă ŕőšřěąşěšś£ ¡ŋěřčĺ£, śőőšćěšśšćş¿źă£ čőďőćőňş ĺğńşůěŋĺ¿ Śőńŋűă.

Ńěňňă őą őůĺśšłě ňşśőřă ŕőłăğżćăěš, ůšő ňőęŋő ĺğąěęăšĳ šăłĺţ ŕőšěřĳ ¡ŋěřčĺĺ, ść£ğăŋŋżţ ś ŋěőąřăšĺňőśšĳ¿ ćżůĺśńěŋĺľ.

Ňőęŋő šăłęě ŕőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ćżůĺśńěŋĺě, šřěąş¿źěě ŕăň£šĺ L, ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ őąřăšĺňżň őąřăğőň ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ŕăň£šĺ, ŋě ŕřěćżÿă¿źěľ L^{O(1)}. Ŕřĺćěď-ěň ŋăąřőśőł ďőłăğăšěńĳśšćă.

Ŕőśłőńĳłş ğăďăůă TQBF PSPACE-ŕőńŋă, šő ďőśšăšőůŋő ćżůĺśń£šĳ ŋă ŋěąőńĳÿőľ ŕăň£šĺ ğŋăůěŋĺě ťőřňşńż ∃x_1∀y_1 . . . ∃x_M ∀y_M f(x_1, y_1, . . ., x_M, y_M , z) ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő f(·) ćżůĺśńĺňă ąşńěćőľ śţěňőľ ŋěąőńĳÿőčő řăğňěřă L. Ŕőłăęěň, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ŕřĺćěďěŋŋă£ ćżÿě QBF ćżůĺśńĺňă ŋă ŕăň£šĺ O(L+M). Ćżůĺśńěŋĺě ąşďěš őřčăŋĺğőćăŋő řěłşřśĺćŋő, ŋăůĺŋă£ ś ćŋşšřěŋŋĺţ łćăŋšőřőć.

Ůšőąż ćżůĺśńĺšĳ ∀x F (x, z), ćżůĺśńĺň F (0, z), ğăŋěś-ěň řěğşńĳšăš ć őďŋş ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ £ůěľłş, ğăšěň ćżůĺśńĺň F (1, z) ĺ ğăŋěś-ěň řěğşńĳšăš ć ďřşčş¿ ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ £ůěľłş. Ŕőśńě ćżůĺśńĺň ∀x F (x, z) = F (0, z) ∧ F (1, z) ĺ řěğşńĳšăš ğăŋěś-ěň ć šřěšĳ¿ £ůěľłş. Ůšőąż şąřăšĳ ňşśőř, ŕřőłřşšĺň ćśě ćżůĺśńěŋĺ£, łřőňě ŕőśńěďŋěčő ÿăčă, ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Řăğőąřăćÿĺśĳ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ś ťőřňşńőľ ∃x F (x, z), ŕřĺţőďĺň ł šăłőňş ćżćőďş: ďőąăćńěŋĺě łćăŋšőřă ŕő ąşńěćőľ ŕěřěňěŋŋőľ şćěńĺůĺćăěš šřěąşěňş¿ ŕăň£šĳ ŋě ąőńěě ůěň ŋă łőŋśšăŋšş ąĺš.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě śťőřňşńĺřşěň šěőřěňş ő ćżůĺśńěŋĺĺ őąřăšĺňżţ ťşŋłűĺľ, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ŕř£ňżň őąőąźěŋĺěň ńěňňż 2.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ F ĺ F^{−1} ćżůĺśńĺňż ąşńěćżňĺ śţěňăňĺ řăğňěřőć ≤ L. Šőčďă F řěăńĺğşěšś£

őąřăšĺňőľ śţěňőľ řăğňěřă O(L + n).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďă-ěšś£ śńěďş¿źěľ śţěňőľ ćżůĺśńěŋĺľ (ďń£ ŕřőśšőšż śţěňż ąĺšż, łőšőřżě ć ŋăůăńě ĺ łőŋűě ćżůĺśńěŋĺ£ řăćŋż 0, ŋě şłăğăŋż).

n n x 0 ćżůĺśńěŋĺě F_⊕ ŕő śţěňě ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 2 x F (x) ŕěřěśšăŋőćłĺ ąĺšőć F (x) x ŕřĺňěŋěŋĺě (F^{−1})_⊕ (ŕő śţěňě ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 2) ďă-ěš ć ŕřăćőň řěčĺśšřě x ⊕ F^{−1}(F (x)) = 0 F (x) 0 �