Łńăśśĺůěśłĺě ĺ łćăŋšőćżě ćżůĺśńěŋĺ£

Ă. Łĺšăěć; ŋăŕĺśăń Ň. Ć£ńżľ

6 ńěłűĺ£ (19/03/98)

1. Ąăğĺśż ďń£ łćăŋšőćżţ śţěň

Łăł ćżąřăšĳ ąăğĺś ďń£ ćżůĺśńěŋĺľ ć łćăŋšőćżţ śţěňăţ? Şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő, ŕő¡šőňş ŕőńŋżľ ąăğĺś ďőńęěŋ śőďěřęăšĳ ąěśłőŋěůŋőě łőńĺůěśšćő ¡ńěňěŋšőć, ĺńĺ ęě ňż ďőńęŋż őśńăąĺšĳ şśńőćĺě šőůŋőľ řěăńĺğşěňőśšĺ őŕěřăšőřă śţěňőľ ŋă şśńőćĺě ŕřĺąńĺęěŋŋőľ řěăńĺğşěňőśšĺ. Ňż řăśśňőšřĺň őąě ćőğňőęŋőśšĺ.

Šőůŋă£ řěăńĺğăűĺ£ Šěőřěňă. Ąăğĺś, śőďěřęăźĺľ ćśě şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż, ďěľśšćş¿źĺě ŋă ŕăřăţ łşąĺšőć, ŕő-

ğćőń£ěš řěăńĺğőćăšĳ ń¿ąőľ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě (ś ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ q-ąĺšăňĺ, łăł ¡šő őąž£śŋ£ńőśĳ řăŋĳÿě).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőľ šěőřěňż ććěďěň ćăęŋżľ łńăśś őŕěřăšőřőć: őŕěřăšőřż ś łćăŋšőćżň şŕřăćńěŋĺěň.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő řăśśňăšřĺćă¿šś£ şŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż U : B^n → B^n , čďě B = C^2 ś ćżďěńěŋŋżň ąăğĺśőň {|0⟩, |1⟩}.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őŕřěďěńĺň ŕő őŕěřăšőřş U őŕěřăšőř ~(U) : B ⊗ B^n → B ⊗ B^n ś łćăŋšőćżň

şŕřăćń£¿źĺň q-ąĺšőň (ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ) śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ: ~(U) |0⟩ ⊗ |ξ⟩ = |0⟩ ⊗ |ξ⟩ ~(U) |1⟩ ⊗ |ξ⟩ = |1⟩ ⊗ U|ξ⟩ Čřăťĺůěśłĺ ąşďěň ĺğőąřăęăšĳ őŕěřăšőř ~(X) ś łćăŋšőćżň şŕřăćńěŋĺěň łăł ŕőłăğăŋő ŋă ćřěğłě. Ćěřţŋ££ ńĺŋĺ£ śőőšćěšśšćşěš ŕěřćőňş śőňŋőęĺšěń¿, ŋĺęŋ££ ńĺŋĺ£ | ćšőřőňş. Ŋăŕřăćńěŋĺě śšřěńőł śőőšćěšśšćşěš ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ŕěřěňŋőęěŋĺ£ őŕěřăšőřőć (śŕřăćă ŋăńěćő).

Šěŕěřĳ ŕőśšřőĺň ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ, ĺśŕőńĳğş£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ďćşţ q-ąĺšőć. Ďń£ ŋăůăńă ŋăľ-

ďěň ŕăřş őŕěřăšőřőć, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śńěďş¿źěňş śőőšŋőÿěŋĺ¿ XY X^{−1}Y^{−1} = σ^{x def}= ( 0 1 1 0 ) . Ŋăŕřĺňěř, čőďĺšś£ šăłă£ ŕăřă: X =^1√_2 ( 1 i i 1 ) ; Y = ( 1 0 0 −1 ) . Ŕő£śŋĺň čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń ¡šőľ łőŋśšřşłűĺĺ. Şŋĺšăřŋă£ čřşŕŕă U(2) ďěľśšćşěš ŋă šřěţňěřŋőň ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ůšőąż őŕĺśăšĳ ¡šő ďěľśšćĺě, ğăňěšĺň, ůšő ¡řňĺšőćż ňăšřĺűż 2 × 2 ś ŋşńěćżň śńěďőň őąřăğş¿š šřěţňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő: śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ Tr(XY ), őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś őąřăğş¿š ňăšřĺűż Ŕăşńĺ

σ^x = ( 0 1 1 0 ) , σ^y = ( 0 −i i 0 ) , σ^z = ( 1 0 0 −1 ) . Şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U ∈ U(2) ďěľśšćşěš ŋă

¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě šăł: U : H → UHU^{−1}.

Ŕřĺ ¡šőň ďěľśšćĺĺ σ^x śőőšćěšśšćşěš ŕőćőřőš ćőłřşč őśĺ x ŋă 180^∘, X śőőšćěšśšćşěš ŕőćőřőš ćőłřşč x ŋă 90^∘, ă Y śőőšćěšśšćşěš ŕőćőřőš ćőłřşč z ŋă 180^∘.

Ŋă ćřěğłě ĺğőąřăęěŋő čřăťĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śţěňż, ćżůĺśń£¿źěľ ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ ś ŕőňőźĳ¿ őŕěřăšőřőć ~(X), ~(Y ). Ŕřőćěřĺň ¡šő. Ŕşśšĳ ŋă ćţőď śţěňż ŕőďăěšś£ ćěłšőř |a⟩⊗|b⟩⊗|ξ⟩, čďě a, b ∈ {0, 1}, |ξ⟩ ∈ B. Ěśńĺ a = b = 1, šő ł |ξ⟩ ąşďěš ŕřĺňěŋěŋ őŕěřăšőř XY X^{−1}Y^{−1} = σ^x, š. ě. |0⟩ ĺ |1⟩ ŕěřěśšăćń£¿šś£. Ěśńĺ ęě ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ şŕřăćń£¿źĺţ ąĺšőć řăćěŋ 0, šő ł ξ ąşďěš ŕřĺňěŋěŋ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř. İšő ĺ ěśšĳ ďěľśšćĺě ¡ńěňěŋšă Šőťťőńĺ.

Ś ŕőňőźĳ¿ ¡ńěňěŋšă Šőťťőńĺ ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ń¿ąş¿ ŕěřěśšăŋőćłş ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć (ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ŕăň£šĺ).

Ććěďěň ěźě őďĺŋ őŕěřăšőř ~^k(U) |x_1, . . ., x_k⟩ ⊗ |ξ⟩ = { |x_1, . . ., x_k⟩ ⊗ |ξ⟩ ěśńĺ x_1 · . . . · x_k = 0 |x_1, . . ., x_k⟩ ⊗ U|ξ⟩ ěśńĺ x_1 · . . . · x_k = 1 . Ďń£ ěčő řěăńĺğăűĺĺ šăłęě ŕőšřěąşěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ ŕăň£šĳ. Ąşďěň śšřőĺšĳ őŕěřăšőř W , ďěľśšćş¿źĺľ ć ŕřőśšřăŋśšćě N q-ąĺšőć B^{⊗N} ĺ şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿ W ( |η⟩ ⊗ |0^{N −k−1}⟩ ) = ~(U)|η⟩ ⊗ |0^{N −k−1}⟩. (Ŕřěďőśšěřěęěŋĺě: ¡šő şśńőćĺě ŋě őğŋăůăěš, ůšő W = ~(U) ⊗ I.)

Śşźěśšćşěš őąřăšĺňă£ śţěňă H řăğňěřă O(k), ćżůĺśń£¿źă£ ŕřőĺğćěďěŋĺě ćţőďŋżţ ąĺšőć (ś ňşśőřőň); čřăťĺůěśłĺ ěě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł (śćěřţş őąőğŋăůěŋő ůĺśńő ąĺšőć ć łăęďőň ĺğ ćżďěńěŋŋżţ ťřăčňěŋšőć ŕăň£šĺ) . Ŋă ćřěğłě śńěćă ŕőłăğăŋő, łăł ś ŕőňőźĳ¿ śţěňż H ĺ őŕěřăšőřă ś őďŋĺň şŕřăćń£¿źĺň q-ąĺšőň ŕőśšřőĺšĳ őŕěřăšőř ~^k(U). Ňż ŕřĺňěŋ£ěň śţěňş H, ă ğăšěň | őąřăšŋş¿ śţěňş H^{−1}, ŕőśńě ůěčő ćśě ćśŕőňőčăšěńĳŋżě ąĺšż ćőğćřăźă¿šś£ ć ĺśţőďŋőě śőśšő£ŋĺě. Ć ŕřőňěęşšłě śăňőľ ćěřţŋěľ ńĺŋĺĺ śőőšćěšśšćşěš ąĺš śő ğŋăůěŋĺěň x_1 · . . . · x_k. Ěčő ňż ĺ ĺśŕőńĳğşěň ďń£ şŕřăćńěŋĺ£ őŕěřăšőřőň U, ďěľśšćş¿źĺň ŋă śăňőľ ŋĺęŋěľ ńĺŋĺĺ. Ďřşčĺň śŕőśőąőň ~^k(U) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ łăł H^{−1}~(U)H.

Ďěľśšćĺě ~^k(U) ňőęŋő őŕĺśăšĳ šăł: ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęďěŋŋőň ćěłšőřăňĺ |1, . . .1, 0⟩ ĺ |1, . . . 1, 1⟩, ďěľśšćşěš őŕěřăšőř U, ă ŋă őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ ł ¡šőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş | šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř. Ŋăÿă śńěďş¿źă£ ğăďăůă: řěăńĺğőćăšĳ őŕěřăšőř, łőšőřżľ şśšřőěŋ šăł ęě, ŋő ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ďěľśšćĺě őśşźěśšćń£ěšś£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŋăš£ŋşšőň ŋă ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ŕăřş ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć. Ŕşśšĳ ňż ţőšĺň řěăńĺğőćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ őŕěřăšőř ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, ŋăš£ŋşšőň ŋă ąăğĺśŋżě ćěłšőřă |x⟩ ĺ |y⟩, čďě x = x_1 . . . x_n, y = y_1 . . .y_n, x_j, y_j ∈ {0, 1}. Ŕşśšĳ f | šăłă£ ŕěřěśšăŋőćłă, ůšő f(x) = (1, . . ., 1, 0), f(y) = (1, . . ., 1, 1). Šőčďă ŋşęŋżľ ŋăň őŕěřăšőř ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ^f^{−1}~^{n−1}(U) ^f. (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ^f | őŕěřăšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕěřěśšăŋőćłě f.)

Ĺšăł, ŋă ŕăřăţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ňż ňőęěň ďěľśšćőćăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋő. Ŕőłă ćśě ĺśŕőńĳğőćăŋŋżě śţěňż ĺňěńĺ řăğňěř O(n), šăł ůšő ŕőśšřőěŋŋżě ďěľśšćĺ£ řěăńĺğş¿šś£ ¡ťťěłšĺćŋő. Śńěďş¿źă£ ůăśšĳ ŋě¡ťťěłšĺćŋă. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ ńěňňă.

Ńěňňă. Ń¿ąă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă U ć ŕřőśšřăŋśšćě C^M ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

ŕřőĺğćěďěŋĺ£ M(M − 1)/2 ňăšřĺű ćĺďă 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . 1 0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . ( a b c d ) 0 . . . . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

,

čďě ( a b c d ) | şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă.

Ğăňěšĺň, ůšő ć ŋăÿěň śńşůăě M = 2^n, šăł ůšő ŕőńşůăěň ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőčő ąőńĳÿőčő ůĺśńă ąăğĺśŋżţ őŕěřăšőřőć.

Ŕřĺąńĺęěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£

Šěŕěřĳ ŕěřěľďěň ł řăśśňőšřěŋĺ¿ łőŋěůŋżţ ąăğĺśőć. Ć ¡šőň śńşůăě ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺąńĺęěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě őŕěřăšőřőć ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ ąăğĺśŋżţ. Ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋş¿ řěăńĺğăűĺ¿, ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ŋőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć.

Ćő-ŕěřćżţ, őšňěšĺň, ůšő ŋă ŕřőśšřăŋśšćě śőśšő£ŋĺľ őŕřěďěńěŋă ŋőřňă ‖ |ξ⟩ ‖ = √ ⟨ξ|ξ⟩. Őŋă, łăł ĺ ń¿ąă£ ŋőřňă, şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň: ‖ |ξ⟩ ‖ = { 0, ěśńĺ |ξ⟩ = 0;

> 0, ěśńĺ |ξ⟩ ≠ 0; (1) ‖ ‖|ξ⟩ + |η⟩ ‖ ‖ ≤ ‖ ‖|ξ⟩ ‖ ‖ + ‖ ‖|η⟩ ‖ ‖; (2) ‖ c|ξ⟩ ‖ = |c| ‖ |ξ⟩ ‖ . (3)

İšĺ şśńőćĺ£ ĺ ěśšĳ őŕřěďěńěŋĺě ŋőřňż.

Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ŋőřňş ŋă ŕřőśšřăŋśšćě őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ N | ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋőřňőľ. Ŕřőśšřăŋśšćő őŕěřăšőřőć, ďěľśšćş¿źĺţ ŋă ŋěň ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł L(N ) = N ⊗ N^∗ (ĺğőňőřťĺğň ğăďăěšś£ ňăšřĺůŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň ∑ a_{ij}|i⟩⟨j|). Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋőřňă őŕěřăšőřă X (šăł ŋăğżćăěňă£ őŕěřăšőřŋă£ ŋőřňă, ćőőąźě čőćőř£, ěśšĳ

ĺ ďřşčĺě) řăćŋă ‖X‖ = sup_{|ξ⟩≠0} X ‖ ‖|ξ⟩ ‖ ‖ ‖ |ξ⟩ ‖ İšă ŋőřňă őąńăďăěš ćśěňĺ ŕěřěůĺśńěŋŋżňĺ ćżÿě śćőľśšćăňĺ ŋőřňż, ă łřőňě šőčő, ěźě ŋěśłőńĳłĺňĺ śŕěűĺťĺůěśłĺňĺ ‖XY ‖ ≤ ‖X‖ ‖Y ‖; (4) ‖X^†‖ = ‖X‖; (5) ‖X ⊗ Y ‖ = ‖X‖ ‖Y ‖, čďě X ∈ L(N ), Y ∈ L(M). (6) Ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šĺţ śćőľśšć ŋőřňż ŕőńşůă¿šś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺ őśšăćń£- ¿šś£ ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£.

Ďăďĺň šěŕěřĳ őŕřěďěńěŋĺě ŕřĺąńĺęěŋŋőľ řěăńĺğşěňőśšĺ. Ěśńĺ ĺśłőňżľ őŕěřăšőř | U, šő ěčő ŕřĺąńĺęěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£ ąşďěš őąőğŋăůăšĳś£ ~U.

Őŕřěďěńěŋĺě. ~U ŕřěďśšăćń£ěš U ś šőůŋőśšĳ¿ δ, ěśńĺ ‖ ~U − U‖ ≤ δ.

Ş ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ěśšĳ ďćă ğăňěůăšěńĳŋżţ śćőľśšćă. Ćő-ŕěřćżţ, ěśńĺ ňż ĺňěěň ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěśłőńĳłĺţ őŕěřăšőřőć U = U_L . . . U_2U_1, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ĺňěěš śćőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ~U_k ś šőůŋőśšĳ¿ δ_k (‖ ~U_k − U_k‖ < δ_k), šő ŕřőĺğćěďěŋĺě ¡šĺţ ŕřĺąńĺęěŋĺľ ~U = ~U_L . . . ~U_2 ~U_1 ŕřĺąńĺęăěš U ś šőůŋőśšĳ¿ ∑ δ_k (őÿĺąłĺ ŋăłăŕńĺćă¿šś£ ńĺŋěľŋő): ‖ ~ U_L . . . ~U_1 − U_L . . . U_1 ‖ ≤ ∑ j δ_j. Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ŕřĺňěř ś ďćşň£ őŕěřăšőřăňĺ

‖ ~U_2 ~U_1 − U_2U_1‖ = ‖ ~U_2( ~U_1 − U_1) + ( ~U_2 − U_2)U_1‖ ≤ ‖ ~U_2( ~U_1 − U_1)‖ + ‖( ~U_2 − U_2)U_1‖ ≤

≤ ‖ ~U_2‖ ‖(~U_1 − U_1)‖ + ‖( ~U_2 − U_2)‖ ‖U_1‖ = ‖( ~U_1 − U_1)‖ + ‖( ~U_2 − U_2)‖.

Ć ¡šőľ ćżłńăďłě ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő śŕřăćěďńĺćő ąńăčőďăř£ şŋĺšăřŋőśšĺ őŕěřăšőřőć. Ěśńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ŋěşŋĺšăřŋżě őŕěřăšőřż, šő őÿĺąłĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ňőčşš ŋăłăŕńĺćăšĳś£ čőřăğďő ążśšřěě, ŋăŕřĺňěř, ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő. Ŕő¡šőňş ćś£łă£ ňőďěńĳ, ŕřěšěŋďş¿źă£ ŋă řěÿěŋĺě śńőęŋżţ ğăďăů łăłĺňĺ-šő řěăńĳŋżňĺ ťĺğĺůěśłĺňĺ ŕřőűěśśăňĺ, ďőńęŋă őą£ğăšěńĳŋő ĺğşůăšĳś£ ŋă ŕřěďňěš şśšőľůĺćőśšĺ ł őÿĺąłăň ŕřĺąńĺęěŋĺ£. (Ć řěăńĳŋőľ ęĺğŋĺ ŕăřăňěšřż ń¿ąőčő ťĺğĺůěśłőčő ŕřőűěśśă ňőęŋő ğăďăšĳ ńĺÿĳ ś ŋěłőšőřőľ šőůŋőśšĳ¿). Ć ůăśšŋőśšĺ, ćżůĺśńěŋĺě ś ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżň ŋăłőŕńěŋĺěň őÿĺąőł ŕőůšĺ ğăćěďőňő ąěśŕőńěğŋő ś ŕřăłšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£.

Ćšőřőě śćőľśšćő ŕőŋ£šĺ£ \ ~U ŕřěďśšăćń£ěš U ś šőůŋőśšĳ¿ δ" ňż śťőřňşńĺřşěň ć ąőńěě őąźěň łőŋšěłśšě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřĺąńĺęěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě. Őŕěřăšőř U : B^{⊗n} →

B^{⊗n} ŕřĺąńĺęăěšś£ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě őŕěřăšőřőň^~U : B^{⊗N} → B^{⊗N} , ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő |ξ⟩ ĺğ B^{⊗n} ćżŕőńŋěŋő_{‖ ~U (|ξ⟩ ⊗ |0N −n⟩) − U|ξ⟩ ⊗ |0N −n⟩‖ < δ‖|ξ⟩‖.} Śťőřňşńĺřşěň ¡šő őŕřěďěńěŋĺě ěźě őďŋĺň śŕőśőąőň. Ććěďěň őŕěřăšőř V : B^{⊗n} → B^{⊗N} , łőšőřżľ ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş V : |ξ⟩ → |ξ⟩ ⊗ |0^{N −n}⟩. Őŕěřăšőř V ŋě şŋĺšăřŋżľ, ŋő ĺğőňěšřĺůŋżľ. Şśńőćĺě ĺğ ŕőśńěďŋěčő őŕřěďěńěŋĺ£ ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ šăł ‖ ~UV − V U‖ ≤ δ. (7) Řăśśşęďěŋĺě ŕřő ŋăłőŕńěŋĺě őÿĺąőł ŕřőţőďĺš ĺ ć ¡šőň śńşůăě (ůšő, łőŋěůŋő, śńěďşěš ŕřőćěřĺšĳ).

Ćő-ćšőřżţ, śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě: ěśńĺ ~U ŕřĺąńĺęăěš (ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě) U ś šőůŋőśšĳ¿ δ, šő ~U^{−1} ŕřĺąńĺęăěš U^{−1} ś šőľ ęě šőůŋőśšĳ¿ δ. İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ‖W_1XW_2‖ = ‖X‖ ďń£ şŋĺšăřŋżţ őŕěřăšőřőć W_1, W_2. Şňŋőęă£ ćżřăęěŋĺě ŕőď ŋőřňőľ ć (7) śńěćă ŋă ~U^{−1}, ă śŕřăćă | ŋă U^{−1}, ŕőńşůĺň śńěďśšćĺě ĺğ ŋěřăćěŋśšćă (7) ‖ ~U^{−1}V − V U^{−1}‖ ≤ δ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąăğĺś A ŕőńŋżň, ěśńĺ ń¿ąőľ şŋĺšăřŋżľ őŕěřăšőř U ňőęŋő ś

ń¿ąőľ šőůŋőśšĳ¿ ŕřěďśšăćĺšĳ ć řăśÿĺřěŋŋőň śňżśńě łćăŋšőćőľ śţěňőľ ć ąăğĺśě A.

Šěőřěňă (śň. ŞŇŊ, Â6, 1997). Ąăğĺś Q = {S, K,^^◯⊕ , ^∧_⊕}, čďě S = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) , K = ( 1 0 0 i ) , ^∧_⊕ | łćăŋšőćżľ ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ, ~(σ^x) = ^◯⊕ : |a, b⟩ → |a, a ⊕ b⟩,

£ćń£ěšś£ ŕőńŋżň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ğďěśĳ ŋě ŕřĺćőďĺšś£, ğăĺŋšěřěśőćăŋŋżě śńşÿăšěńĺ ăďřěśş¿šś£ ł şŕőň£ŋşšőňş őąğőřş ć ŞŇŊ.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ şąřăšĳ ĺğ ąăğĺśă Q łćăŋšőćżľ ¡ńěňěŋš Šőťťőńĺ, őŋ ŕěřěśšăěš ążšĳ ŕőńŋżň.

Őďŋăłő ňŋőčĺě ćăęŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ňőęŋő ďěńăšĳ ĺ ć šăłőň şśěůěŋŋőň ąăğĺśě. Ć ůăśšŋőśšĺ, łăł ąşďěš ćĺďŋő ć ďăńĳŋěľÿěň, śţěňż, ĺśŕřăćń£¿źĺě őÿĺąłĺ, ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ąěğ ¡ńěňěŋšă Šőťťőńĺ.

Ňőęŋő őűěŋĺšĳ śńőęŋőśšĳ řěăńĺğăűĺĺ őŕěřăšőřă U ć ¡šőň ąăğĺśě. Ěśńĺ U : B^{⊗n} → B^{⊗n} , šő ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ¡šőš őŕěřăšőř ś šőůŋőśšĳ¿ δ łćăŋšőćőľ śţěňőľ ć ąăğĺśě Q řăğňěřă L = exp(O(n) · poly(log(^1_δ ))). Ěśńĺ U ğăďăŋ ňăšřĺűěľ ś ¡ńěňěŋšăňĺ ć ďćőĺůŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ, šő ¡šă śţěňă śšřőĺšś£ ŕő U ś ŕőňőźĳ¿ ŋěłőšőřőčő ăńčőřĺšňă ŕřĺňěřŋő ğă šő ęě ćřěň£ (ňŋőęĺšěńĺ ĺ śšěŕěŋĺ ŕőńĺŋőňă ňőčşš őšńĺůăšĳś£).

2. Łćăŋšőćżě ćěřő£šŋőśšĺ

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł őąśşęďěŋĺ¿ ŋěłőšőřżţ \ťĺğĺůěśłĺţ" ăśŕěłšőć łćăŋšőćżţ ćżůĺśńěŋĺľ. Ŕşśšĳ śĺśšěňă ĺğ n q-ąĺšőć ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ |ψ⟩ = ∑ x c_x|x⟩. Łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ŕő ćżďěńěŋŋőňş ąăğĺśş (łńăśśĺůěśłĺţ śőśšő£ŋĺľ) ŋăğżćă¿šś£ ăňŕńĺšşďăňĺ. Łćăďřăš ăňŕńĺšşďż |c_x|^2 ĺŋšěřŕřěšĺřşěšś£ łăł ćěřő£šŋőśšĳ őąŋăřşęĺšĳ śĺśšěňş śőśšő£ŋĺĺ x. Š. ě. ěśńĺ śďěńăšĳ ĺğňěřěŋĺě ¡šőľ łćăŋšőćőľ śĺśšěňż, šő ąşďşš ŕőńşůăšĳś£ łńăśśĺůěśłĺě śőśšő£ŋĺ£, řăśŕřěďěńěŋŋżě łăł |c_x|^2. Ŋě ćďăćă£śĳ ć őąśşęďěŋĺě ťĺğĺůěśłĺţ őąž£śŋěŋĺľ ¡šőčő ťăłšă, ŕőńőęĺň ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ ŕőńşůěŋĺ£ śőśšő£ŋĺ£ x ŕřĺ ĺğňěřěŋĺĺ śőśšő£ŋĺ£ |ψ⟩ řăćŋă P(|ψ⟩, x) = |c_x|^2. Őŕřěďěńěŋŋă£ šăłĺň őąřăğőň ćěńĺůĺŋă őąńăďăěš őśŋőćŋżňĺ śćőľśšćăňĺ őążůŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ. Šőš ťăłš, ůšő łćăďřăš ăňŕńĺšşďż £ćń£ěšś£ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ŋăąń¿ďěŋĺ£ śĺśšěňż ć śőśšő- £ŋĺĺ |x⟩, śőčńăśşěšś£ ś šěň, ůšő ťĺğĺůěśłĺě śőśšő£ŋĺ£ ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě śőőšćěšśšćş¿š ćěłšőřăň ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż, ă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ¡šĺţ śőśšő£ŋĺľ ŋě ňěŋ£¿š ďńĺŋż, š. ě. şŋĺšăřŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ⟨ψ|ψ⟩ = ∑ x |c_x|^2 = 1 (śşňňă ćěřő£šŋőśšěľ řăćŋă 1), ă ŕřĺňěŋěŋĺě ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňőčő őŕěřăšőřă ďőńęŋő śőţřăŋ£šĳ ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě, š. ě. ďőńęŋő ążšĳ şŋĺšăřŋżň.

Ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ąőńěě őąźěě őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ł łőšőřőňş ňőęŋő ŕřĺľšĺ, řăśśňăšřĺćă£ ř£ď ŕřĺňěřőć. Ďń£ ŋăůăńă ŕěřěŕĺÿěň şęě ŕőńşůěŋŋőě ćżřăęěŋĺě ďń£ ćěřő£šŋőśšĺ ć ćĺďě |c_x|^2 = |⟨ψ|x⟩|^2 = ⟨ψ |x⟩⟨x| Π x ψ⟩, čďě ůěřěğ ˝_x őąőğŋăůěŋ ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě |x⟩.

Ůšőąż śďěńăšĳ śńěďş¿źĺľ ÿăč ł őąźěňş őŕřěďěńěŋĺ¿ łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ŕőďśůĺšăěň ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŕěřćżě m ąĺš ĺňě¿š ğăďăŋŋőě ğŋăůěŋĺě y = (y_1, . . . , y_m). Ďń£ ¡šőčő

ŕřěďśšăćĺň śőśšő£ŋĺě ć ćĺďě ďćşţ ąńőłőć x = . Ĺňěěň P(|ψ⟩, y) =^∑_z P(|ψ⟩, (y, z)) =^∑_z ⟨ψ^| |y, z⟩⟨y, z|^|ψ⟩ = ⟨ψ^| |y⟩⟨y| ⊗ I^|ψ⟩ = ⟨ψ|˝_M|ψ⟩. Ğďěśĳ ůěřěğ ˝_M őąőğŋăůěŋ ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M = |y⟩ ⊗ B^{⊗(n−m)} . Ŕőśńěďŋ££ ťőřňşńă ĺ ğăďăěš őŕřěďěńěŋĺě łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ ć őąźěň śńşůăě, łőčďă M | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ć őąźěň śńşůăě ŕřőěłšőř ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő M ⊆ N őŕřěďěń£ěšś£ łăł ˝_M = ∑ j |e_j⟩⟨e_j|, čďě e_j ŕřőąěčă¿š ń¿ąőľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś M.

Ŕřőěłšőřż ŋě £ćń£¿šś£ ťĺğĺůěśłĺ řěăńĺğşěňżňĺ őŕěřăšőřăňĺ, šőůŋěě čőćőř£, őŋĺ ŋě őŕĺśżćă¿š ŕěřěţőď őš őďŋőčő śőśšő£ŋĺ£ śĺśšěňż ł ďřşčőňş ğă őŕřěďěńěŋŋżľ ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ. Šăłőľ ŕěřěţőď őŕĺśżćăěšś£ şŋĺšăřŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. Ćśě ęě, ďőŕşśłă£ ŋěłőšőřş¿ ćőńĳŋőśšĳ, ŕřőěłšőřăň ňőęŋő ŕřĺďăšĳ ťĺğĺůěśłĺľ śňżśń. Ŕřőěłšőř łăł ąż ćżďěń£ěš ůăśšĳ śőśšő£ŋĺľ śĺśšěňż ĺğ ćśěţ ćőğňőęŋżţ, ŕő¡šőňş őŋ ŋě śőţřăŋ£ěš ŕőńŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ. Śşňňăřŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ, řăćŋă£ ⟨ξ|ξ⟩, čďě |ξ⟩ = ˝_M|ψ⟩, śšăŋőćĺšś£ ňěŋĳÿě ěďĺŋĺűż. (Ğăňěšĺň, ůšő ⟨ξ|ξ⟩ = ⟨ψ|˝_M|ψ⟩.) Ŋăčń£ďŋő ¡šő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ šăł. Ŕşśšĳ ć śĺśšěňş ćňőŋšĺřőćăŋă ąőňąă. Ěśńĺ ć řěğşńĳšăšě ŋăąń¿ďěŋĺ£ ŋăď śĺśšěňőľ őŋă őłăğżćăěšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ |ψ⟩ ∈ M, ŋĺůěčő ŋě ŕřőĺśţőďĺš. Ă ěśńĺ őłăğżćăěšś£, ůšő |ψ⟩ ⊥ M, šő ąőňąă ćğřżćăěšś£. Ćěłšőř |ξ⟩ | ¡šő šő, ůšő őśšăńőśĳ ŕőśńě ćőğňőęŋőčő ćğřżćă. (Ćŕřőůěň, ŋě ŋşęŋő őšŋőśĺšĳś£ ł ¡šőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ śńĺÿłőň śěřĳěğŋő).

Śřăćŋĺň śćőľśšćă łńăśśĺůěśłőľ ĺ łćăŋšőćőľ ćěřő£šŋőśšĺ.

Łńăśśĺůěśłă£ ćěřő£šŋőśšĳ Łćăŋšőćă£ ćěřő£šŋőśšĳ Őŕřěďěńěŋĺě Śőążšĺě M ⊆ N | ŕőďňŋőęěśšćő ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă.

Śőążšĺě M | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőňěřŋőčő şŋĺšăřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă N . Řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ğăďăěšś£ ťşŋłűĺěľ w : N → R śő śćőľśšćăňĺ ă) ∑ w_j = 1;

ą) w_j ≥ 0.

Řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ğăďăěšś£ ćěłšőřőň śőśšő£ŋĺ£ |ψ⟩, ⟨ψ|ψ⟩ = 1.

Ćěřő£šŋőśšĳ: P(w, M) = ∑ j∈M w_j. Ćěřő£šŋőśšĳ: P(|ψ⟩, M) = ⟨ψ|˝_M|ψ⟩. Śćőľśšćă 1. Ěśńĺ M_1 ∩ M_2 = ?, šő 1^q. Ěśńĺ M_1 ⊥ M_2, šő

P(w, M_1 ∪ M_2) = P(w, M_1) + P(w, M_2) P(|ψ⟩, M_1 ⊕ M_2) = P(|ψ⟩, M_1) + P(|ψ⟩, M_2)

2. (ć őąźěň śńşůăě) 2^q. Ěśńĺ ˝_{M1} ˝_{M2} = ˝_{M2} ˝_{M1} , šő

P(w, M_1 ∪ M_2) = P(|ψ⟩, M_1 + M_2) = = P(w, M_1) + P(w, M_2) − P(w, M_1 ∩ M_2) = P(|ψ⟩, M_1) + P(|ψ⟩, M_2) − P(|ψ⟩, M_1 ∩ M_2)

Ğăňěšĺň, ůšő şśńőćĺě M_1 ⊥ M_2 ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿ ˝_{M1} ˝_{M2} = ˝_{M2} ˝_{M1} = 0.